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SUR 


L’EXISTENCE D’INTEGRALES 


SATISFAISANT A DES CONDITIONS DONNEES LE LONG D'UN CONTOUR, 


Par M. Cuartes RIQUIER. 


Les conditions auxquelles il est fait allusion dans le titre ci-dessus 
sont relatives aux valeurs que doivent prendre, sur un contour donné, 
les intégrales d’un système différentiel partiel et quelques-unes de 
leurs dérivées calculées suivant la normale au contour, ces intégrales 
étant d’ailleurs simplement assujetties à être analytiques et régulières 
dans le voisinage du contour, c’est-à-dire dans l’intérieur d’une zone 
suffisamment mince située de part et d'autre. 

Nous commençons par observer (première Partie) que, dans une 
recherche de ce genre, on peut tout aussi bien, au lieu de la famille 
des normales, faire intervenir n'importe quelle famille de courbes 
coupant sans contact le contour donné. Cette remarque, en même 
temps qu'elle fournit une compréhension plus large des questions 
à traiter, est aussi de nature à en faciliter l'exposé. 

Nous considérons ensuite (deuxième Partie) un système partiel de 
g équations, impliquant un nombre egal de fonctions inconnues, 


Ms Us RUE 


Ann. Éc. Norm., (3), XXX. — JANVIER 1013. 


to 


10 CHARLES RIQUIER. 


des deux variables indépendantes réelles x, y, et présentant la forme 
linéaire par rapport à l’ensemble des fonctions inconnues et de leurs 
dérivées. En désignant par 


Kitt ee Beye Be ee 


ses ordres respectifs relativement aux g inconnues, et supprimant par 
la pensée, dans les équations proposées, tous les termes d'ordres 
respectivement inférieurs, nous construisons une forme algébrique de 


degré 
Ki+ kat... Lys 


aux indéterminées X, Y, dont les coefficients, fonctions de x, y, se 
déduisent de ceux des termes conservés par un mécanisme très simple 
(voir n° 8). Cela étant, si, d’une part, on se donne un contour ana- 
lytique régulier dans le voisinage duquel les coefficients du système 
soient des fonctions analytiques régulières; si, d'autre part, on suppose 
que, pour tout point (æ,y) situé dans le voisinage de ce contour, le 
faisceau obtenu en égalant à zéro la forme algébrique aux indéter- 
minées X, Y ne contienne que des droites imaginaires (lentier 
hk, +hk,+...+h, est alors nécessairement pair), le système proposé 
admet un et un seul groupe d’integrales, &,, u, ..., u,, régulières 
dans le voisinage du contour, et telles qu’en adjoignant à w,, uy, ..., 
u, respectivement leurs A, — 1, 4, —1,..., £, — 1 premières dérivées 
prises suivant la normale au contour, ces 4, + 4,+... +4, fonctions 
se réduisent sur le contour a des fonctions analytiques données. 

Dans le cas le plus simple, g =1, on a l’énoncé suivant : 

Soit 

CREAT Ome: ru 


Oat" i Ay Loir Aon 


AS —— OO vf) 
Oz way. CS 





une équation aux dérivées partielles d'ordre pair 27, linéaire par 
rapport à l’inconnue u et à ses dérivées : si, dans le voisinage d’un 
contour analytique régulier donné, les coefficients de l’équation sont 
des fonctions analytiques régulières de æ, y, et que les droites du 


faisceau 
AXE + Ay X2n—1 Y + DE + Aan yen ==.) 


soient toutes imaginaires, l’équation proposée admet une et une seule 


SUR L’ EXISTENCE D'INTÉGRALES, ETC. II 


intégrale, régulière dans le voisinage du contour, et telle qu’en lui 
adjoignant ses 27 — 1 premières dérivées prises suivant la normale au 
contour, ces an fonctions se réduisent sur le contour à des fonctions 
analytiques données. 

Ces résultats ont fait l’objet d’une Note communiquée à l’Académie 
des Sciences le 8 mai 1911. Dans l’exposé qui suit, nous avons, pour 
lixer les idées et simplifier l'écriture, supposé g = 3. 





PREMIÈRE PARTIE. 


1. Désignant par r, 9 deux variables indépendantes réelles, et par 
r,, R deux valeurs particulières fixes de la première (r, <R), conside- 
rons, dans l’espace Ir, 0]|, la région 4,5, évidemment normale ('), 
définie par la double inégalité 


Roca LR (9 quelconque); 


relativement à deux axes rectangulaires Or, O0, tracés dans un 
plan, cette région se trouve graphiquement représentée par l’intérieur 
de la bande indéfinie comprise entre les deux droites 

fie en om ae 
parallèles à l’axe O0. 


Soient maintenant 
E(r, 6), F(r,6) 


deux fonctions jouissant dans cette région des diverses propriétés sul- 
vantes : 


1° Elles sont olotropes (7) (et réelles) ; 
2° Elles admettent par rapport à 9 la période 27, en sorte qu'on a, 


(1) Pour la signification de ce terme et de quelques autres, voir notre Ouvrage 
intitulé : Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, Chap. Ul. 


(2) Ibid. 


12 CHARLES RIQUIER. 
quels que soient 7, 9, 
E(r,0+ ar) —=E(r,0), 


F(r, 9+ 27) =—F(r, 0); 


3° Leur déterminant différentiel 








JE dE 
ar 09 
oF OF 
or 08 


est constamment différent de zero; 
4° Les relations numériques 


Er 0;) = Etre, 99), 
K(r;, di =e F (1s, 9) 


ne peuvent avoir lieu en même temps que si l’on aa la fois 


Tia lee 0, 0, — 9,—= apn, 


où p désigne quelque entier. 
Ces hypothèses entrainent diverses conséquences que nous allons 
énumérer. 


l. Soient x, y deux autres variables liées aux premières par les 
relations 
m= ETS 
© \ a )» 
ne Bil), 


A la région ¥,.9, ci-dessus spéciliée, correspond, dans l’espace I» x], 
une region, &,,, formée par l’ensemble des points qui, en vertu des 
formules (1), correspondent (avec répétition possible) aux divers 
points de @,.,,. Je dis que la région @,., est elle-même normale. 

Tout d’abord, cette région est continue. 

Effectivement, l’un quelconque de ses points se trouve fourni par 
quelque point de la région W,,, dont on substitue les coordonnées 
dans les seconds membres de (1) pour calculer les yaleurs correspon- 


we 


SUR L'EXISTENCE D'INTÉGRALES, ETC. I 
dantes des premiers membres. Cela étant, soient 
(24, ¥1), (Tes Ye) 
deux points arbitrairement choisis dans %,.,, et 
(71,91), (Tes 92) 


deux points de ,, fournissant respectivement les précédents, comme 
il vient d’être dit. Joignons (r,, 0,) à (r,, 9.) par un chemin continu 
entierement situé dans la région ¥,5 : tout le long de ce chemin, 
E(r, 9) et F(r, 9) deviennent des fonctions continues d’une certaine 
variable réelle, et le point (x, y) défini par les formules (1) décrit dès 
lors un chemin continu dépendant de cette variable, entièrement situé 
dans la région #,,,, et commençant à (æ,, y,) pour finir à (æ,, Ya). 

En second lieu, tout point de la région &,., est le centre de quelque 
domaine (') entièrement situé dans cette région. 

Soit, en effet, (æ,,y,) un point de la region W,,, fourni par quelque 
point, (7,, 9,), de la region &,,. Le système (1) admet alors la solution 
numérique 

(21, Hi, las 91), 


et il résulte d’ailleurs de nos hypothèses que le déterminant différen- 
tiel des deux fonctions E(r, 9), F(r, 9) est différent de zero pour 
r—r,==9—0,=o0. A partir de cette solution numérique, le sys- 
tème (1) est done résoluble par rapport à 7, 0 conformément au 
principe général des fonctions implicites, et, dans le voisinage des 
valeurs æ,, y,, 7,, 9,, il équivaut numériquement au système des 
formules de résolution : or, æ et y étant arbitraires dans ce dernier 
systeme, et le point (r,, 9,) étant le centre de quelque domaine inté- 
rieur à @,5, on voit que la région &,, comprendra tous les points 
(æ, y) suffisamment rapprochés de (æ,, y,). 

Les diverses conditions requises pour la nature normale de la région 
R.,, se trouvent ainsi satisfaites. 


II. Si, dans les formules (1), on donne ar une valeur fixe, on obtient 


(1) Foir l'Ouvrage cité plus haut, n° 30. 
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une courbe pour laquelle les coordonnées 2, y d’un point variable 
sont fonctions de 9; inversement, si l’on donne à 0 une valeur fixe, on 
obtient une courbe où les coordonnées d’un point variable sont fonc- 
tions de r. 

Cela étant : 


1° La famille » = const. se compose de courbes fermées dont cha- 
cune s'obtient tout entière en faisant varier 9 de o à 27, en vertu de la 
périodicité des fonctions E(r, 0), F(r, 0) relativement à la variable 0. 
Pour la même raison, la famille 0 = const. s'obtient tout entière en 
égalant 9 aux diverses valeurs de ce même intervalle. 

2° Aucune courbe des deux familles ne présente de point singulier, 
et deux courbes, r = r,, 0 —0,, appartenant respectivement aux deux 
familles, ne peuvent être tangentes au point commun, M, fourni par 
(ris N, ie 


Effectivement, pour constater l’existence de la tangente en M à la 
courbe r —r, et avoir ses paramètres directeurs, il faut successive- 
ment introduire l'hypothèse numérique r = r, dans les seconds mem- 
bres de (1), prendre les dérivées premières des résultats (par rapport 
à 9), et y faire 0 = 0, ; ou, ce qui revient au même, former d’abord les 
deux dérivées 





OE(r, 9) OF (r, 9) 
0g.” 09 


et y faire ensuite r — r,, 0 =9,. D'un autre côté, pour constater, en ce 
même point M, l'existence de la tangente à la courbe 0 = 9, et avoir 
ses paramètres directeurs, il faut introduire l'hypothèse numérique 
) = 0, dans les seconds membres de (1), prendre les dérivées premières 
des résultats (par rapport à r), et y fairer =r,; ou, ce qui revient au 
même, former d’abord les deux dérivées 





OE(r,0)7 2081239) 


or or 


’ 


et y faire ensuite r —r,, 0 — 0,. En résumé donc, pour constater, au 
point M, l'existence des tangentes aux deux courbes considérées et 
avoir les paramètres directeurs de ces tangentes, il suffit de donner à 
ret 9 les valeurs numériques 7, et 9, dans les deux colonnes respec- 
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tives du déterminant 


dE 0E 
or 08 | 
OF dF |’ 
or 09 


ce dernier étant différent de zero, le point M n’est un point singulier 
pour aucune des deux courbes, et ces dernières s’y coupent sans 
contact. 

3° Si, dans une courbe r=const., on fait varier 0 de o à 27 
(0=0£27),on n'obtient chaque point (x, y) qu’une seule fois (à l’ex- 
ception du point final, qui, en vertu de la périodicité supposée, coincide 
avec le point initial). De même, si, dans une courbe 0 = const., on 
fait varier rentrer, et R(r, <r < R), on n'obtient chaque point (a, y) 
qu'une seule fois. 

4° En supposant r, — r, différent de zéro, les deux courbes r= r,, 
r= 7, n'ont aucun point commun. Méme chose pour les deux courbes 
0—0,, 0 = 0,, si 0, — 0, n’est pas un multiple entier de ar. 

Dans ce qui suit, nous nommerons couronne la région (normale ) de 
l’espace [[æ, y|] comprise entre deux courbes de la famille r = const. 
(on doit faire abstraction des deux courbes frontieres ). 

5° Si l’on considère une courbe déterminée de la famille 7 = const., 
par exemple r=7’, on peut assigner une constante positive, x, indé- 
pendante du point choisi sur la courbe, et telle que le cercle de 
rayon & décrit de ce point comme centre soit tout entier intérieur à la 








région R,,- 


Effectivement, tous les points de la courbe considérée s’obtiennent 
en introduisant l'hypothèse numérique r = r' dans les seconds membres 
des formules (1), et faisant varier 0 dans l'intervalle [limité et com- 


plet (')] 


C- Gea: 


Puisque la courbe fait partie de la région ®,,, et que cette dernière est 
normale (1), il existe, pour une valeur déterminée, 0,, du paramètre 6, 
quelque constante positive, «,, telle que le cercle de rayon x, décrit 





(1) Voir l’Ouvrage cité, Chap. 1. 
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du point correspondant de la courbe comme centre soit tout entier 
intérieur à R,,. Pour une autre valeur, 9,, du paramètre, il existe 
quelque constante positive analogue, &,. Il est visible d’ailleurs que, 
si 9, est suffisamment voisin de 9,, on peut choisir x, de manière 
que sa différence à «, soit moindre que toute quantité donnée. Il existe 
dès lors, en vertu de propositions générales relatives aux régions à la 
fois limitées et complètes, quelque constante positive, &, possédant 
dans toute l'étendue de l'intervalle la propriété requise. 

6° Si l’on considère, comme ci-dessus (5°), une courbe déterminée, 
r=r', de la famille 7 =const., on peut, une constante positive, &, 
étant donnée, assigner une constante positive, 6, telle que, dans lin- 
térieur de la couronne comprise entre les deux courbes 





TE r'— 6, DES, 


la distance d’un point quelconque à un point convenablement choisi 
de la courbe r — r' tombe au-dessous de €. 
Désignant, en effet, par r,, 7, deux valeurs numériques telles que 
l’on ait 
Tétines ONG 


considérons, dans la région @,, de l’espace [[r, 9]], le fragment limité 
et complet défini par les relations 


Les fonctions E(r, 0), F(r, 9) y étant continues, on peut assigner une 
constante positive, y, telle que, deux points étant arbitrairement 
choisis dans le fragment sous la seule condition d’être à une distance 
mutuelle moindre que y, la différence des valeurs correspondantes de 


2 . », 
—, et de même la différence 


2 


A 





E(r, 9) présente un module moindre que 


des valeurs correspondantes de F(r, 0) : les deux points correspon- 
dants de la région ®,., seront des lors à une distance mutuelle moindre 
que ¢. Cela étant, si, dans le fragment (2) de la région ¥,., et de part 
et d'autre de la droite r — 7’, on trace deux parallèles à cette droite 
qui en soient à une distance B égale ou inférieure à y, tout point 
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compris entre ces deux parallèles sera à une distance de quelque 
point de la droite moindre que y, et la couronne correspondante de 
la région W,,, jouira bien, dès lors, de la propriété énoncée. 


2. Désignant par r, 2, 9 trois paramètres arbitraires, considérons 
actuellement les deux systèmes de formules 


( ee E CO), 

A VE CIE 
== Ho teas 

(4) | 

( y= Keg, 6), 


dont les seconds membres sont supposés satisfaire aux conditions sui- 
vantes : 


1° Dans la région &,, de l’espace [[r, 9]] définie par la double iné- 
galite 


€) roar = (9 quelconque), 


les fonctions E(r, 9), F(r, 9) jouissent des diverses propriétés spéci- 
fiées au début du numéro précédent, c’est-à-dire qu’elles sont olotropes, 
admettent par rapport à 9 la période 27, possèdent un déterminant 
différentiel constamment différent de zéro, et qu’enfin les relations 
numériques 

E(ri, 91) = Era; 02), 

F(r1, 4) = F (ra, 8), 


lorsqu'on les suppose simultanément vérifiées, entrainent de toute 
nécessité 
130, 6,— = apt. 
où p désigne quelque entier. | | 
2° Semblablement, dans la région ¥, de l’espace |[[7, 0[] définie 
par la double inégalité 


(6) Po< p <P (ÿ quelconque ), 


les fonctions H(¢, 0), K(¢, 0) sont olotropes, admettent par rapport 
à 6 la période 27, possèdent un déterminant différentiel constamment 
Ann. Éc. Norm., (3), XXX. — Janvier 1915, 3 
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différent de zéro, et les relations numériques 


H(p,, d,) = H(p:, Qs); 
K (01, 91) = K( ps, 92), 


lorsqu’on les suppose simultanément vérifiées, entrainent de toute 
nécessité 
Pi— Pr —0, 0, — 0, = 2pT. 


3° Si l’on désigne par 7’, >’ certaines valeurs numériques déter- 


minées vérifiant respectivement les relations 
(SR: Do < HET 


l'hypothèse numérique r —7r', introduite dans les seconds membres 
de (3), fournit les deux mémes fonctions de 0 que l'hypothèse numé- 
rique 9 = 9’, introduite dans les seconds membres de (4), en sorte 
que les deux systemes de formules représentent alors le méme con- 
tour. 

Désignons maintenant par u(a, y) une fonction de x et de y qui, si 
l’on considère la région définie par (3) et (5), soit olotrope dans une 
couronne suffisamment mince renfermant le contour r — 7", et qui, st 
l’on considère la région définie par (4) et (6), le soit dans une cou- 
ronne suffisamment mince renfermant le contour g = 9’ : comme, par 
hypothèse, les deux contours coincident, il résulte de diverses 
remarques présentées plus haut (n° 1, 11, 5° et6") que l’un quelconque 
de ces deux derniers faits est une conséquence de l’autre. Si l’on forme 
alors les deux fonctions composées 


(7) u[E(r, 9), F(r,0)], 
(22 u[H(e, 6), K(p, 0)]; 


l'hypothèse numérique r= 7", introduite dans la fonction (7) et ses 
dérivées de tous ordres relatives à 7, les réduit à des fonctions olo- 
tropes de 0 admettant la période 27; et la même chose a lieu pour la 
fonction (8) et ses dérivées de tous ordres relatives à ¢ dans l'hypothèse 
numérique 0 = 0’. 

Cela étant, pour que la fonction composée (7) et ses n — 1 premieres 
dérivées relatives à r se réduisent, pour r=r, à n fonctions olotropes 
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données de ) (admettant la période 27), 
(9) DER ld), 


il faut et il suffit que la fonction composée (8) et sesn — 1 premieres 
dérivées relatives à p se réduisent, pour 9 = 9’ 
tropes de 9 (admettant la méme période), 


, an autres fonctions olo- 


(10) DOUAI TG) hog (ON or CO 


Pour calculer ces dernières, (10), quand on se donne les premières, (9), 
ou inversement, il suffit de connaître les fonctions E(r, 0), F(r, 9), 
H(o, 0), K(9, 9), exclusion faite de la composante u(x, y), dont Vexis- 
tence est simplement admise. 


I. Désignons par x, y, ... des variables en nombre quelconque g; 
par 0, ... d’autres variables en nombre quelconque 7; par 


Ge wens EL CE a) 


g fonctions connues de 0,... (elles sont en même nombre que les 


variables a, y, ...); par u une fonction non connue de a, y, ...; 
par 
(11) RE RUES eae hae U5 UF; 


les fonctions composées de 0, ... auxquelles se réduisent respective- 
ment 


Ou du qu du Oru 
Oh dy 02?’ dxdy day?’ 
quand on y fait a la fois 
De Cs cr). TT ie MES À 


Designant ensuite par A, B, C, D, ...,E, F, G, ..., diverses fonctions 
connues de 0, ..., considérons l'expression 


(12) BTE CUS DU PEUR FU GU + 


linéaire par rapport à quelques-unes des quantités (11). 
Cela étant, une differentiation d'ordre quelconque par rapport au 
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groupe des variables 0, ..., exécutée sur (12), donne une nouvelle expres- 
sion linéaire, comme (12), par rapport au groupe des quantités (11) : 
car une differentiation d’ordre 1, relative à 9 par exemple, donne pour 
résultat l'expression 


L 








OA OB oc oD 
Hoe ape 0e nA: 
0Ë= OF OG 
ype ge ore 56 Us? a 
Sere: Op. “s 7 OK 4 Op. À 
+ B(U aa U, aot + Cl U, ae U2; = +...) 
On oe 
(u ee nee & ER 
09 NO 
; Oh Op. Oh Op. ) 
P Re pale ee BEN: 
+E(U; 96 + Yet 56 D: se Ura ler 
er G (U5, US = ma Cah ae 


de même forme que (12), et la même chose a lieu, dès lors, quel que 
soit l’ordre de la différentiation. 


Il. Étant donnés deux systèmes de relations (en nombre limité), 
linéaires par rapport à quelques-unes des quantités (11) avec des coef- 
ficients fonctions de 9, ..., nous dirons que le second est une combi- 
naison multiplicatoire du premier, si, les seconds membres des deux 
systémes ayant été réduits a zéro par la simple transposition de leurs 
termes dans les premiers membres, chacune des équations du second 
système peut s’obtenir en multipliant les diverses équations du premier 
par des facteurs convenablement choisis [ fonctions de 0, ... et indé- 
pendants des quantités (11)], et ajoutant les produits membre à 
membre. 

Si chacun des deux systèmes proposés est une combinaison multi- 
plicatoire de l’autre, nous dirons que les deux systèmes sont en 
corrélation muluplicatoire. 

Par exemple, si un système de m équations, linéaire par rapport à 
quelques-unes des quantités (11) [avec des coefficients fonctions de 
0,...|, est résoluble par rapport à m d’entre elles conformément a 
l'algorithme de Cramer, il est en corrélation multiplicatoire avec le 
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système constitué par les m formules de résolution : ıl suffit, pour s’en 
convaincre, de se reporter au calcul élémentaire à l’aide duquel on 
passe du système donné aux formules de résolution, et inversement. 

Étant donnés trois systèmes, si le dernier est une combinaison 
multiplicatoire du second, et le second une combinaison multipli- 
catoire du premier, le dernier est aussi, comme on le voit sans peine, 
une combinaison multiplicatoire du premier. On en déduit que si deux 
systèmes, comparés à un mème troisième, sont avec lui en corrélation 
multiplicatoire, ils jouissent aussi, l’un par rapport à l’autre, de cette 
même propriété. 


III. Si deux systèmes, S, T, ayant la forme ci-dessus spécifiée, sont en 
corrélation muluplicatoire (W), les deux systèmes qui s'en deduisent 
respectivement par loutes les différentiations possibles des ordres 0, 1, 
2, .., m (relatives au groupe des variables N, ...) jouissent de la méme 
propriété. 

Notre proposition étant vraie d'elle-même pour m = o (puisque la 
conclusion est alors identique à lhypothése ), il suffit de faire voir 
qu’en la supposant vraie pour une valeur quelconque m, elle lest 
encore pour la valeur suivante m + 1. 

A cet effet, nommons S’ et T’ les groupes respectivement déduits 
de S et T par toutes les différentiations possibles du premier ordre ; 
S” et T’ les groupes respectivement déduits de S et T par toutes les 
différentiations possibles du second ordre; et ainsi de suite. On sup- 
pose que chacun des deux systemes 


(13) ahs) A ae Say 
(14) (Tote, TH) 


est une combinaison multiplicatoire de l’autre, et il s’agit de prouver 
que la méme chose a lieu pour les deux systemes 


La) RE Ss‘, boas ot, Stm+1)), 
(16) Gls TS ..., Lt), Tim+1)), 


que le systeme (16), par exemple, est une combinaison multiplicatoire 
du système (15). 


Effectivement, le système (16) se compose du système (14) et du 
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groupe T+", Or, toute équation du système (14), étant, d’après 
Vhypothése, une combinaison multiplicatoire de (13), est, par là 
même, une combinaison multiplicatoire de (15). 

Considérons maintenant une équation quelconque du groupe T”*"), 
ou, ce qui revient au même, une équation quelconque déduite de T°” 
par differentiation premiere. En désignant par 


Li; Lo BEER Le 0 
les équations du systeme (13), et par 
11 125 eens Lh 


des multiplicateurs convenablement choisis [indépendants des quan- 
tités (11)], toute équation du groupe T°” est de la forme 


vl yal+...+y.lı= 0. 


Si on la differentie par rapport a une variable queleonque, 9, du 
groupe 9, ..., ’équation résultante peut s’écrire sous la forme 


OY 
09 


Ox, 


FT L, + %1 (L) + %a (Le) +...+ yx &9( Le) =0, 








Ya 
Lit ae lat... + 


où le symbole Q, désigne une dérivation première relative à 0, effectuée 
suivant la règle des fonctions composées. Cela étant, il suffit d’observer 
que les équations 


FETE Inn; és Der, 
29(L,) =0, (Le) = 0, D'Or (Lx) = 0 


appartiennent toutes au système (15). 


IV. Supposons, pour fixer les idées et simplifier l’ecriture, que la 
fonction (non connue) u dont il est question à l’alinéa I dépende des 
trois variables a, y, =, et soient 
(19) Penh (Ds ER Mn a) End.) 


les trois fonctions connues de 4, ... qu’on substitue respectivement à 
ces variables. Considérant alors une expression linéaire par rapport 
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aux quantités U,:,:,:, nous nommerons partie principale de cette 
expression l’ensemble des termes où la somme « + 6 + y est la plus 
forte : dans l'expression considérée, et notamment dans sa partie prin- 
cipale, il y a avantage, comme nous le ferons plus loin, à désigner 
symboliquement par la notation X*YPZY ce que nous avons désigné 
jusqu'ici par la notation U,:,:,r, c’est-à-dire la fonction composée de 
dX+B+Y u 
92% Ivy? 03Y 


tions (17). Par exemple, l'expression 


0, ... à laquelle se réduit lorsqu'on y effectue les substitu- 


AU, + A'U,: + AU + 2BU,: + 2B'U., + 2 B'U,, 
+ 2CU, +2CU, + 2€0’U,+ DU +E 


(où A, A’, A”, B, B’, B’, C, C’, C”, D, E désignent des fonctions connues 
de 0, ...) sera représentée par le polynome 


AX?+ A'Y?+ A’7?+ 2BYZ + 2B'ZX + 2B’ XY 
+ 2CX +2C/Y + 20'’Z+ DU+E, 


et sa partie principale 

AU + A'Up+ AU + 2BUy, + 2B’ Us, + 2B’U,, 
par la forme quadratique 

AX?+ A’Y?+ AZ + 2BYZ + 2B'ZX + 2B’XY, 


Il est bon de noter ici le point suivant. 

Considérons une expression linéaire par rapport à quelques-unes 
des quantités (rr), et effectuons sur elle une différentiation relative à 
une variable quelconque, 9, du groupe 9, ..., ce qui nous donnera une 
deuxième expression de même nature (1); puis, dans l’une et l’autre 
expression, représentons symboliquement la partie principale par une 
forme algébrique en X, Y, Z. Cela étant, il est très facile de voir que 
la deuxième forme algébrique se déduit de la premiere en la multipliant 
par la forme linéaire 

Ag X + ph Y + vg Z. 


où Ay, Uy, vn désignent les dérivées premieres de A, wu, v par rapport 


à 0. 
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V. Considérons actuellement des formes linéaires en nombre égal 


à celui des indéterminées X, Y, Z, 


a,X+6,¥+¢,4=X’, 
(18) A Gao Deli Ce ai, 
a,X +6,Y+e¢,4=7', 





et construisons avec elles les diverses expressions N“Y®PZY, en 
(m+i)(m+o) 


2 


nombre » pour lesquelles la somme «&+ß + est égale 


am: chacune de ces expressions est une forme algébrique de degré m 
en X, Y, Z, où les coefficients (fonction des a, des b et des c) sont en 


(m-—+1)(m + 2) 


nombre - Cela étant, st le determinant qui a pour ele- 


4 


ments les coefficients des formes linéatres (18) est different de zero, celui 
qui a pour éléments les coefficients des formes d'ordre m ainsi construiles 


Joul de la même propriété. 


: R n-ı\lm ta 
Posons en ellet, pour abréger, EE 3) oe M et, dans les M 


expressions X'*Y'®Z'Y, considérons X’, Y', Z' comme trois variables 
indépendantes : nous aurons ainsi M formes algébriques de degre m 
en X’, Y’, Z’, se réduisant chacune à un terme unique dont le coeffi- 
client est 1, et il est clair qu’en multipliant ces M formes algébriques 
(respectivement identiques à M termes dissemblables ayant pour 
coefficient l’unité) par les constantes indéterminées à,, 5, ..., Oy, et 
ajoutant les produits, la (M + 1)*™° forme algébrique qui en résulte 
ne peut être identiquement nulle en X’, Y’, Z que si l'on a la fois 


N x N 
0,0, 05-10) 


Dans les M + 1 formes de degré m que nous venons de considérer, 
remplacons maintenant X’, Y’, Z’ par les formes linéaires (18) : nous 
obtiendrons ainsi M +1 formes algébriques de degré m en X, Y, Z, 
dont la dernière est la somme des M premières respectivement multi- 
pliées par 6,, © 6,. Pour qu’elle soit identiquement nulle 

30S par 0, Os... On Pour quelle soit identiquement nulle en 
X, Y, Zil faut et il suffit, puisque les coefficients des formes (18) sont 
les éléments d’un déterminant different de zéro, qu’elle le soit en X’, 

er, . 2 5 5 A N 
Y,Z avant la substitution, et, par suite, que les multiplicateurs ©,, 


N 


N°: . . . = P , # 
6), +++, 0, Solent tous nuls : si donc, une fois la substitution opérée, 
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on égale à zéro ses divers coefficients, le système ainsi obtenu, composé 
de M équations linéaires et homogènes par rapport aux M multiplica- 
teurs, admet la solution unique 


S 
0, d, = 0, rey Om = 0, 


et présente, par suite, un déterminant different de zéro. Or, en per- 
mutant dans celui-ci les lignes avec les colonnes, on tombe précisé- 
ment sur celui qui a pour éléments les coeïficients des M premieres 
formes. 


VI. Revenons à notre énoncé général, et reportons-nous au début 
du présent numéro 2. 

En développant E(r, 9), F(r, 0), seconds membres des formules (3), 
suivant les puissances der — 7’, il vient 








æ—À(6) + —" FCO EM ne . 
y =p(0) + — f1(9) + N. 


dans ces formules, 
À (8), e,(9), e,(9), 4, 
p-(9), Fi: (9), Sr (9), 


sont les fonctions olotropes (connues) de 4, ala période 27, auxquelles 
se réduisent, pour r= 7’, les fonctions E(7,9), F(r, 9), et leurs dérivées 
de tous ordres relatives 47; les premières d’entre ces fonctions satis- 
font, quel que soit 9, à l’inegalite 


e(9) aha ; 
Ji (9) p-' (8) ; 





qui se déduit de l'inégalité supposée 


OE OE 
dr |. 
OF 9F|7" 
or 06 


par introduction de l'hypothèse numérique r = 7". 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — JANVIER 1913. 


Le 
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I] importe de noter ce qui suit: 
Désignons par 
Uy eee ered To 


ce que deviennent respectivement 


a Ou du du 
> 0x Oy Oa?’ 


quand on y remplace les variables æ, y respectivement par A(), (0) : 
si l’on prend la dérivée d’ordre m par rapport à r de la fonction com- 
posée 

u[lE(7,9), F(7, 0)]. 


et qu’on fasse dans cette dérivée r=r', on obtient visiblement une 
expression linéaire et homogène par rapport aux quantités 


Uz« 8 lo 0. mn), 


avec des coefficients connus, fonctions périodiques de 0 à la période 27. 
Or, la partie principale (IV) de l'expression dont il s’agit est, comme 
nous allons le voir, susceptible d’une représentation symbolique fort 
simple. 

Effectivement, dans la dérivée d'ordre m relative à r de la fonction 
composée u(a, y), la partie linéaire et homogène par rapport aux 
diverses dérivées d’ordre m de la composante peut se représenter 


symboliquement par 
x! LE 4 os ñ u 
ae oi 


ou æ,, y, désignent les dérivées premières relatives à r de 


LE (T, ELU) 





Or, dans l'hypothèse numérique 7 —7", 
zy, Be Ty; Yr 
se réduisent respectivement à 


À(8), (0), e,(9), Ji (4), 
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et il en résulte, pour la partie principale dont nous nous occupons, la 
representation symbolique 


(a X + ji Y)”. 


Semblablement, si l'on développe H(b,0), K(p, 9), seconds membres 
des formules (4), suivant les puissances de 9 — 9’, il vient 
w= (0) +P? A, (6) + no, 
p' 


v=u(d) + TK, (4) war, 


I 
dans ces formules, 
yO Tm ON mer 
(0), k,(9), k,(0), 
sont les fonctions olotropes (connues) de 9, à la période 27, auxquelles 


se réduisent, pour p = 9’, les fonctions H(p,8), K(p, 0), et leurs 
dérivées de tous ordres relatives à 2. L’inégalité supposée 





oH oH 
Do, 
aK ORS 
Op 08 


donne, pour p = 9’, 
| hy(8) (9) 


k,(9) p!(9) ES 


Enfin, si l’on prend la dérivée d’ordre m relative à 9 de la fonction 


composée 
u[ H(p, oy K(p, 9), 


et qu’on fasse dans cette dérivée p = 9’, on obtient une expression 
linéaire et homogene par rapport aux diverses quantités 


U,« 8 (er Bra... m), 
dont la partie principale se trouve symboliquement représentée par 
(AX +k Y)™. 


VII. Dans la démonstration de notre énoncé général, nous exami- 
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nerons successivement les hypothèses 2 = 1, 2,3, 4; le lecteur géné- 
ralisera sans peine. 

A. La proposition est vraie d’elle-méme pour n = 1. 

B. La proposition est vraie pour n = 2. 

Pour que la fonction u[E(r,0), F(r,0)] et sa dérivée premiere 
relative à r se réduisent, pour r=r', à des fonctions données, v, v, 
(à la période 27), de la variable 9, il faut et il suffit que l’on ait, quel 


que soit 9, 
( U=v, 


(19) | eaX+/f,Y= vy. 


Semblablement, les identités qui expriment que la fonction 
u[H(¢, 9), K(o,0)] et sa dérivée premiere relative à 9 se réduisent, 
pour o = 2’, à des fonctions données de la variable 9, ont pour premiers 


membres 
(U, 


(20) 4 + 5 
| ries + fuite 
Or, la première des identités (19) entraine comme conséquence 
nécessaire l'identité 
(21) XL REV EU, 


et comme, en vertu de nos hypothèses, le déterminant 


eı fi 


(22) à ji 








est différent de zéro, on peut, de la deuxième relation (19) et de la 
relation (21), tirer en fonctions connues de 9 les quantites symboli- 
quement représentés par X, Y : on connait ainsi, par la méme, la 
seconde des fonctions (20), que nous désignerons par o,. Si l’on 
considère alors les deux systèmes 


i. 

(23) „X+WY=v, 
aX+ fıY=v, 
Vs 

(24) A Ar Vu, 


hX+kYz=a, 
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on voit qu'ils sont en corrélation multiplicatoire (II) : car, le détermi- 
nant 
RO Ks 
a p' 


étant, comme (22), différent de zéro, les deux systèmes sont réduits 
(par rapport à U, X, Y), et il résulte d’ailleurs de la définition de o, 
que le second est une conséquence numérique du premier; les for- 
mules de résolution sont donc de part et d’autre identiques, et les 
systèmes (23), (24), dont chacun est en corrélation multiplicatoire 
avec elles, jouissent vis-à-vis l’un de l’autre de cette même propriété. 

Cela étant, pour que les identités (19) soient satisfaites, il faut et il 
suffit que les identités 
(25) ue 

hX+kY=oı 

le soient elles-mêmes : car les identités (19), supposées vérifiées, 
entrainent (23), par conséquent (24), et en particulier (25); inverse- 
ment, les identités (25), supposées vérifiées, entrainent (24), par 
conséquent (23), et en particulier (19). 

On voit en même temps que la connaissance des fonctions v, v, 
entraine celle des fonctions v, ,, et réciproquement, sans qu'il soit 
besoin de connaître u(x,y). 


C. La proposition est vraie pour n = 3. 

Pour que la fonction u[E(r,0), F(r, 0)] et ses dérivées première et 
seconde relatives a7 se réduisent, pour r = r', à des fonctions données, 
v, U,, U, (à la période 27), de la variable 9, il faut et il suffit que l’on 
ait, quel que soit 0 (VI), 


=», 
(26) eX + fi Y = v;, 
(aX + fi Y)?+...= uv. 


Semblablement, les identités qui expriment que la fonction 
u|H(2,9), K(o, 9)] et ses dérivées première et seconde relatives à o se 
réduisent, pour 9 = 9’, à des fonctions données de la variable 0, ont 
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pour premiers membres 
U, 
(27) RX + kh Y, 
\ (h,X+Xk,Y)-+...: 


Or (IV), la premiere identité (26) entraine 


(28) NX +p Y=v, 
(29) CA Xe YA, a0, 


et la deuxiéme entraine 
(30) (a X+f,Y)(VWX+plY)+...= 0}. 
D’autre part, le déterminant des formes linéaires 


e,X + fi Y, 
AUX. +p Y 


étant différent de zéro, celui des formes quadratiques 


(e,X rere ee 
(aX+f,Y)(V’X+p'Y), 
(WX + p'Y)? 


jouit de la même propriété (V) : on peut done, après avoir tiré de la 
deuxieme relation (26) et de (28), en fonctions connues de 0, les 
quantités symboliquement représentées par X, Y, tirer semblablement 
de la troisième relation (26), de (29) et de (30) les quantités symbo- 
liquement représentées par X?, XY, Y?. Et l’on connait ainsi, par là 
mème, les deux dernières des fonctions (27), que nous représenterons 
respectivement par o, et o,. 
Si l’on considère alors les deux systèmes 


RUE=0: 
À X DY 0 
aX+f,Y =u, 
(WX + pY)?+...0", 
(aX+f,Y)(V’X+plY)+...=0', 
(a X+ fi Y)?+...=v, 


(31) 
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et 
ln, 
RENE py en, 
(32) hX+kY= Or: 


(AX+UY}+...—u, 
(yX+h,Y)(VX+p/Y)+...=44, 
(h;X+h4,Y)?+...= 0, 


on voit aisément qu'ils sont en corrélation multiplicatoire. Effective- 
ment, les systèmes (23) et (24) jouissant, comme nous l’avons établi, 
de cette propriété, il en sera de même (III) de ceux qu'on en déduit 
respectivement par les différentiations des ordres o, 1, c’est-à-dire des 
systèmes respectivement formés par les cinq premières équations (51) 
et par les cing premières équations (32). D’autre part, il résulte de la 
définition de 5, que la dernière équation (32) est une conséquence du 
système (31). Enfin, le déterminant des formes linéaires 


hX + K,Y, 
NX+wY 


etant different de zero, et par suite aussi celui des formes quadra- 
tiques 

(hyX + k, Y)?, 

(A,X +k Y) (WX + p'Y), 

(NX + py), 


le systeme (32) possède, comme (31), la propriété d’être réduit (par 
rapport aux quantités U, X, Y, X?, XY, Y?). Puisque (32) est une 
conséquence de (31), les formules de résolution sont donc de part et 
d’autre identiques, et les deux systèmes, dont chacun se trouve en 
corrélation multiplicatoire avec elles, jouissent vis-à-vis l’un de l’autre 
de cette même propriété. 

Cela étant, pour que les identités (26) soient satisfaites, il faut et il 
suffit que les identités 


Usa: 
(33) Ay Xk, Y =, 
(AyX+h,Y)?+...= 0 


le soient elles-mémes : car les identités (26), supposées vérifiées, 
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entrainent (31), par conséquent (32), et en particulier (33); inver- 
sement, les identités (33), supposées vérifiées, entrainent (32), par 
conséquent (31), et en particulier (26). 

On voit en même temps que la connaissance des fonctions v, v,, u, 
entraine celle des fonctions v, o,, 5,, et réciproquement, sans qu’il 
soit besoin de connaître u(x, y). 


D. La proposition est vraie pour n= 4. 

Pour que la fonction u[E(r, 9), F(r, 0)] et ses dérivées première, 
seconde et troisième relatives à r se réduisent, pour r =7", à des fonc- 
tions données, v, v,, v,, u, (à la période 27), de la variable 9, il faut 
et il suffit que l’on ait, quel que soit 9, 


Uz= uw. 
X Y)=u,, 
(34) Sipe ane 
(eX + f, Y)? +... vp, 
(X f,Y)*-+. 2.05. 


Semblablement, les identités qui expriment que la fonction 
u[H(o, 9), K(p, 0)] et ses dérivées première, seconde et troisième 
relatives à 9 se réduisent, pour 9 = 9’, à des fonctions données de la 
variable 0, ont pour premiers membres 


U, 

A,X+ kKY, 
(A,X +k, Y)?+... 
Chy wack hy) IEEE. 


(39) 


Or, la première identité (34) entraine 


(36) NX+pY—v", 

(37) (AIX ÆpY} +... =’, 

(38) (VX + pl VY) +... 0"; 

la deuxième entraine 

(39) (aX + fAY)(’X+p/Y) +...=u;, 
(40) (a X + AI +e Y)i+... 07; 


et la troisième entraine 


(41) (ea X+f,Y)? (NX + p/Y)+...= 0). 
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D'autre part, le déterminant des formes linéaires 


eX + fiY, 
VX +u'Y 


étant différent de zéro, celui des formes quadratiques 


(e,X +fiY)?, 
(aX + f,Y)(VX+ p'Y), 
(AX + p'Y)? 


et celui des formes cubiques 


(MX JV}, 
(eX + AY} (XX + p’Y), 
(aX + fiY) (XX +UY}), 
(XX + plY)3 


jouissent de la même propriété : on peut donc, apres avoir tiré de la 
deuxième équation (34) et de (36), en fonctions connues de 9, les 
quantités symboliquement représer tées par X, Y, tirer semblablement 
de la troisième équation (34), de (3; ) et de (39) les quantités symbo- 
liquement représentées par X*, XY, Y?, puis de la quatrième équa- 
tion (34), de (38), de (40) et de (41) les quantités symboliquement 
représentées par X*, X?Y, XY?, Y?. Et l’on connait ainsi, par là même, 
les trois dernières des fonctions (35), que nous représenterons respec- 
tivement par o,, 02, 9;. 
Si l’on considère alors les deux systèmes 


ST 
XV u, 
GA ehr u, 


NES SAD ih vee = ra ew ares as Be tr 

(aX f7Y) (WX +e Y) +o), 

(42) MeN pie eae «sas AR y, 
OO 88 ST VO ES Pee ae =e 

(aX + JiY) (XX +p’ Y)y+...=0i, 

(2,5 bi YPN X +p Y)-F ou, 

GO es ehh)? er ds bee ED yes a 


Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Janvier 1919, J 
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et 
aed Be 
À 'X +p'Y =v’, 
Ty CY ch 
(OMe, QE ap GES es a ah ee 
= (IRERRI UNS EY) 0: 
ae COOL eee ee ote, en 
WERTE BR ET €, um 
RX+AY) MX+-uVY)’+...=0, 
(AX +h, YY) (NX +pY) +.:.—0, 
REN STO ee Re ee = Ci 


on voit aisément qu'ils sont en corrélation multiplicatoire. Effective- 
ment, les systèmes (31) et (32) jouissant, comme nous l’avons établi, 
de cette propriété, il en sera de même de ceux qu’on en déduit respec- 
tivement par les différentiations d'ordres o, 1, c’est-à-dire des sys- 
tèmes respectivement formés par les neuf premières équations (42) et 
par les neuf premières équations (43). D'autre part, il résulte de la 
définition de 5, que la dernière équation (43) est une conséquence du 
système (42). Enfin, le déterminant des formes linéaires 


h,X+k,Y, 
MX + ply 


étant différent de zéro, et par suite aussi celui des formes quadra- 


tiques 
(uX+ AY), 


(KR RN RX hy, 
OX SE NDS, 


et celui des formes cubiques 


(A,X+ kh, Y)', 
(aX +h, Y¥)? (VX + p'Y), 
(A,X +h,Y) XX +u'Y}, 
(A’X + p'Y)3, 


le système (43) possède, comme (42), la propriété d’être réduit (par 
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rapport aux quantités LAON ENS AV EN PERRET XV UV). 
Puisque (43) est une conséquence de (42), les formules de résolution 
sont done de part et d’autre identiques, et les deux systèmes, dont 
chacun se trouve en corrélation multiplicatoire avec elles, jouissent 
vis-à-vis l’un de l’autre de cette même propriété. 

Cela étant, pour que les identités (34) soient satisfaites, il faut et il 
suffit que les identités 


Usa. 
PRIX hy Y = 0}, 
(44) | T ; T\9 ; 
(A,X + AY) +. 63; 


| 


| (A,X +h, Y)?+.. C3 
le soient elles-mêmes : car les identités (34), supposées vérifiées, 
entraînent (42), par conséquent (43), et en particulier (44); inverse- 
ment, les identités (44), supposées vérifiées, entraînent (43), par 
conséquent (42) et en particulier (34). 

On voit en mème temps que la connaissance des fonctions v, v,, vs, 
v, entraine celle des fonctions v, o,, o,, 5,, et réciproquement, sans 
qu'il soit besoin de connaître u(a, y). 


E. Ce mode de raisonnement peut être indéfiniment poursuivi, et 
l’on verra sans peine que, si la proposition à établir est vraie jusqu’à 
une certaine valeur », elle l’est pour la valeur suivante n+ 1. 


3. L’énoncé formulé au début du numéro précédent est susceptible 
d’une forme géométrique intéressante que nous allons indiquer (n° 5). 
Nous poserons à cet effet la définition suivante : 

Soient x, y deux variables indépendantes (réelles); u(x,y) une 
fonction de ces deux variables, olotrope dans une certaine région; 
C une courbe de la région, représentée par les formules 


(45) æ—E(r), y=n(r), 


où r désigne un paramètre arbitraire : on ne considère cette courbe 
que dans une portion dépourvue de point singulier, et où chaque point 
ne soit obtenu qu’une seule fois. Un sens positifayant été adopté pour 
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les arcs sur la courbe C, supposons que les coordonnées x, y d’un 
point variable de la courbe aient été exprimées en fonctions de l’arcs; 
en les remplaçant par ces nouvelles valeurs dans la fonction u(®,y), 
on obtiendra une fonction composée, u,, ne dépendant que de la seule 
variable s. Cela étant, nous nommerons dérivée d’ordre n de u(x, y) 
prise suivant la courbe C la dérivée d'ordre n (par rapport à s) de la 
fonction composée u,. Cette définition est visiblement indépendante 
de l’origine choisie sur la courbe pour compter les arcs; les dérivées 
des ordres impairs changent’simplement de signe lorsqu'on change le 
sens positif. 
Si l’on considère, au lieu de «,, la fonction composée 


uy= ul&(r),a(r)], 


ses dérivées de tous ordres jouissent, par rapport à celles de «,, de la 
propriété suivante : 

Pour que la fonction composée u, et ses dérivées des ordres 1,2, ..., 
n — 1 prennent, en un point donné de la courbe (45), des valeurs 
numériques données, il faut et il suffit que la fonction composée u, et 
ses dérivées des mêmes ordres prennent, au point dont il s’agit, cer- 
taines autres valeurs numériques : pour calculer ces dernières lors- 
qu’on se donne les premières, ou inversement, il suffit de connaitre 
les fonctions &(r), n(r), exclusion faite de la composante u(æ,y), 
dont l'existence est simplement admise. 

Effectivement, si l’on considère sur la courbe une région dépourvue 
de point singulier, l’are s est une fonction olotrope (connue) de r 
ayant pour dérivée première la quantité essentiellement différente de 
zéro 


(46) Veen. 


en sorte que, inversement, 7 peut s’exprimer en fonction olotrope 
de s : la fonction u, peut done se déduire de u, en y remplaçant r par 
sa valeur en fonction des. Les valeurs correspondantes de u,, u, sont 
naturellement les mêmes ; quant à leurs dérivées des ordres 1, 2, ..., 
n — 1, elles satisfont, en vertu de la règle des fonctions composées, 
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aux relations suivantes : 


du, du ar 


ds — dr ds’ 
au. d'u, (=) A Tit GAB 


de dr? \ds dr ds?’ 
Gea up ary" d’u,. dr dr Aur GER 
ds — dr® \ds dr? ds ds? dr ds’ 


dr-! Us dr! Wu, (ET 


ds ° drei ds 
ain ae > one : by À 
Comme —> inverse arithmétique du radical (46), est différent de zéro, 
les coefficients de 


ee ae UML, oa 
a are ne a ale Te 
dr dr? dr? art 


dans ces équations successives le sont également : en sorte que ces 
équations, résolues en fait par rapport aux 2 — 1 premières dérivées 
de u,, peuvent l'être tout aussi bien par rapport aux 2 — 1 premières 
dérivées de u,. On en déduit immédiatement le point à établir. 


4. Revenons actuellement aux formules (3) posées au début du 
De 

eee nr a); Wee Ore}; 
et faisons sur leurs seconds membres, E(r, 0), F(7, 9), les diverses 
hypothèses qui s'y trouvent énumérées. Si l’on considère le contour 
fermé 


(47) P= ACO): a Ces 


fourni par les formules (3) dans l'hypothèse numérique 7 = 7’, et dont 
» . Fi ‘ . ax . 

un point variable dépend de 0, on peut dire qu'à tout point de ce con- 
tour correspond, d’apres les mémes formules (3), une courbe dont un 
point variable dépend de r. 

Cela étant, pour qu'une fonction u(x,y) et ses dérivées des ordres 1, 
2, ..., 2 —1, prises suivant les courbes 0 = const. de la famille (3), se 
réduisent, sur lz contour (47), à des fonctions olotropes données de 0 
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(admettant nécessairement, comme on va le voir, la période 27), il faut 
et ul suffit que la fonction composée 


u[E(r, 9), F(r, 0)] 


el ses dérivées des ordres 1,2, ...,2— I par rapport ar se réduisent, pour 
r= rl, à certaines autres fonctions olotropes de ) (admettant la même 
période). Pour calculer ces dernières lorsqu'on se donne les premières, ou 
inversement, il suffit de connaître les fonctions E(r,0), F(r,®), 
exclusion faite de la composante u(x,y), dont l'existence est simple- 
ment admise. 

Effectivement, si l’on convient, comme il est naturel de le faire, de 
compter l’are d’une courbe quelconque 0 = const. de la famille (3) à 
partir de son point d’intersection avec le contour (47), cet arcs est 
une fonction de r et 9 vérifiant l’équation aux dérivées partielles 


= /| or [*| or | ; 

avec la condition initiale 
S10 pour Pca, 
Inversement, le radical étant (en vertu de nos hypothèses) différent 
de zéro, rest une fonction olotrope de s et 9 ayant pour dérivée par 
rapport as l’inverse arithmétique du radical. Cela étant, si, dans l’ex- 
pression u|E(r, 9), F(7,9)|, que nous désignerons plus simplement 
par w,, on remplace r par sa valeur en fonction de set 9, expression u, 
ainsi obtenue nous fournira, par des différentiations relatives à s, les 
dérivées de la fonction u(a, y) prises suivant une courbe quelconque 
0 = const. de la famille (3). Or, il vient, en differentiant 2 — 1 fois : 


dus Ou, Or 

OA TO TE OS 
07 u;)) 0" ay a QUAD? 
98 ar For ds? 


OL REMOTE (E) BREEN TOS HOC EW a du, dr 








Os 





ds ors dr? Os ost or 05° 


De rl) 
Os 
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En introduisant, dans les premiers et les seconds membres de 
ces formules, les hypothèses numériques initiales r=7’, s =o, les 
diverses quantités qui y figurent se réduisent a de simples fonctions 
de 9; celles d’entre ces fonctions qui figurent dans les seconds 
membres admettant (toujours en vertu de nos hypothèses) la pério de 27, 


. x . or 
il en sera de méme des premiers membres; comme enfin 7; est 


essentiellement différent de zéro, les formules, résolues en fait par 
rapport aux déterminations initiales de 


du; DEE Pu, Ue 16, 
are, Bm er | SIEHT) 
Os Os? ds? HE 


peuvent l'être tout aussi bien par rapport aux determinations initiales 
de 

ae GU OT or iu, 

Oe wom. oor. orn! 








5. Le simple rapprochement des n° 2 et 4 fournit immédiatement 
l'énoncé auquel nous avons fait allusion plus haut (n° 3). 
Considérant les formules (3) et (4), 


TE DITS, Zahl 
y=F(ir,d), y=K(p9), 


posées au début du n° 2; faisons sur leurs seconds membres, E(r, 0), 
F(r, 9), H(o, 9), K(o, 9), les diverses hypothèses qui s’y trouvent énu- 
mérées, et soit 


(48) æ—(0), y=p(4) 


le contour fermé que fournissent concurremment, d’une part, les for- 
mules (3) dans l'hypothèse numérique r =7’, d’autre part, les for- 
mules (4) dans l'hypothèse numérique 9 = p.. 

Cela étant, pour qu'une fonction u(x, y) et ses dérivées des ordres 1, 
2,..., 72 —1, prises suivant les courbes 0 = const. de la famille (3), se 
réduisent, sur le contour fermé (48), à des fonctions olotropes donnees 
de 0 (admettant la période 27), u faut et il suffit que la fonction u(x, y ) 
dont il s'agit et ses dérivées des ordres 1, 2, ...,n — I, prises suivant les 
courbes 9 = const. de la famille (4), se réduisent, sur le méme con- 
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tour (48), à certaines autres fonctions olotropes de 9 (admettant la 
méme période). Pour calculer ces dernières lorsqu'on se donne les pre- 
mieres, ou inversement, il suffit de connaitre les fonctions E(r, 9), F(r,0), 
H(o, 9), K(o,0), exclusion faite de la fonction u(x, y), dont l'existence 
est simplement admise. 


6. Nous terminerons cette première Partie par l'observation sui- 
vante : 

Étant donné un contour analytique régulier quelconque, dont un 
point variable dépend du paramètre arbitraire 0 (avec une période 
qu’on peut toujours supposer égale à ar), les équations de la normale 
au contour renferment, avec 9, un deuxième paramètre arbitraire r : 
or, il est aisé de voir que, pour le voisinage du contour, les seconds 
membres (fonctions de r et 0) de ces dernières équations remplissent 
les diverses conditions spécifiées au début du n° 1. 

Effectivement, soient 


(49) ZU, ar ul?) 


les formules qui representent le contour analytique régulier donne : 
les fonctions A(9), u.(9) qui y figurent sont olotropes dans tout l’in- 
tervalle de — oa + ©, sans que leurs dérivées premières A’(4), uw’ (0) 
s’annulent jamais en méme temps; elles admettent en outre la 
période 27; enfin, les relations numériques 


=), (91) = rl) 
ne peuvent avoir lieu à la fois que si l’on a 
6,— 0: —2pT, 


où p désigne quelque entier. 
En un point quelconque du contour, la normale est représentée par 
les formules 
(2= A(0)+rpu'(0), 
(90) Kr 
(y=rld—r N), 


où r désigne une deuxième variable indépendante ; ces dernières for- 
mules se réduisent à (49) dans l'hypothèse numérique r = 0, et nous 
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avons à établir qu’en désignant par e un nombre positif suffisamment 
petit, leurs seconds membres remplissent, dans la région 


—e<r<e (9 quelconque), 


les quatre conditions énumérées au début du n° 1. 
On voit immédiatement que les seconds membres dont il s’agit sont 
olotropes dans la région indéfinie 


r quelconque, 0 quelconque, 


etqu'ils admettent par rapport à 0 la période 27. Ils ont d’ailleurs pour 
déterminant différentiel 


/ 


wo Mery 


(51) pele '— r À! 


NL pl? + r(N u — Da), 


quantité dont le module est supérieur a 
A? + p.’2— modr mod(A’ pw" — p/h"); 


or, dans l'intervalle o£ 9S27, et par suite pour toutes les valeurs 
réelles de 0, lasomme A? + ’?, qui ne s’annule jamais, reste constam- 
ment supérieure à quelque nombre positif fixe, 2, convenablement 
choisi, tandis que, d’autre part, le module de A’u’— ud” reste 
constamment inférieur à un autre nombre positif fixe, L(') : il vient 


donc 
mod[A?+p?+ ru — p!h")] > — modrE, 


d’où résulte que, pour r suffisamment petit, le premier membre et, 
par suite, le déterminant différentiel (51) sont constamment différents 
de zéro. 

Reste à faire voir que, dans l’intérieur d’une bande indéfinie suffi- 
samment mince ayant pour médiane r= 0, les relations numériques 


( A (61) + na (0) =A (2) + ro p'( A), 


ag | (01) — 7, À (01) = (02) — l'a À (82) 


(1) Cela en vertu des propositions générales relatives aux régions à la fois limitées et 
complètes (voir l’Ouvrage cité, Chap. I). 
Ann. Éc. Norm., (3), XXX. — JANVIER 1913. 6 


42 CHARLES RIQUIER. 
ne peuvent être vérifiées en même temps que si l’on a à la fois 
Ji Ta 0, 6,— §6,=2prT, 


où p désigne quelque entier; ou, ce qui revient au même, que, dans 
une bande suffisamment mince, limitée aux deux valeurs 0 = 0, 
) = 27 (et les comprenant), les relations dont il s’agit ne peuvent 
ètre vérifiées en même temps que si l’on a à la fois 


Ti T2? — 0, 


0, — 8, — l’une des trois valeurs 0, 2%, — 27. 
Tout d’abord, si l’on désigne par 0, une valeur quelconque de 9, et 
que l’on pose 
Ly = (4), Yo= BE); 


le système (50) admet la solution numérique 
T9; G05, X — Lo; Y — Yo: 


et peut être résolu par rapport ar et 9, conformément au principe 
général des fonctions implicites, à partir de cette solution numérique. 
Si donc on note graphiquement les variables r, 0 à l’aide de deux axes 
rectangulaires, Or, O9, tracés dans un plan, et que, du point r = 0, 
0 —9, comme centre, on trace un carré suffisamment petit, ayant ses 
côtés parallèles aux axes, il y aura, comme on sait, une correspon- 
dance point par point entre l’intérieur de ce carré et la région de 
l’espace [[æ, y]| déterminée par les formules (50) pour les valeurs de 
(r, 9) intérieures au carré. En s’astreignant alors à ne faire varier 
(r, 0) que dans ces limites, il est manifeste que les relations (52), 
supposées vérifiées en mème temps, entrainent de toute nécessité 


ry — P49, = 0. 


Ainsi done, si l’on considère sur la droite r — o un point quel- 
conque, 95, il existe quelque constante positive, à,, telle que, dans 
l’intérieur d’un carré parallèle aux axes ayant son centre au point 9, 
et ses côtés égaux en longueur à à,, les relations (52), supposées 
vérifiées en même temps, entrainent comme conséquences nécessaires 


la, 0e 
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Si l’on considère un autre point, 9’, de la droite, il existe quelque 
constante positive analogue, 2). Il est visible d’ailleurs que si le 
point 0’ est suffisamment voisin de 9,, on peut choisir à, de manière 
que sa différence à 4, soit moindre que toute quantité donnée. Il 
existe dès lors quelque constante positive, à, possédant la propriété 
dont il s’agit en tout point de l'intervalle o£0£2# () et, par suite, 
sur l’étendue indéfinie de la droite 7 = o. 

Cela étant, partageons l’intervalle de o à 27 en intervalles dont 


- ; à Ô 3 
amplitude soit moindre que =; et soient 
PR AL A PP PO CAE Te 


les valeurs de 9 qui limitent les intervalles partiels successifs. 

Tout d’abord, si l’on fait varier respectivement 0, et 9, dans deux 
intervalles partiels qui ne soient pas à la fois les deux intervalles 
extrêmes, et qui soient séparés l’un de l’autre par un intervalle au 
moins, il est impossible que, dans deux rectangles ayant pour médianes 
respectives ces deux intervalles partiels, pourvu que leur hauteur soit 
suffisamment petite, les relations (52) soient simultanément vérifiées, 
ou, en d’autres termes, que l'expression 


(53) [A (0) — (95) + 7p! (9,) — rap (G2) ]? 
+ [pe (9M)— pl) — ri à (61) + ra N'(0:)T 


puisse s’annuler : car, dans les limites où nous faisons varier 9, et 9,, 
la partie indépendante de 7, et 7,, savoir 
1 2 


Ira) —A(92) 7? + [2 (81) — 2%), 


ne s’annule jamais et reste constamment supérieure à une quantité 
positive fixe convenablement choisie; il en sera donc évidemment de 
même pour l'expression (53), si l’on suppose 7, etr, numériquement 
assez petits. Il n’y a ainsi que trois cas à considérer, suivant que 9, 
et 0, varient respectivement : 1° dans deux intervalles partiels iden- 
tiques; 2° dans deux intervalles contigus; 3° dans les deux intervalles 


extrêmes. 


(1) Cela toujours en vertu des propositions générales dont il a déjà été question, 
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Si les deux intervalles partiels sont identiques, leur amplitude, 
. Ô x . . [NI Q r 
moindre que =, est, à plus forte raison, moindre que 6, et il résulte 


de ce quia été dit plus haut qu’en supposant 7, et r, numérique- 
ment assez petits, les relations (52), supposées vérifiées en même 
temps, entrainent comme conséquences nécessaires 


RIT, ie = 


Si les deux intervalles partiels sont contigus, leur réunion forme 
un intervalle partiel d’amplitude moindre que à, et la conclusion 
précédente subsiste. 

Enfin, si les deux intervalles partiels coincident respectivement 
avec les deux extrémes, 


(54) 1a, 08) à aT, 


on observera qu'en substituant à ces derniers les intervalles respectifs 


a à 


an à 27 +0, Oe) à an, 


; 3 : ; - . ö 
on obtient deux intervalles contigus (a amplitude moindre que 2): 


en vertu de cequiprecede, les relations (52), simultanément vérifiées, 
entrainent comme conséquences nécessaires, si 7, et r, sont numéri- 
quement assez petits, 


4 19 =O» 6,— 6.=03 
si done on revient aux intervalles (54), elles entraineront 


11 173,—0, 


6 a ou — QT. 


En conséquence, dans l’intérieur d’une bande indéfinie suffisam- 
ment mince, ayant pour médiane la droite r= o, les relations (52), 
supposées vérifiées en même temps, entrainent bien comme consé- 
quences nécessaires 


Ti— Te —0, 9, — 0: —=2pT; 


où p désigne quelque entier. C’est ce qui nous restait à établir. 
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SECONDE PARTIE. 


7. Considérant, comme au n° 1, les formules 
eS Er UE 
Yee) 


supposons que, dans la bande indéfinie 


(55) 


Mere KR (9 quelconque) 


de l’espace [[r, 0], leurs seconds membres, E(r, 0), F(r, 9), soient 
olotropes, admettent par rapport à la variable 0 la période 27, pos- 
sèdent un déterminant différentiel constamment différent de zéro, et 
qu’enfin les relations numériques 


E(r;, 4) = E(re, 02), 
F(r,, 9,)=F(r,,), 


lorsqu’elles sont simultanément vérifiées, entrainent comme consé- 
quences nécessaires 


Fj—= Ts —0, 6,— 6, = 2pr, 


ou p désigne quelque entier. A cette bande indéfinie correspond, dans 
l'espace [Ex y1], ce que nous avons appelé une couronne (n° 1,11,4°), 
et il est clair que, si une fonction /(x, y) est olotrope à l’intérieur de 
la couronne, la fonction 


JTE (r, 0), F(r,0)] 


est olotrope à l’intérieur de la bande et admet par rapport à 9 la 
période 2 7. 

Réciproquement, toute fonction de r et 4 olotrope à l’intérieur de la 
bande et admettant par rapport à 9 la période 27 devient, par le chan- 
gement de variables que définissent les formules (55), une fonction 
de x, y olotrope à l’intérieur de la couronne. En premier lieu, la 
fonction donnée de r et 9 se transforme en une fonction bien définie 
de x,y: cara tout point(x, y) de la couronne correspondent, il est 
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vrai, une infinité de points (r, 0) de la bande, mais, en vertu de nos 
hypothèses, ces points sont tous situés sur une même parallèle à 
l'axe O9, et leurs coordonnées 9 forment une progression arithmétique 
de raison 27 (indéfinie dans les deux sens), en sorte que la fonction 
donnée de r et 0 prend en ces divers points une seule et même valeur. 
La fonction (bien définie) de x, y obtenue par le changement de 
variables est d’ailleurs olotrope dans la couronne. Effectivement, pour 
avoir la valeur de cette fonction dans le voisinage d’un point choisi 
comme on voudra à l’intérieur de la couronne, il suffit de considérer 
le développement taylorien de la fonction donnée (der et 0) à partir 
de l’un des points correspondants de la bande, et d'y remplacer les 
accroissements de 7 et 9 par les valeurs qu’en fournissent les formules 
de transformation résolues par rapport à r et 9 conformément au 
principe général des fonctions implicites : or, on obtiendra ainsi, en 
vertu du principe général des fonctions composées, un développement 
entier par rapport aux accroissements des variables æ, y. 


8. Considérons maintenant un système différentiel partiel, com- 
prenant, pour fixer les idées, trois équations, et impliquant un nombre 
egal de fonctions inconnues, u, v, ww, des deux variables indépen- 
dantes réelles x et y. Nous supposerons que le système est linéaire 
par rapport à l’ensemble des fonctions inconnues et de leurs dérivées, 
et, désignant par m, n, p ses ordres respectifs relativement à u, v, w, 
nous mettrons en évidence, dans chaque équation, trois groupes 
linéaires et homogènes, le premier par rapport aux dérivées d’ordre m 
de u, le second par rapport aux dérivées d'ordre n de ¢, le troisième 
par rapport aux dérivées d’ordre p de w; nous aurons ainsi les 
relations | 


LS ar u man dv LN IP ww 
N, 1% Done ya Oye “ar 15 Bn —B Dy8 np oy8 se Come RO) 
x—0 Y=0 
= ru = ne par dP ww 
(56) | Bern ar rer Br re 
i od uy 


Ÿ'; 0” u ore dPw E 
yous Va ma g ya +B 3, BO rn-B oye Boys +20 35Y Icp- Ort a 


%=0 B=0 
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ou les lettres A, B, C, affectées d’indices, designent des fonctions 
(réelles) données de x, y. Des termes écrits ci-dessus nous déduisons, 
par un mécanisme évident, le déterminant du troisième ordre 


X = Im B=n Y=p 
> Aro a Y= > B;,8X"-P YÉ > Cry XP Y Y 
== 0 B=0 Y=0 
gem B=n Y=p 
Le rT r 7 A 7 r Tv 
(97) D AT Mace Ya > B;,8 X78 YB D Cay XP-Y Y) N 
A=0 B=0 0 
X=Im Ber Y=p 
r 7 r = DT a 7 
DAX eve VBoX BYE P,yXevyy 
a=0 B=o0 y=0 


forme algébrique de degré m + n + p aux indéterminées X, Y, ayant 
pour coefficients certaines fonctions connues de a, y. 

Posons maintenant 
(z= E(r, 8), 


5 ly =F(r, 6), 


les fonctions E(r, 0), F(r, 0) jouissant des diverses propriétés spéci- 
fiées au n° | et rappelées au numéro précédent. A la bande indéfinie 
de l’espace [[r, 0]] comprise entre les deux droites r,, R, correspond 


ainsi, dans l’espace [[æ, y]], une couronne comprise entre les deux 
contours fermés r,, R. Nous supposerons : 1° qu’à l’intérieur de la 
couronne, les divers coefficients du système proposé (les A, les B, 
les C et tous les autres) sont des fonctions olotropes de x, y; 2° que, 
pour tout point (x, y) intérieur à la couronne, le faisceau obtenu en 
égalant à zéro la forme algébrique (57) aux indéterminées X, Y ne 
contient que des droites imaginaires (le nombre m +n + p est alors 
nécessairement pair). 

Cela étant, et en désignant par r’ une valeur numérique arbitraire- 
ment choisie entre r, et R, le système proposé (56) admet un et un seul 
groupe d'intégrales, u, v, w, olotropes dans le voisinage du contour 
fermé r =r’ (c’est-à-dire à l’intérieur d’une couronne suffisamment 
mince s'étendant de part et d’autre de cette ligne), et telles qu'en 
adjoignant a u, v, w respeclivement leurs m — 1, n — 1, p — I premieres 
dérivées prises suivant la normale au contour, ces m+n + p fonctions 
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se réduisent, sur le contour, a des fonctions olotropes données de 0 
(admettant la période 27). 


I. Si l’on effectue dans le système proposé (56) le changement de 
variables défini par les formules (58), le systeme résultant est, en vertu 
de l'hypothèse faite sur le déterminant (57), résoluble par rapport aux 
trois dérivées 


du dre  dPw 
(59) orne are re 


dans toute l’étendue de la bande indefinie comprise entre les deux 
droites ry, R. 


En désignant par f une fonction quelconque de x, y, l'expression 
générale de ses dérivées anciennes (relatives à x, y) à l’aide de ses 
dérivées nouvelles (relatives à r, 0) est, comme le montre un calcul 
facile, donnée par la formule 


OUTRE ae JE\! 07f 
as (= 8) ora? 


où A désigne l'inverse arithmétique du déterminant différentiel de 
E(r,0), F(r,0) par rapport à r et 9, c’est-à-dire une quantité qui, en 
vertu de nos hypothèses sur les seconds membres de (58), reste finie 
et différente de zéro dans toute l’étendue de la bande indefinie 
comprise entre les deux droites r,, R. 

D’après cela, on voit immédiatement que pour avoir, au facteur 
près A”*"*? (different de zéro), le déterminant du système transformé 
par rapport aux trois dérivées (59), 1l suffit de faire, dans le déter- 
minant (57), 








x Nir), me Et) 
OF OE 





Or, le résultat de cette substitution est forcément différent de zéro : 
car, quels que soient æ, y dans la couronne, ou, ce qui revient au 
même, quels que soient 7, 0 dans la bande, le déterminant (57) ne 
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peut s’annuler que si l’on à à la fois X =o, Y =o, et l’on sait que 


un ne peuvent étre nuls en méme temps 
TER Doi rt ‘a 


II. Si, conformément à la conclusion de l’alinéa précédent I, on 
effectue la résolution du système transformé par rapport aux trois 
dérivées (59), le systéme résultant, linéaire, comme le proposé, par 
rapport à l’ensemble des fonctions inconnues et de leurs dérivées, est 
visiblement orthonome (') (car c’est un système kowalevskien); de 
plus, les fonctions de r et 9 qui jouent le rôle de coefficients dans les 
seconds membres sont olotropes dans la bande indéfinie comprise 
entre les deux droites r,, R, et admettent, par rapport à la variable 9, 
la période 27. 

En vertu des n® 6, 5, Aet 7, la proposition qu'il s’agit d'établir 
actuellement revient à la suivante : 


Il existe, pour le systeme trans forme, un et un seul groupe d’integrales 
olotropes dans une bande suffisamment mince située de part et d autre 
de la droite r', admettant par rapport à la variable Ô la période 27, et 
telles que 


du om! uy 

U, ar CA : Dr ’ 
dv Craig 

(60) { v, ire DAT € Dr? 
Ow OP! w 


w, 


ea 2 
or ore— 





se réduisent, pour r = r', a des fonctions olotropes données de 0 (admet- 
tant la période 27 ). 


’ . . 
C’est ce que nous allons prouver dans ce qui suit. 


= R , , F 

Ill. {ne peut y avoir, pour le systeme transformé, qu'un seul groupe 
d’integrales satisfaisant aux diverses conditions requises par l'énoncé de 
l’alinea précédent I. 


Car, à cause de l’orthonomie du système, les développements taylo- 








(1) Voir l'Ouvrage cité, Chap. VII. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — FEVRIER 1913. 7 


50 CHARLES RIQUIER. 


riens des intégrales a partir d’un point determine de la droite 7’ sont 
eux-mêmes entièrement déterminés dès qu’on se donne les fonctions 
de 0 auxquelles doivent se réduire respectivement, pour r = 7", les 
diverses quantités (60). 


IV. Sur la droite 7’ de la bande indéfinie, considérons un point 
quelconque, et intégrons le système transformé à partir de ce point, 
en prenant comme données initiales celles qui figurent dans l'énoncé 
de l’alinea II relativement aux diverses quantités (60). Je dis que, 
quel que soit le point choisi sur la droite, les développements tayloriens 
ainsi obtenus pour les intégrales admettent des rayons de convergence 
(au moins) égaux à une quantité positive fixe, à, convenablement 
choisie. 

Observons tout d’abord que si l’on choisit sur la droite 7’ deux points 
mutuellement distants de 27, les développements tayloriens qui en 
résultent pour les intégrales ont de part et d’autre les mêmes coeffi- 
cients. Effectivement, pour obtenir, aux facteurs numériques connus 
près, ceux d’entre les coefficients dont la donnée ne se trouve pas con- 
tenue dans les données relatives aux quantités (60), ıl suffit, comme 
on sait, d’adjoindre aux équations du système toutes celles qui s’en 
déduisent par différentiations; d'attribuer, dans le groupe illimité ré- 
sultant, aux variables, aux inconnues et aux dérivées paramétriques, 
leurs valeurs initiales (données), et d’en déduire par résolutions suc- 
cessives les valeurs initiales des dérivées principales. Or, de part et 
d'autre, la variable ra la même valeur initiale 7’, et la variable 6 a des 
valeurs initiales dont la différence est 27 : si donc on observe que les 
coefficients du système admettent par rapport à 0 la période 27, et que 
les données relatives aux quantités (60) l’admettent aussi, on voit 
immédiatement, d’abord, que les inconnues et leurs dérivées paramé- 
triques ont de part et d’autre les mêmes valeurs initiales et, ensuite, 
que leurs dérivées principales jouissent de la même propriété. On 
obtient donc bien, de part et d'autre, les mêmes développements 
tayloriens. En conséquence, il suffit, pour établir le point que nous 
avons en vue, de considérer, sur la droite 7’, le fragment limité et 


complet 
gear. 


~ 
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Or, si l’on intègre à partir d’un point, 9,, du fragment, il existe 
quelque constante positive, à,, que les développements tayloriens ainsi 
obtenus pour les intégrales admettent comme rayon de convergence 
relativement aux deux variables 7, 9; si l’on intègre à partir d’un 
autre point, ,, il existe quelque constante positive analogue, 6,. ll est 
visible d’ailleurs que, si le point 9, est suffisamment voisin de 0,, on 
peut choisir à, de manière que sa différence à à, soit moindre que 
toute quantité donnée. Il existe dès lors, en vertu des propositions 
générales relatives aux régions à la fois limitées et complètes ('), 
quelque constante positive, à, possédant la propriété requise sur 
toute l'étendue du fragment, et, par suite, sur l’étendue indéfinie de 
la droite 7’. 


V. Si l’on intègre à partir d’un point déterminé (quelconque) de la 
droite 7’ avec les données initiales indiquées, il résulte de l’alinea pré- 
cédent (IV) que le groupe de pseudo-fonctions, u, 9, æ, ainsi obtenu 
est calculable par cheminement avec le rayon à tout le long de cette 
droite. En désignant alors par à’ une constante positive arbitrairement 
choisie au-dessous de à, et considérant une bande d'épaisseur 22 qui 
ait pour médiane la droite 7’, il est visible que tous les chemins brisés 
tracés dans cette région avec des écarts maxima moindres que dde 
et en faisant varier les deux variables r, 9 séparément et successivement 
dans l’ordre 9, r, sont praticables pour nos trois pseudo-fonctions et 
conduisent à des développements successifs admettant des rayons de 
convergence égaux à 6 — ©. Cela étant, il résulte d’une proposition 
que nous avons établie ailleurs (?) que, dans la bande d'épaisseur 2% 
spécifiée ci-dessus, nos pseudo-fonctions sont calculables par chemi- 
nement avec des rayons égaux à à — 2’; elles y sont de plus mono- 
dromes, à cause de la forme convexe de la bande. Elles sont dès lors 
assimilables à des fonctions olotropes bien définies dans l’intérieur 
de cette bande et, par suite, dans l’intérieur de la bande d’épais- 
seur 20. 


(1) Voir l'Ouvrage cité, Chap. I. 

(2) Sur quelques principes généraux relatifs à la théorie des fonctions d’un nombre 
quelconque de variables (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1907, p. 138 
et suiv.). 
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Enfin, les intégrales ainsi obtenues ne peuvent manquer d’admettre, 
par rapport à la variable 9, la période 27. En effet, si, sur la droite 7’, 
on considère deux points situés à une distance mutuelle égale à 27, il 
résulte d’un raisonnement fait plus haut (IV) que les développements 
tayloriens de nos intégrales, construits successivement à partir de ces 
deux points, ont de part et d’autre les mémes coefficients. Les inte- 
grales admettent donc par rapport à 0 la période 27 à l’intérieur d’une 
bande suffisamment mince s'étendant de part et d’autre de la droite 7’ 
et, par suite, à l’intérieur de toute bande plus large où elles seraient 
olotropes. 

Ainsi se trouve achevée notre démonstration. 


_ 9. Nous arrivons enfin à la proposition qui fait l’objet principal du 
présent Mémoire. 


Étant donné un contour analytique régulier quelconque, si, à l'inté- 
rieur d'une zone s'étendant de part et d'autre de cette ligne, les coef- 
Jictents du systeme linéaire (56) sont des fonctions olotropes de x, y, et 
que, pour tout point (x, y) de cette zone, le faisceau obtenu en egalanı 
à zero la forme algébrique (57) aux indeterminées X, Y ne contienne 
que des droites imaginaires, le système (56) admet un et un seul groupe 
d’integrales, u, v, w, olotropes à l'intérieur d’une zone suffisamment 
mince s'élendant de part et d'autre du contour, et telles qu'en adjoi- 
gnant a u, v, w respeclivement leurs m—1, n— 1, p—1 premières 
dérivées prises suivant la normale au contour, ces m+ n+p fonctions 
se réduisent sur le contour à des fonctions olotropes (périodiques) 
données. 


Cette proposition résulte du simple rapprochement des n® 6 et 8. 


oe Ku 





QUELQUES PROPRIETES 


DES 


SUBSTITUTIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS 20 


ET LEUR 


APPLICATION AUX PROBLEMES DE LA PRODUCTION ET DES SALAIRES, 


Par M. Maurice POTRON. 


1. Ce travail développe d’abord et complète, en les étendant aux 
substitutions linéaires à coefficients 20, divers résultats dus à 
MM. Perron et Frobenius et démontrés par eux pour les substitutions 
linéaires à coefficients >o('). Les résultats ainsi obtenus fournissent 
la solution complète du problème suivant: Étant donnée une substi- 
tution linéaire à coefficients 20, trouver une fonction linéaire, à coef- 
ficients > 0, que cette substitution multiplie par un facteur constant. 
Comme on le verra ensuite, c’est précisément à ce problème mathéma- 
tique que se ramène le problème économique des Salaires, problème 
consistant à trouver un régime des prix des divers objets et des salaires 
des diverses catégories de travailleurs, tel que, pour chaque objet, le 
prix de vente soit au moins égal au prix coütant et que, pour chaque 
travailleur supposé menant une existence convenant à sa catégorie, le 
salaire soit au moins égal au cout de la vie, lequel dépend précisément 
des prix de divers objets. 


I. — Quelques propriétés des substitutions linéaires à coefficients 2 o. 
2. Voici les résultats acquis pour les substitutions à coefficients >o. 
(1) Ce travail a fait l’objet de deux communications à l’Académie des Sciences ( Comptes 
rendus, t. 153, p. 1129, séance du 4 décembre 1911; p. 1458, séance du 26 décembre 1911). 


M. Frobenius a publié, postérieurement à ces communications, une étude complète des 
matrices à éléments Zo (S. 4. B., 1912, p. 456-477). 
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St les elements ay(l,k=1,...,n) d'une matrice A= |a;,| sont tous 
> 0, la racine caractéristique r de module maximum de A est réelle, 
positive et simple (Perron, M. A., t. LXIV, p. 261; FRoBENIUS, S. A. B., 
1908, p. 471-476; 1909, p. 514-518). 

Soient Uni fil, ts Ug Onl ey, = 1) les.elömenissdeng 
matrice-unité d'ordre n, et s un paramètre ; sis est Zr, les éléments de 
l'adjoint de | suj,—- a] sont tous > 0 ; par suite, la racine de module 
maximum, réelle, positive et simple, d’un élément principal de l’adjoint 
est <r. Il en résulte que les équations 


(1) OA — Bpapia,—o (PRES tea, 12) 


sont vérifiées par des valeurs toutes > o de %,, ..., %, (FROBENIUS, tbid.). 
St les équations 


SA;— Irak, 0 eho ER 


sont vérifiées par des valeurs toutes > 0 de a,, ..., %, on a s = r (Fro- 
BENIUS, Ubid.). 

Si l’on considère la substitution (a) = |x; Eka;x,|, les deux der- 
niers théorèmes ont la signification suivante : ll existe une fonction 
É;a;x;, a coefficients > 0, et une seule à un facteur constant pres, que 
(a) multiplie par un facteur constant, lequel ne peut étre quer. 

Si les elements de A sont seulement 20, on a les résultats suivants 
(Cf. Frosentus, loc. cit.). La racine caractéristique r de module mazt- 
mum est réelle et 20. Les elements de l’adjoint de | ru;; — a;,| sont 20. 
La racine r peut être multiple; si p est son ordre de multiplicité, les 
mineurs principaux de | ruj;,— a;| d'ordre > n — p sont tous nuls; un 
mineur principal est > 0. La racine r peut être nulle; alors toutes les 
autres sont nulles en méme temps. 


3. On peut aisément démontrer ces résultats au moyen de la 
remarque suivante : Soit f(x, t) un polynome en x, dont les coefficients 
sont fonctions holomorphes d'une variable t finie et 2 0, et non tous nuls 
pour t = 0; dont la racine « de module maximum est, pour toute va- 
leur > 0 de t, réelle, positive et simple; qui est toujours >> 0 pour t > 0 
etx >a. La racine « est, pour ¢20, fonction continue de ¢. Soit a sa 
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limite pour t=o. On sait que a est racine de f(a,0). Je dis que 
S(x,o)est > 0 pour x > a, et que les modules de ses racines sont <a. 

Soit en effet b > a. Pour ¢ infiniment petit > 0, est infiniment 
voisin de a, en sorte que b est >a et f(b,t) > 0, donc /(b,0)Zo. 
Mais si b était le module d’une racine b’ de f(x,o), b serait limite 
d’une racine 8’ de f(x,t), racine dont le module ß, ayant pour 
limite 6, serait, pour 2 infiniment petit positif, > x. 


4. Désignant donc par 2 une variable 20, je pose aj, + 1 = ax, et je 
considère la substitution (x) dont les coefficients «,;, sont tous >oen 
même temps que 4, et dont la racine de module maximum » sera par 
suite, pour ¢ > 0, réelle, positive et simple. D’après la remarque du 
n° 3, la limite r vers laquelle tend 9 lorsque t devient nul est racine carac- 
téristique de module maximum de A; elle est réelle et 2 0. Il est bien clair 
que, les éléments de l’adjoint de | su; — «| étant tous >o pourt > 0 
et sZp, les éléments de l’adjoint de | su;, — a;x| seront tous 2 0 pour sZr. 
Un élément principal de l’adjoint de | su; — «,,| ayant, pour 4 > 0, une 
racine de module maximum, réelle, A > p, l’élément principal corres- 
pondant de l’adjoint de | su;, — a;;| a, pour racine de module maximum, 
la limite / de A, qui est reelle et Sr; cet élément principal sera donc > 0 
RAGE Tel CO POUT S —r. 

Pour ¢> 0, il existe une fonction %;u;a; dont les coefficients 
sont >o et que («) multiplie par 9; on peut même toujours, comme 
on le voit directement, assujettir les coefficients u à vérifier la relation 
Eu; = b, b étant un nombre > o arbitraire, et, par suite, à vérifier 
aussi o << p;< b(i =1,..., 2). Soit m; la limite de w;pourt=0o;ona 
évidemment Em; = b, o£<m,Sb(i=1,...,n); et la substitution (a) 
multiplie par r la fonction &;m;x;, dont les coefficients sont Zo et non 
tous nuls. 

Les coefficients »2 sont solutions de 


rm; — Èraximy= 0 CET EN EURE 


cherchons dans quel cas quelques-uns d’entre eux pourront être nuls. 
Supposons par exemple qu'on ait 


Nite, ch Mp > 0, Mpı =... - Mn =0, 
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les n — p dernières équations donnent 
Z;a;nm;=o, mj> 0, djn20 CSU PULL EUD AE, Sey 


il faut done 
27,550 (J SAL AND ep werten): 


et la substitution (a) prend la forme 
By, LOI TI Lp, Lean, TE | CJ, ba ee Pan Pp ENTER RE 


St donc (a) multiplie par un facteur constant une fonction linéaire u a 
coefficients 2.0 ne contenant pas toutes les variables x, (a) transforme 
chacune des variables de u enune fonction linéaire de ces seules variables. 
J'exprimerai ce fait en disant que la matrice |a;;| est partiellement 
réduite. 

5. Supposons inversement que (a) multiple par un facteur constant s ~ 
une fonction à coefficients >> 0 E;m;æ;(1,1,...,n). D’après le n° A, 
(a) transposée de (a) multiplie par r une fonction Em; y;, dont les 
coefficients sont 20. On a donc les deux systèmes 


sm;— IA m 0, rm; — X,a;,,m),= 0 (i, Ke war 
? x ’ 2 
d’où l’on tire 
r Z;m; m; = Zsmilranmi, = Ly, m, a; m; = SI. m; my; 


d’où 
(s— r)È;mymy,—=o. 


Comme, d'après les hypothèses, Z;m;m; est > 0, on as =r. 

On voit donc que, st (a) multiplie par un facteur constant s une 
fonclion linéaire u, a coefficients © 0, de quelques-unes des variables 
seulement, ce facteur s est racine de module maximum de la substi- 
tution (a,) opérée par (a) sur les variables de u. 


6. Cherchons à former toutes les fonctions distinctes, à coeffi- 
clients 20, que (a) multiplie par r. 

On sait que, sin — gest le rang de |rux — af, il existe g et seu- 
lement g fonctions distinctes, à coefficients quelconques, que (a) 
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multiplie par r. Il s’agit, en effet, de trouver les solutions distinctes 
du systéme 


(1) ra; — Ida: O (ith RARQe 


tous les mineurs de |ru;, — a;x| d'ordre > rn — q étant nuls, un mineur 
d'ordre n — g étant #0. Choisissons les indices de manière que les 
elements de ce dernier mineur soient les coefficients de &,,,, ..., % 
dans n — g équations distinctes ; nous pouvons alors donner à &,, ..., 
a,, 7 Systèmes distincts de valeurs 8;,,...,8;, (/=1, ..-,9), faire par 
exemple B;,,=0(j,/=1,...,q), pours #4, etB;;— 1. A chaque sys- 
tème 8 ;,, ...,8;, les équations (1) font correspondre, pour x,,,,..., a, 
un système unique B;,:,, +++, Bjn. On a ainsig systèmes distincts de 
solutions, et l’on sait que la solution la plus générale de (1) est donnée 
par 


(2) er LA By fey eee Ir ID) 


Ay, ++, À, étant des coefficients arbitraires. 

Ainsi pour avoir l'expression la plus générale des fonctions, à coef- 
ficients 20, que (a) multiplie par r, il suffit de chercher, en prenant 
pour inconnues les À, la solution la plus générale des inégalités 


(3) a= Z;h;B;:20 he a ae ea) OR 7 


Une solution existe nécessairement (n° A). Par conséquent (Cf. Mix- 
kowskı, Geometrie der Zahlen, p. 39-45), il existe au moins une solution, 
dite solution extreme, donnée par À; = v.;, (J =1, ..., 9), annulant 
q —1 formes a distinctes, et rendant les autres 2 0 et non toutes nulles. 
Alors, s’il existe g’<q solutions extrémes distinctes données par 
Vath J = 10, 9; == 1,...,g ), on sait que la solution la plus 
générale de (3) est A; = 2,9p;,(j=1,---.93/=1,.-.-,97'), les 9 étant 
des coefficients = o arbitraires. 

Ainsi, l'expression la plus generale des coefficients des fonctions É;u;x;, 
à coefficients = o, que (a) multiplie par r, autrement dit la solution la 
plus générale, en nombres 2 0, des équations (1), est 


(4) = 2; Bj: X/O pj dh Lj py By MS ery ERG Fy oe OF Cee N 
Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — FÉVRIER 1913. 8 
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St l’on pose 

5) Xi pj Bye Yu (i Tyee eine NON teen oe as 
on aura, pour expression de la solution la plus generale, 

(6) Op Ly Va (NETZ ee Ne 


les 0 étant des coefficients Zo arbitraires, et chaque système y,,, +++, 
Yn, de nombres 20, non tous nuls, et dont g — 1 au moins sont nuls, 
étant ce qu’on peut appeler une solution extreme, en nombres 20, des 
équations (1). 

Puisque les équations (1), lorsque le rang de |ru;; — a;| est n — q, 
admettent certainement une solution extrème dans laquelle p des 
inconnues (2 — ıZpZg —1) sont nulles, il s'ensuit que (a) multiplie 
par r une fonction, à coefficients > 0, de n — p variables seulement, et, 
par suite, transforme chacune de ces n—p variables en une fonc- 
tion linéaire de ces seules variables. 


7..Considérons maintenant, surtout en vue de l'application que 
nous voulons faire, la substitution 


(a,b) =| %i, Be Qin les Vr Zibuti+syi] (hr fogs ee eee eee 


les b étant, comme les a, tous 20, et, de plus, quel que soit z, b,;, ..., 
b; n'étant pas tous nuls. La matrice de (a,b) est s?|a;,,|. Voici ses 
principales propriétés. 

Supposons s au moins egal à la racine caractéristique r de module 
maximum de |a;|; s est alors la racine caractéristique de module 
maximum de (a,b); par suite (n° 4) ıl existe une fonction 


3,8; + Z,Bıyı, 


a coefficients = o el non tous nuls, que (a, b) multiplie par s; autrement 
dit, les équations 


y oe S Le oe . — 
(7) Sa; — Zrarar = %ıbudı GREEN ASUS kee PET 


admettent une solution en nombres Zo et non tous nuls. Designons par 
@®;r les éléments de l’adjoint de ® = | su;,— ax]; st s est supérieur à la 
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racine caractéristique de module maximum de|a;,|, on a (n° 4) © > 0, 
®,20 pourz~k, ®,;> 0; on voit alors directement qu’en donnant a 
Bis ..., B, des valeurs >o arbitraires, on obtient PU des 
valeurs > 0. 

Inversement, si (a, b) multiplie par s une fonction 2,0;%; +}, By 
dans laquelle on a «;>0 (i=1,...,n), BZo (l=1,...,p), sest Zr, 
et certainement >r, st 9, >o(l=1,...,p). Posons en effet 


B;= 2,b.ßı UU en Da) 


et combinons les équations (7) avec les équations deja considerees au 
n°5, rm; — &xaym, (l,k=1,...,n), que vérifient des valeurs Zo et 
non toutes nulles des m’, il vient 


= LES 
rXj;a;m;— 2,0; 2,a;,m),= &,m),2;4;,%;— 2X, m',(sa,— Bz), 


d’où 
(s—r)Z;m,ax—= 3,.m}.Bı. 


D'après les hypothèses, Eym, a; est >o, on a doncs —r2o, et, si 
les 6 et par suite les B sont tous >0, onas >r. 

On voit directement, comme au n° 4, que st, dans une solution en 
nombres 2.0 et non tous nuls des équations (7), quelques-uns des « sont 
nuls, la matrice aj, est partiellement reduite. 


8. Cherchons encore, en vue de l'application que nous voulons 
faire, à résoudre en nombres > o le système 


(7) sa; — Exariax— Lib}, = 0 | 


AE at ER hy aoe, DP 
(8) t8,— 2;¢,;0%;=0 | Fe 


OU Cz, +. Cm sont des nombres 20, et, quel que soit /, non tous 
nuls. 


Le système considéré admet des solutions > toujours et seulement 
sizest >o et siles équations 


I 
(9) St; — Xp (au+ £3 ,ducie| = 0, 
/ 


c’est-à-dire seulement si t est >o et s racine caractéristique de module 
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f £ I 4 ate u 
maximum de la matrice | a;; + : L,b;cx|, et, si ces conditions sont veri- 


‚Jiees, toujours, sauf peut-être st la matrice considérée est partiellement 
réduite, auquel cas on peut seulement assurer que le système admet des 
solutions = o et non toutes nulles. 

On peut donner à cette condition une autre forme plus commode 
pour l'application que nous voulons faire. Supposons, en effet, que 
D —{|su;x — a;,| ne soit pas nul, on peut, en désignant par @ les 
éléments de l’adjoint de ©, remplacer le systeme (7) par le système 
équivalent 


d'où l’on tire, par combinaison avec (8), 


DB, cr Dir Xb, Bi 2B Xp by, ic; Dir. 


Posons 
(1 1) LiCzi bir zn Aik, 
(12) x5 by. dj. = Bi; (i, kay yey, leet een DE. 


les B sont 20, et il vient 
(13) tB;— 2,B,;6,=0 ( Sys Tepe 


Le système [(10), (13)] est done une conséquence de [(8),(9)]. Un 
calcul inverse montre que [(8),(9)] est une conséquence de 
[(10),(13)]. Les deux systèmes sont done équivalents, pourvu que 2® 
soit > 0, et, par suite, leurs déterminants, qui sont respectivement 
IP sur — An — Erben et ®"| éu;,— B;,|, s’annulent pour les mêmes 
couples (s, 2) n’annulant pas 7®. En conséquence, les deux équa- 
tions 








(14) Sir — ax — 7 ben — O, 
et 
(15) | tu;,— By, |=0, 


représentent une méme courbe. 


I 
SU; — Aj, — 7 &,b,iCır 





Soit s(2) la racine de module maximum de 
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considéré comme tn polynome en s, de degré n, et +(s) la racine de 
module maximum de | 2u,, — B;,| considéré comme un polynome en t, 
de degré p. La fonction (2) est finie et continue pour toute valeur > 0 
de 2. Lorsque ¢ est infiniment petit, une racine au moins de l’equa- 
tion (14) étant infiniment grande, s(2) est infiniment grand. Lorsque ¢ 
est infiniment petit, les 7 racines de l'équation (14) sont respective- 
ment infiniment voisines des » racines de l'équation [su — ax] = 0, 
done (0) =r. De mème, les B étant des fractions ayant pour numé- 
rateurs des polynomes ens de degré <n — 1 et pour dénominateur ®, 
la fonction +(s) est finie et continue pour toute valeur de s>r. 
Lorsque s est infiniment voisin de 7, une racine au moins de l’equa- 
tion (15) étant infiniment grande, 7(7) est infiniment grand. Lorsque s 
est infiniment grand, les B sont infiniment petits, donc les p racines de 
l'équation (15) sont infiniment petites, done +(s) est infiniment grand. 

Je dis que les deux fonctions o et 7 sont inverses l’une de l’autre. Soit 
SONO Ours, rc ts), Je dis que o(¢,)—s,. D'abord, le 
couple (s,,¢,), vérifiant (15), vérifie aussi (14); done, par définition, 
a(t,)2s,. Si o(4,) était > s,, comme, en faisant croître indéfiniment et 
d’une façon continue 2 à partir de £,, (2) varie d’une facon continue 
de o(t,) >s, ar<s,, il existerait une valeur ¢, >, pour laquelle on 
aurait o(¢,) =s,; le couple (s,,¢,) vérifiant (14) vérifierait aussi (15), 
etz, ne serait pas la racine de module maximum de (15) correspondant 
Be ae Wee suit, pour 2, >0, $,-— 6(1,), jer dis, que T(s,) = ¢,. 
D'abord, le couple (s,, ¢,), vérifiant (14), vérifie aussi (15), done, par 
définition, 7(s,)Z2,. Si t(s,) était >z,, comme en faisant croître 
indéfiniment et d’une façon continue s à partir de s,, 2 varie d’une 
facon continue de t(s,) > £, à o <4,, il existerait une valeur s,>s, 
pour laquelle on aurait 7(s,) = ¢,; le couple (s,, ¢,), vérifiant (15), 
verifierait aussi (14) et s, ne serait pas la racine de module maximum 
de (14) correspondant à #,. 

Un raisonnement tout semblable montre que si, pour 2, > 0, ona 
cl) On aura fy (5, }, ef que st, pours, >r,onal, >(S,),on 
aura s,>>a(t,). 

Ainsi, les conditions t >> 0, s au moins egal — ou égal — à la racine 


AU i I | 
caracteristique de module maximum de |a;x + a Zeb Cri , équivalent 


62 MAURICE POTRON. 


aux conditions s > r, tau moins égal — ou egal — à la racine carac- 
téristique de module maximum de |B;,|. 

Si nous considérons la courbe représentée par l’une ou l’autre des 
équations (14) et (15), l’une ou l’autre des équations s = o(1) et 
t—7(s) représente une branche de cette courbe, qui est asymptote 
aux droites s =r et { = 0, et que toute parallèle à l’un des axes, d’abs- 
cisse > r ou d’ordonnée > 0, rencontre en un point à distance finie et 
un seul. Cette branche de courbe partage le plan en deux régions. Sa 
considération nous permet d’énoncer le théorème suivant : 

St, pour des valeurs toutes > o des a et , les premiers membres de (7) 
el (8) sont = 0, le point(s, 4) ne peut se trouver, par rapport à la branche 
de courbe considérée, dans la region des axes. S'il est dans la region 
opposée, il existe des valeurs toutes > 0 des a et B rendant = 0 et non tous 
nuls les premiers membres de (7) et (8). S’ilest sur la branche de courbe, 


il existe des valeurs toutes >o (exceptionnellement zo et non toutes 


5 . T . . 
D 4 ‚ 
nulles, si les matrices | a;x + bn cu el IB;.| sont partiellement réduites) 


des a et $ rendant 2 o les premiers membres de (7) et (8). 


9. Pour reconnaître la position d'une quantité s par rapport à la 
racine de module maximum r de &(s) = |sux— ex, exZo(l,k=1,...,n), 
on peut utiliser les remarques suivantes : 

Pour s >r, €(s) est > 0, ainsi que ses mineurs de tous ordres ; l’in- 
verse a lieu, car, la pie dérivée de @(s) étant la somme multipliee 
par p! des mineurs principaux, si, pour une valeur s, le polynome &(s) 
est > o ainsi que ses mineurs principaux, toutes les dérivées de &(s) 
sont >o, et l'on sait qu’alors s est supérieur à la racine maximum de 
é(s)('). Pours —r, si v est l’ordre de multiplicité der, &(s) est nul 


(1) Si en effet on désigne par €, (s) la gi*™® dérivée, on a 
5 q q D 


(8 — $0)4 


q! 


€(s) = 29 Cg(S0) (HUM ur 
Si Eg(so) >0(q=0,1,..-., ), © (s) est > o pour toute valeur de s2 so. Si ona 
Cg(So) = 0 pour g = 0,1, ..., p— 1, et Cg (So) > 0 pour g=p,p+1,...,n, la for- 
($s — S0)7 
q! 
pour s = So, mais > o pour $ > So. 


mule E (s) = Zy Cg(so) (Gg=P, P+1!,...,n), montre que &(s) est nul 
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ainsi que ses mineurs principaux d'ordre > n — y; les mineurs prin- 
cipaux d’ordre £ 7 — y sont 20; un mineur principal d’ordre n — v et 
les mineurs principaux d’ordre <n — y qui en dérivent sont >o; 
l'inverse a lieu, car alors le polynome €(s) est nul ainsi que ses p — 1 
premières dérivées, ses 2 — p + 1 dérivées suivantes sont > 0, et l’on 
sait qu’alors s est racine maximum de €(s) et que son ordre de multi- 
plicité est v. | 


II. — Application des résultats précédents aux problèmes 
de la Production et des Salaires. 


10. Il ne s’agit pas du tout, comme on le verra, d'étudier l’action 
des causes tres diverses qui peuvent influer, soit sur la production, 
soit sur la determination des prix et des salaires. Je chercherai sim- 
plement, en précisant au point de vue mathématique les conditions 
dans lesquelles se posent les problèmes de la Production et des 
Salaires, à reconnaitre si ces problèmes sont susceptibles de solutions 
qui soient satisfaisantes au point de vue économique. Il faut d’abord, 
pour cela, représenter mathématiquement les relations données qui 
existent entre les divers resultats de travail. 

Un resultat de travail sera, soit une transformation ou production 
proprement dite, soit un déplacement ou transport, soit, plus géné- 
ralement, un service (de surveillance, de sécurité, comme ceux 
que rendent les administrations publiques, les compagnies d’assu- 
rances, etc.). Pour obtenir tel resultat de travail, il faut, d'une part, 
tel travail de telle ou telle nature (main-d'œuvre), et, d’autre part, 
l'usage ou la consommation de tels et tels résultats de travail 
(matières premières, machines, etc.). Ce sont des conditions qu’on 
peut appeler techniques. Aux divers genres de travail correspondent, 
en général, diverses catégories sociales de travailleurs (chefs 
d'industrie, chefs de service, contremaitres, employés et ouvriers, 
manœuvres); ce sont des conditions qu'on peut appeler adminıs- 
tratives. Aux différentes catégories sociales conviennent, en général, 
différents types d'existence, chacun comportant usage ou consom- 
mation de tels et tels résultats de travail (articles d'alimentation, 
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d'habitation, d’habillement, ete.); ce sont des conditions qu’on peut 
appeler économiques. 


11. On peut concevoir que, ces conditions étant fixées, les produc- 
tions, les nombres de travailleurs affectés à tels genres de travail ou 
appartenant à telles catégories sociales, les prix, les salaires puissent 
varier par suite de causes quelconques. On est ainsi amené à consi- 
dérer ces diverses quantités comme les inconnues de la question, 
les conditions techniques, administratives, économiques en étant 
comme les données ('). 

J'aurai alors, en supposant donné un certain état industriel, écono- 
mique et social, à examiner successivement trois problèmes : 


1° Est-il possible de déterminer une répartition des travailleurs 
entre les diverses catégories professionnelles et sociales et une répar- 
tition des simples consommateurs entre les diverses catégories sociales, 
répartitions telles que la production puisse, pour chaque résultat de 
travail, être égale à la consommation, sans qu’aucun travailleur ait à 
travailler en dehors des jours ouvrables : j’appellerai satisfaisant tout 
régime de production et travail vérifiant cette double condition; 

2° Est-il possible de déterminer l’ensemble des prix et taux de 
salaires de manière que, pour tout résultat de travail, le prix d'échange 
soit au moins égal au prix coütant et que, pour tout travailleur, le 
salaire correspondant au maximum de travail fourni soit au moins 
égal au cout de la vie. J’appellerai simplement satisfaisant tout régime 
de prix et salaires vérifiant cette double condition. 

3° Étant donné un régime satisfaisant de production et travail, 
est-1l possible de déterminer l’ensemble des prix et des taux de salaires 
de manière que la première condition du 2° soit vérifiée, et que, pour 
tout travailleur, le salaire correspondant au travail qui, étant donnée 
la production à obtenir, lui est effectivement demandé, soit au moins 


(1) Ayant seulement dessein d'exposer ici la mise en équations des problèmes, je laisse 
de côté toutes les difficultés que peut présenter la détermination des diverses données 
prises pour point de départ. Voir, à ce sujet, mon article : Possibilité et Détermination 
du Juste Prix et du Juste Salaire (Mouvement Social, t. LXXII, avril 1912, p. 289-316). 
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égal au coût de la vie. J’appellerai effectivement satisfaisant tout 
régime de prix et salaires vérifiant cette double condition. 


12. Je désignerai par A; («= 1, ..., s) un résultat de travail d'une 
certaine espèce; par P; l’entreprise productrice de .t;; par A; l'unité 
quantitative de -l, (si; désigne les services rendus par une adminis- 
tration, A; est l'ensemble de ces services rendus pendant une année). 
La production de A, nécessite de Ay (kA= 1, ...,s) une consomma- 
tion que je designerai par a; A4, et demande aux travailleurs de caté- 
gorie professionnelle et sociale C, (A= 1, ..., r) un nombre de 
journées normales de travail que je représenterai par 4;,. Les nombres 
positifs ou nuls a et ¢ représentent les conditions industrielles de 
fabrication et d’organisation des divers établissements. 

Un consommateur de catégorie C,, pour vivre pendant une année 
d’une facon convenable, doit faire, de &,, une consommation que je 
représenterai par 6;,A;. Les nombres positifs ou nuls & représentent 
les exigences des travailleurs. 

Enfin N désigne le nombre des jours ouvrables de l’année. 


13. Par suite de ces données, entre les productions annuelles 
A;A; (t= 1, ..., 5), les excédents annuels p;A; de la production sur 
la consommation de .A,;, les nombres II, de consommateurs de caté- 
gorie C, (h=1,...,7), les nombres z,, des travailleurs de P; appar- 
tenant à C,, les nombres &, de simples consommateurs de catégorie C;, 
on a les relations 


(16) IL, = On + 2;Tin Cee Teen Ser un): 


Ay 22K Ay + Xn bin M), ahs Pi RE RB [,...,0; [ieee ER TE DE 


MER AR: b R 
Si ©, désigne ce que devient A,, lorsque, toutes les productions 


étant supposées égales aux consommations, on fait 9, = ...,9,= 0, 
ona 
(17) 0; Zap dr + Zn din ee FETE RUE AR PAT eve 


Jintroduis enfin un symbole ;,, toujours nul en même temps que ¢;, 
et, au cas contraire, défini par 


(18) Nix ditin + Bin: 
Ann. Ec, Norm., (3), XXX. — FÉVRIER 1913. 9 
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Entre les prix a; de A,, les bénéfices 6; réalisés par P; sur A;, les 
salaires journaliers moyens 6;, des travailleurs de P; appartenant à C,, 
on a les relations 


(19) Op Irak + ZntinSin + Bi CHE, Se it. To 


Si Ny,» désigne le total annuel moyen des économies que peut réaliser, 
sur son salaire effectif, un des z,, travailleurs de P; appartenant a Cy, 
la production annuelle étant à; A;, et si NS, désigne le cout annuel de 
la vie d’un consommateur de catégorie C;, on a 


(20) 0; tin Gin — Ntin(Sp+ Yin) 


Cae De Ls CaS a 
(21) NS = Dn Denon (i, C ’ a2 9 ’ ) ) 


14. Ceci posé, un régime satisfaisant de production et travail est 
possible, on le voit, toujours et seulement s’il existe des valeurs des 
6, r, ©, II, w vérifiant (16), (17), (18) avec 
(22) d> 0, Il, > 0, Tin 0) WpzO0, @ihz 0, C= bite 
L'ATLAS 
J'appellerai (I) le systeme [(16)-(17)-(18)-(22)]. 

Un régime simplement satisfaisant de prix et salaires est possible 
toujours et seulement s’il existe des valeurs des «, 6, S, o, y vérifiant 
(19) et (21) avec 


(23) Oin—= Sat Yin 
et 
(24) a>0, S,>0, 0n>0, 0,0 ln 0, (a=, SP D ES 
J’appellerai (II) le système [(19)-(21)-(23)-(24)]. 

Un régime satisfaisant de production et travail étant supposé exis- 
tant, un régime effectivement satisfaisant de prix et salaires est 
possible toujours et seulement s’il existe des valeurs des «, S, o, y 


vérifiant (19), (20), (21) et (24), les à et x figurant dans (20) étant 
solutions de (I). J’appellerai (IIL) le système [(19)-(20)-(21)-(24)]. 


15. Si l’on tient compte de (18), (16) devient 


i I 
(29) I, = ©, + N 2, (dk brn + xn). 
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Si done un régime satisfaisant de production et travail est possible, 
les relations 


(17) 0; — La: = Xn bin Mh, 
= Br 
UV) / (29) U,= ©, + N Ir (Orten + Wrn)s 
3 A ag at Pe 
(26) 0;> 0, IL, > O, D} > [a 7e Oh 0, ( f è 
Er 


sont compatibles. Inversement, si le système (IV) a des solutions, 
comme les formules (18) fourniront, pour les +, des valeurs Zo, le 
systeme (I) a des solutions. Ainsi un régime satisfaisant de production 
et travail est possible toujours et seulement si le systeme (IN) admet des 
solutions. 

De même, si un régime simplement satisfaisant de prix et salaires 
est possible, les relations 


(a) ai— Didi ar — Ztin(Sr + Yih) ar Bi, 

(V) (21) NS = 2p Dente, 

(u Hs PARIS: 

(28) a; > 0, 0, 120% Vina, aa 
RE Fes 4) 


sont compatibles. Inversement si le systeme (V) a des solutions, 
comme les formules (23) fourniront, pour les c, des valeurs > 0, le 
systeme (II) a des solutions. Ainsi, un regime simplement satisfaisant 
de prix et salaires est possible toujours et seulement si le systeme (\) 
admet des solutions. 

Les systèmes (II) et (V) sont précisément de la forme étudiée aux 
n° 7 et 8. Si, comme il y est indiqué, on élimine les II entre (17) 
et (25), et les S entre (21) et (27), on trouve les deux systèmes 


N I I 
(29) 6; — 2,0% (a =f N Xn in ten) — Erbin (m che N 24 un): 
1 
(30) Fi Zi XK (au Er N 2}; bin tn) = Zh linYih ia Bu 


dans lesquels les matrices des premiers membres sont transposées 
l'une de l’autre. 
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L'application des résultats des n° 7 et 8 permet alors d’énoncer 
immédiatement les théorèmes suivants : 


Un régime satis faisant de production et travail — ou un regime sim- 
plement satisfaisant de prix et salaires — nest possible que st o(N), 
racine caracteristique de module maximum de la matrice 


I 


N 


N 
dix + ah Din lin ’ 


CLIS 

St s(N)< 1, ıl existe toujours un régime satisfaisant de production 
et travail, dans lequel, la production demeurant égale a la consom- 
mation, on peut se donner arbitrairement les nombres de simples consom- 
mateurs de chaque catégorie sociale, et le chômage collectif de chaque 
catégorte de travailleurs. En mème temps, t existe toujours un système 
simplement satis faisant de prix et salaires, dans lequel on peut se donner 
arbitrairement les bénéfices des entreprises et les économies des tra- 
vailleurs. 

Supposons s(N)= 1. St la matrice considérée n'est pas partiellement 
réduite, il existe encore un régime satisfaisant de production et travail ; 
mais, en general, il ne peut y avoir de simples consommateurs dans 
aucune categorie sociale, ni de chômage dans aucune catégorie de tra- 
vatlleurs. En même temps tl existe aussi un régime simplement satis- 
faisant de prix et salaires ; mais, en general, il ne peut y avoir ni bene- 
Jices pour les entreprises, nt économies pour les travailleurs. St la matrice 
considérée est partiellement réduite, on peut seulement affirmer, en 
general, que (IV) a des solutions vérifiant, au lieu de (26), 


9 > SA > ; cA 
(91) 0;— 0, =j0;> 0, IT, = 0, 2,1,> 0, Dh — Wyn—O, 


et que (V) a des solutions vérifiant, au lieu de (28), 


9 > Sy 7 ; vo 
(52) %Xi-0, 2,0, > 0, 9720, 2,54> 0, Bin 0. 


Je dirai que les régimes correspondants sont semi-satis faisants ('). 





(!) L'étude de ces régimes peut présenter quelque intérêt, soit au point de vue théo- 
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16. Pour transformer ces résultats comme au n° 8, je poserai (')) 


0, siiz£k d@(S) 


te ’ ik Gik| — S , ® —=W, (DE (S), 
Us) iar days Sun an =R (5), O(1) =O Tr D;x(S) 
(33) { 2:6, PS) = ®(S) d;;(S), din(1) = din, |. re, bah oe) 

| Zitigdian(S) = lents); Tr (1) = Tor sh LU, are, 75 i 





rique, soit à litre de cas limite, c’est-à-dire parce qu'il peut exister des régimes satis- 
faisants qui diffèrent peu d’un régime semi-satisfaisant. 


: I ; we Se ; 
Supposons donc que la matrice | a, +— 2p ben tin | est partiellement réduite, c’est- 


N — 
à-dire que l’on a, en changeant au besoin les notations 





PUIS RO ROOUT Fr a OF Aaah Oo) ats, 


Dans l'hypothèse s(N) =1(ouN =v), on peut seulement affirmer, en général, que 
le système (IV) admet des solutions vérifiant, au lieu de (26), les relations 


N oes N Geet tre pt use, Dre cy 8 
042.0, 2;0;>0, 9, = 0, DWL=— WK = O, 1 El I I I 


ip. SE ee PTE À 





el que le système (V) admet des solutions vérifiant, au lieu de (28), les relations 


fai fs Ws DE = OR POS 
ei 0; a;20, DO, Pi= Yin = 0 | (J ? ‚pP; 1 ? 36377 


ER SE AT UP 


Ab; désigne done un résultat de travail dont la production peut n’étre pas nulle tandis 
que son prix est nul, et «b, un résultat de travail dont la production est nulle. 

De l'hypothèse que la matrice est partiellement réduite, il résulle qu’un by, n’est 
jamais utilisé pour obtenir un .%;; qu'un Cy, comportant la consommation d’un oy ne 
convient à aucun travailleur d'un P;; qu'un Cy, convenant à un travailleur d’un P; ne 
comporte la consommation d'aucun <b/. Ainsi ni les entreprises P; ni leurs travailieurs 
nutilisent aucun oly. 

La réalisation pratique d’un régime semi-salisfaisant de production et travail demande 
simplement la suppression de certains types d’existence et des résultats de travail dont 
ces types d’existence comportent consommation. En vertu de l'hypothèse faite sur la 
réduction partielle de la matrice, il est clair que cette suppression ne trouble en rien le 
reste de la production. 

Dans un régime semi-salisfaisant de prix et salaires il existe un ensemble de Lypes 
d'existence pour chacun desquels le coût de la vie est nul. Les travailleurs de ces catégories 
ne reçoivent aucun salaire. Tous les résullats de travail dont ces types d'existence 
comportent consommation direete ou indireele ont un prix d'échange nul; leur production 
n’exige d’ailleurs la consommation que de résultats de travail dont le prix est nul, et ne 
demande le concours que des travailleurs pour lesquels le coût de la vie est nul et qui ne 
touchent aucun salaire. 

(1) Il est intéressant de se rendre compte de la signification concrète des symboles 
din et Tgp et de la racine v. 

Les quantités dig, ..., dsg élant l’un des nombres 1, ...,r, sont, d’après leur définition, 
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Comme au n° 8, je désignerai par v(S) la racine caractéristique de 
module maximum de la matrice | T,,,(S)|, avec v (1) = v, et par R celle 
de la matrice [a;,|; regardant S et N comme les coordonnées d’un 
point, je considérerai la branche de courbe S=a(N), asymptote aux 
droites S = R et N = O; elle représente aussi N — v(S), et partage le 
plan en deux régions, celle de l’origine et des axes, où l’on a 
S —«a(N)<o, et la région opposée, où l'on a S—RS—c(N)et 
N—v(S)>o0. On peut alors résumer ainsi les résultats du n° 15: 
Pour qu'un régime satis faisant de production et travail — ou un régime 
simplement satisfaisant de prix et salaires — soit possible, il faut, et, en 
general, il suffit que le point (1, N) ne soit pas, par rapport à la branche 
de courbe considérée, dans la région des axes. Si le point (1, N) est sur 





solution de 
dig Ds 0 akg = big. 


D'après (17), digest donc ce que devient à; quand on fait Ig=1, I, =0, pour 
ra ehe 

ae ae : ee ors ; k mn 

i eee A 4 Ay 

Ainsi djgA; (i=1,..., 8) est la production de À; nécessaire à l’entretien d'un consom 
mateur du type Cy; tin din représente le travail que cet entretien demande à la catégorie 
des travailleurs de P; appartenant au type Cy; et Zitin dig = Tng représente le travail 
que cet entretien demande à toute la catégorie des travailleurs appartenant au type Cp. 

Or, on sait (FRoBENIUS, loc. cit.) que la racine caractéristique v de module maximum 
est toujours comprise entre la plus petite et la plus grande des sommes 


Ir = Zu Tag (8, h as Ins “5 Te 


Ty représente la lotalité du travail nécessaire à l’entretien annuel d’un consommateur du 
type Cg. Pour que, la condition R <1 étant supposée remplie, il existe un régime satis- 
faisant de production et travail, ou de prix et salaires, il faut donc que N soit supérieur ou 
plus petit — et il sujfit que N soit au moins egal au plus grand — des nombres Ty, ... Tr. 

Quant a la racine caractéristique v de module maximum, elle représente le nombre 
moyen de journées normales de travail que doit fournir un travailleur pour que la pro- 
duction annuelle obtenue représente exactemeut la seule consommation de tous les tra- 
pailleurs. Soit en effet 0 ce nombre; on aura, par définition, 


p= Of trp, Dh = 0, testy are Ss alee eee 
Tenant compte alors des formules (16) et (33), on obtient le systeme 
ONe— Zn Trglln = 0 (h, gt, vtr) 


Les Il étant tous > 0, dest (n° 5) la racine caractéristique de module maximum 
de Tag]: 
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la courbe, en général les régimes possibles seront strictement satis- 
Jasants ; exceptionnellement méme ils pourront n'être que semi-satis- 
faisants. 

St Pon sait que R est <1, il suffit, pour connaître la position du 
point (1, N), par rapport à la branche de courbe, c’est-à-dire le 
signe de 1 — o(N), de comparer N au nombre y(1) = v. J’appellerai ce 
nombre y, fonction des coefficients a, b, t, le nombre caractéristique du 
système economico-social que ces coefficients représentent. On peut 
alors, dans l'hypothèse R< 1, enoncer le théorème suivant : Pour 
qu'un régime satisfaisani de production et travail — ou un régime sim- 
plement satis faisant de prix et salaires — soit compatible avec un état 
économico-social donné, il faut et, en général, ıl suffit que le nombre 
caractéristique de cet état economico-social soit au plus égal au nombre 
des jours ouvrables de l'année. 


17. Supposons donc l'état économico-social donne de manière que 5(N) 
soit < 1, autrement dit que, la condition R < 1 étant vérifiée, le nombre 
caractéristique soit au plus egal au nombre 313 des jours ouvrables de 
l’année; donnons aux 6,7, 6, Il, des valeurs vérifiant(T), supprimons, 
s’il y a lieu, les 2, pour lesquels à, serait nul, en changeant au besoin 
les indices restants pour que leur suite soit toujours la suite naturelle 
des nombres; posons 


(34) On = Orlin i), BA ls Pee ST 
les formules (18) deviennent 
(35) Nr di tint Tih)3 


les formules (29) deviennent 
N I 
(36) 0p — 24 9x au TAN Zn din(trn + sun) | = 21 bin Bn, 


et montrent que la racine caractéristique de module maximum de la 
matrice 





I 
aki N 2» bin ( lin + TEA) | 
est < 1. 
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Cherchons alors s’il peut exister un régime effectivement satis- 
faisant de prix et salaires, c'est-à-dire des valeurs des &, B, y, 5, 5 
vérifiant le système 


19) jp — Dp ip tp Intinsin-+ Bi PIE sR one Te: 

(VI) | (20) O:tin in = NTin(Sat vin) Re set Er 
(21) NSy= 2, Ogre, 

| (24) ar = 6:20; VIRE Os Cin > 0; 57 10, 


ou le système équivalent obtenu en tenant compte de (35), remplaçant 
(20) par 


> I 
(37 ) lin Tih — (t+ Tih) ( 


\ 
N x ORR ag + Yin); 


et (19) par 


(38) Ap — Le hy er St N 


= 2 Ogn (lin + sn) | = ZnYyin(lın + Tin) + Pre 

La matrice des premiers membres de (38) est transposée de celle 
des premiers membres de (36). Il existe done des valeurs > des «, 
8 et y vérifiant (38), puis des valeurs >o des S vérifiant (21), puis 
des valeurs > o des o vérifiant (20); et ces diverses valeurs sont solu- 
tions de (VI). Donc, dans l'hypothèse énoncée, un regime effectivement 
salis faisant des prix et salaires est toujours possible, à moins que la 


: ee à , oy 
matrice | Aki tx Ex Din (tin + Tux)! me soit partiellement réduite. En ce 
1 


cas, si son module caractéristique maximum est <1, autrement dit si le 
nombre caractéristique est < 313, un régime effectivement satisfaisant 
des prix et salaires est encore toujours possible; mais si le module carac- 
téristique maximum est 1, autrement dit si le nombre caractéristique est 
313, U ny a de possible, en général, qu'un régime effectivement semi- 
satısfaisant, c'est-à-dire où les a, o et S sont seulement Zo et non tous 
nls, D'ailleurs, si le module caractéristique maximum est 1, que la 
matrice considérée soit ou non partiellement réduite, les ß et y, c’est- 
a-dire les bénéfices des entreprises et les économies des travailleurs ne 


peuvent avoir, en général, que des valeurs nulles. 


18. La comparaison des formules (17) et (1g) du n° 13 donne lieu 
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à une remarque intéressante. On peut en effet les écrire 
RESET à 


(17 ) Si = 2,0; (ui — Api) — =h bin IL, 


NN 
3 ; CU ODOURS T= A; 
MER. Lee: lk ’ Fe ’ 
(19) Di mK ak (Ur — Qik) — «ih linTin a B; | ae 1) 
ii , 


Or les f et 9 sont des formes linéaires dont les matrices sont trans- 
posées l’une de l’autre, on a donc 


Lis fi 2,0,9,; 
d’où, en tenant compte de (21), résulte la formule 


(39) N3,S,I,= 2;0;(B;+ Zhtinoin). 


Or NS,I, est le coût de vie total de la catégorie C;, 2,8; est le 
bénéfice annuel de P,, 3;2;,7;, est le salaire total annuel effectif des 
travailleurs de P; appartenant à C,. La formule (39) exprime donc 
que, l’etat économico-social étant supposé invariant (ce qui équivaut à 
supposer les coefficients a, b, ¢ constants), la somme annuelle des 
salaires des travailleurs et des bénéfices des entreprises (ou revenus des 


capitalistes) est égale au coût de vie annuel de tous les consommateurs, 
travailleurs ou non. 


19. Examinons ce que deviennent ces résultats si l’on tient compte 
de l'accroissement continu de la population, lequel entraine un 
accroissement continu de la consommation et par suite de la pro- 
duction. Nous ferons l'hypothèse que l'accroissement de la population 
ne change pas la proportion suivant laquelle les travailleurs ainsi que les 
simples consommateurs se répartissent dans les diverses categories. 

Soit alors ¢ le nombre qui mesure, en jours, le temps écoulé 
depuis le commencement de l’année; soit F(¢) une foncticn mono- 
drome, finie, continue, positive et croissante pour 02427 = 365, 
et égale à 1 pour 2=o; nous désignerons par r,„F(2) la valeur, 
à l’époque ¢, du nombre de travailleurs de P; — et, par w,F (2), 
celle du nombre des consommateurs non travailleurs — appartenant 
CT AT): 

Pendant l'intervalle de temps (2, 4 + dt), le nombre total des con- 
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sommateurs de catégorie C, s’accroit de Il, 4F (4). Jusqu'à la fin de 
l'année, chacun de ces nouveaux consommateurs consomme pendant 
un nombre de jours égal at — ¢ — €, o<e£ dt. Du fait de cet accrois- 
sement dans toutes les catégories, il résulte, pour ia consommation 
de %;, un accroissement qui, à une certaine quantité pres de l’ordre 


de dt?, est représenté par , b,, IL, ( 1 — 4 d¥(¢). Et la quantité de «&; 


consommée pendant l’année par tous les consommateurs, ceux qui 
existaient au début et ceux qui se sont ajoutés au cours de l’année, 


sb | +f (1-2) | 
0 . 


Soit alors A; A; la production de &,, égale à la consommation totale 
de l’année; la consommation de .%; faite dans les établissements indus- 
triels sera Z4 a; A}, et l’on aura 


L : ieee 
Ais 2, in A; + 2} bull, |: +f (: — =) dk | > 
0 : : 


La [avi figure dans le | | est différence de deux [dont la premiere 


est F(z) — 1, et la seconde, comme on le voit en intégrant par parties, 
T AT 
est F(t) — = [FO dt. Le | | est donc - / F (2) dt. Des hypothèses 
vo "vo 


faites sur F (2), il résulte que cette quantité est >o. En prenant alors 


sera 


0; : yf a = 
A;= =f F(t)dt, et supprimant le facteur commun, on retrouve les 
‘ 
0 


formules (17). 

Évaluons maintenant le travail maximum sur lequel on peut 
compter. Chacun des z,,dF(¢) travailleurs de catégorie C, qui 
s'ajoutent, dans P;, pendant l'intervalle (4, ¢ + dt), fournira, pendant 
le reste de l’année, à une certaine quantité près de l’ordre de di, au 


plus N (1-:) Journées normales de travail. La totalité des tra- 


vailleurs de P; appartenant a C,, ceux qui existaient au début et ceux 
qui s’ajoutent en cours d’année, peut done fournir un nombre annuel 


ST 
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de journées normales de travail au plus égal à 


Nr + / (= Sarco | = Nan | F(e) dt. 
0 "vo 


TO 
. , < . R I . 
Le nombre de journées à fournir étant A;t, = %t;, cf F(t) dt, si 
6 
l'on pose 


Nr = [ F(t) dt=A;(tin+ win), 


reg 


formule qui n'est autre que (18), la condition exprimant que le 
régime de production et travail est satisfaisant se traduit par wo. 

D'ailleurs, pour obtenir la production annuelle A; A,, il suffit que 
les r;, dF (4) travailleurs de catégorie C; qui s’ajoutent, dans P,, pen- 
dant l'intervalle (7, 2+ dt), fournissent collectivement, pendant le 


, Ld t . 
reste de l’année, une production A; 4; (: = :) dF(t), et, par suite, un 
4 


: ee t ; 
nombre de journées de travail égal à ¢;¢,, (: — :) dF(t). Alors, en 


effet, la production totale obtenue sera bien 


afr fo (1-2) 20] = à [rca 


: t ; 
Leur salaire effectif total sera donc 8,4, 5; (1 = :) dF(t); leur cout 


. . . . t 
individuel de vie sera (: — :) NS,. 
Sı done on pose 


dotingin( =, :) dF(t)= Ne = -) (Su + yin) dF (t), 


T 
formule qui n’est autre que (20), la condition exprimant que le 
régime de prix et salaires est effectivement satisfaisant se traduit par 
Yin 20: 
Ainsi, pourvu que la répartition de la population ne change pas, les 
relations obtenues en tenant compte de son accroissement continu ne dif- 
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Jerent pas de celles obtenues en la supposant constante. Les résultats des 
n® 15 et 16 subsistent donc tous. 


On voit de même, en multipliant par 2 f F(t) dt les deux membres 
0 


de (39), que, méme en tenant compte de l'accroissement de la population, 
le résultat du n° 18 subsiste. 


—— — I 


LES 
PROBABILITES CINEMATIQUES ET DYNAMIQUES 


Par Louis BACHELIER. 


On dit qu’un problème est relatif aux probabilités géométriques lors- 
qu'il consiste à déterminer la probabilité pour qu'un ensemble de 
points, de lignes ou de surfaces dépendant d’une certaine façon du 
hasard possède une propriété géométrique donnée. Par exemple, 
lorsqu'on détermine la probabilité pour que quatre points pris au 
hasard à l’intérieur d’un cercle forment un quadrilatère convexe, on 
résout un problème de probabilité géométrique. 

Nous disons qu’un probleme est relatif aux probabilités cinematiques 
lorsqu'il consiste à étudier les déplacements d'un point ou d’un 
système, ces déplacements dépendant en totalité ou en partie du 
hasard. 

Par exemple, un point immatériel étant animé d’une vitesse ¢ dont 
la grandeur est constante et dont la direction varie constamment au 
hasard, on peut déterminer la probabilité pour que, au bout du temps, 
ce point soit à une distance donnée de son point de départ. 

Pour ce probleme, le mouvement du point considéré dépend uni- 
quement du hasard; dans cette étude nous traiterons un cas plus 
compliqué où le déplacement du point dépend du hasard et aussi de la 
position actuelle de ce point. 

Nous disons qu'un probleme est relatif aux probabilités dynamiques 
lorsqu'il consiste à étudier le mouvement d’un point ou d’un système 
matériel, les forces qui sollicitent ce point ou ce système dépendant 
en totalité ou en partie du hasard. 
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Par exemple, un point matériel étant soumis à l'action d'une force 
dont la grandeur est constante et dont la direction varie constamment 
au hasard, on peut déterminer la probabilité pour que, à l’époque z, 
ce point matériel occupe une position donnée de l’espace et pour qu'il 
soit, de plus, animé d’une vitesse dont les composantes suivant les 
axes sont données. 

Ce problème de probabilité dynamique est le plus important de notre 
étude, nous traiterons aussi le cas d’un point matériel qui se meut 
dans un milieu résistant et celui d’une tige rigide mobile dans un plan. 

Dans mes précédents travaux, j'ai fait remarquer l'intérêt que pré- 
sentait la conception de l’unité du calcul des probabilités. Tous les 
problèmes comportant de grands nombres doivent être ramenés à une 
forme unique qui permet à la fois d’apercevoir les propriétés particu- 
liéres qui les différencient et les caractères généraux qui les unissent. 
La présente étude contribue à démontrer l’utilité de cette unité de 
conception. 

Les formules que nous obtiendrons sont asymptotiques, il importe 
de le remarquer une fois pour toutes. 


PROBABILITES CINEMATIQUES. 


l. Un point géométrique M est anime d'une vitesse v dont la gran- 
deur est constante et dont la direction varie constamment au hasard. Le 
mouvement de M étant rapporte à trois axes rectangulaires passant par 
sa postition initiale, quelle est la probabilité pour que, au bout du temps t, 
le point considéré ait pour coordonnées x, y, 2? 


Suivant notre méthode générale, nous imaginons quatre joueurs A, 
B, C, D et nous faisons correspondre chaque élément de temps à une 
partie de leur jeu considéré comme continu. Nous supposons que, à 
chaque partie, les joueurs perdent des sommes respectivement égales 
aux accroissements de æ, y, z, — x — y — z dans l élément de temps 
correspondant. 

Dans ce qui suit, comme d’ailleurs dans toute la théorie des proba- 
bilités continues, les pertes des joueurs sont considérées comme 
positives; les gains sont donc exprimés par des nombres négatifs. 
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Pendant un élément de temps, le point M subit un déplacement ¢ dé 
dans une direction quelconque toutes les directions ayant égale vraisem- 
blance (c’est, par définition, ce qu'il faut entendre par le terme : 
direction variant au hasard). Ce déplacement du point M ne dépend en 
rien des déplacements antérieurs ni de la position actuelle du point. 

Soient Edt, ndt, Cdt les projections du déplacement du point M 
pendant l'élément de temps dt; les valeurs moyennes de £, n, € sont 
nulles par raison de symétrie. De l'égalité 


ns ep 
on déduit, en désignant par VM la valeur moyenne, 
VME + VMn?+ VM2=»%, 


et comme ces valeurs moyennes sont égales par raison de symétrie, 
ona 
. 


VME = VMn= VMe = +. 


La valeur moyenne des produits £n, £€, n{ est nulle par raison de 
symétrie; à chaque valeur positive de £n correspond une valeur néga- 
tive de même probabilité. 

Considérons maintenant le jeu de A à une partie quelconque (la 
partie d’ordre z, pour fixer les idées), ce joueur perd une somme £ de 
indépendante des faits antérieurs du jeu et de sa perte totale actuelle, 
son jeu admet donc l'indépendance, ce jeu est de plus équitable puisque 
la valeur moyenne de £ est nulle. 

La valeur moyenne des carrés des pertes de A pour la partie consi- 


dérée est dt. 

La valeur moyenne du produit £n dt des pertes des joueurs A et B 
pour cette partie est nulle. 

Le jeu considere de A, B, C, D admettant l’independance, le pro- 
bleme proposé qui consiste à chercher la probabilité pour que les 
joueurs A. B, C perdent respectivement les sommes x, y, z en £ parties 
est un cas particulier de celui qui a été résolu dans mon étude sur Les 
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probabilités à plusieurs variables (Annales scientifiques de l'Ecole Nor- 
male supérieure, 1910, p. 339). 
La probabilité a pour valeur 


1 ((PaPa— 43,3 )2%+ (Ps Pi HE 11374 (Pa Pa KF a ) 5? | 
e A | +2(Yo,3 %3,1— Ps Ya) +2 ( Ya Lors — De Hs) 25 +2 (Ya L21— Pa Yaa) VF J 


r Vr VA 


A désignant le déterminant 


dx dy ds, 


Il suffit de calculer les fonctions p et d'après les données du pro- 
bleme. 

o, est la fonction d’instabilité relative au jeu de A pour £ parties, 
c’est le double de la somme des valeurs moyennes des carrés des pertes 
du joueur A pour chaque partie, c’est-à-dire la quantité 


2 — al, 
De 


dans le cas général où la vitesse ¢ est une fonction arbitraire donnée 
NED : 
du temps et la quantité 3 ¢°¢ lorsque la vitesse ¢ est constante. 


Les fonctions 9, et 9, ont même valeur que ¢,. Les fonctions y sont 
nulles, par exemple y,, est le double de la somme des valeurs 
moyennes des produits des pertes de A et B pour chaque partie et ces 
valeurs moyennes sont nulles, comme nous l'avons vu. 

Remplacant dans la formule générale ci-dessus les quantités 9 


2 ote he , 5 1e 
par 572 et les quantités y par zéro, on obtient la probabilité pour que 
les joueurs A, B, C perdent les sommes x, y, 3 en z parties, c’est-à-dire 


la probabilité pour que, à l’époque t, les coordonnées du point mobile 
soient x, Y, 2: 
KEY 33 


ert 


wis 


e 


ny (ge) 


dx dy dz. 


Jw 


y 


CA 


b 
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2. Lorsque la vitesse 6, au lieu d’être constante, est une fonction 
arbitraire donnée du temps, la même probabilité a pour valeur 


22+-y?+3? 


a ee 
e af vi dt 
- dx dy dz. 


=. 9 £ E 
a. 2 d 
Rs fs a) 


+ 3. La probabilité pour que le point M se trouve, à l'époque t, a une 
distance r de son point de depart est 


role 
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- vt 


3 
ir e 


Vasen 
oe) 


La valeur moyenne de r est 





eo 





2 vet 
ER Cues 2 2 
AS —_—. ar — 2.4/3 ve. 
vie wae 2 Vr V ? 
: (3 v ) 
La valeur moyenne quadratique de r est 
1 
z Z : v2t 22 
2 @e : 3 
r'2 ie UM D v3 2 ott, 
Va She Noe V2 V 3 
(3) 


La valeur la plus probable de r s'obtient en annulant la dérivée par 





Al oe » . 5 2 5 
rapport ar de la probabilité, on trouve ainsi ve el 


Si l’on considère une surface sphérique infiniment mince de rayon 
fixe r, la probabilité sur cette surface sphérique commence par croître 


a2 


hd x r? , A e 37 > 
avec ¢ jusqu’à ce que & — —- Elle décroit ensuite et lorsque ! = —; 
ws „2 
elle devient maxima relativement aux autres. Le maximum individuel 
précéde le maximum relatif. 
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La probabilité pour que le point M soit en dehors de la sphere de 
rayon R est 


A TEE 
VT so \2 
R (3 ee) 


es valeurs de R qui correspondent a la méme abilité (écarts 
L leurs de R pondent a la mé robabilité (écart 





isoprobables) sont proporti Is à 4/29 
isoprobables) sont proportionnels a {/ zP*t. 


Cette dernière intégrale est de la forme | X*e-"dX, elle se calcule 


facilement à l’aide des Tables de Kramp; on a, en effet, en intégrant 


par parties 
fra + faire a, 


= }2 , 
(res di =— ae + fes dh. 
2 2 


La valeur probable de r est la valeur de R pour laquelle l'intégrale 
. I 
ci-dessus a pour valeur ; En d’autres termes, cette valeur probable est 


la distance qui a autant de chances d’étre ou de ne pas étre dépassée a 
l’époque 2; cette valeur probable est égale a 


d’où 





2 2 
1,00... Bu 


En résumé, dans le cas considéré, le point s’eloigne proportionnel- 
lement a la racine carrée du temps. 


4. Sila vitesse était variable, les écarts croitraient comme la quan- 


tité 
4 
t 2 
(f v2 at) : 
0 


Si la vitesse + décroit indéfiniment lorsque ¢ croit, les écarts peuvent 
ne pas croître indéfiniment et tendre, lorsque £ augmente, vers une 
valeur asymptote. 
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Si, par exemple, ¢ = ona 
, par exemple, eae 


t 


ik rd 
0 


la probabilité pour que le point M soit à une distance r à l’époque ¢ est 


I 
Dit 10 





> 


Q|- 





—[2-/1 I 1? 

elle rea) 

et, le temps croissant indefiniment, la distribution des probabilites 
tend vers la lor finale exprimée par la formule 


r? 


en 
-& 
3 


vr(32) 
5. Sile point M doitse mouvoir dans un plan contenant la vitesse ¢, 


la probabilité pour que, à l’époque £, le point M soit à une distance r 
de son point de départ est 


Te 


pi 


are 


- dr. 
Cat 


La valeur moyenne de r est 


r? 


= mer = 
Di ONE T 
f lula ee ees oT. 
0 


p2t 2 


La valeur moyenne quadratique de r est 


1 


m : 
"one ** = 
(i ae ae OS Oe 


La valeur la plus probable de r est AL et la valeur probable est 
2 


0,832... ve. 
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Dans l’ensemble, le point s'éloigne proportionnellement à la racine 
carrée du temps. 

Si le point M doit se mouvoir sur une ligne, la vitesse pouvant, à 
chaque instant, avec égale vraisemblance, être dirigée dans un sens 
ou dans l’autre, la probabilité pour que le point M soit, à l'époque ¢, à 
une distance a de son point de départ est 





Dre 
— 01 
VrV2r?t 


Xx. 


Les écarts sont, dans l’ensemble, proportionnels à yo". 


6. CAS OU LE HASARD N’AGIT PAS SEUL. — Dans la question que nous 
allons étudier le hasard n’agit pas seul; le point géométrique considéré 
est animé d’un mouvement qui dépend de sa position actuelle. 

Un point M qui est mobile dans l’espace est attiré par un centre fixe O 
proportionnellement à la distance. Independamment du mouvement dû à 
cette attraction le point M est constamment animé d’une vitesse v dont la 
grandeur est constante et dont la direction varie au hasard. Quelle est la 
probabilité pour que, au bout du temps t, le point M occupe une position 
donnee. 

Le point M est considéré comme dépourvu d'inertie. 

Il importe de bien préciser les conditions admises pour l'énoncé : 
Soit, à l’époque ¢, OM — 7 la distance du point M au point O; dans 
l'intervalle de temps z, 4 + dt le point M subit deux déplacements : 
l’un de grandeur ¢ dt et de direction quelconque (toutes les directions 
étant également vraisemblables) et l’autre de grandeur ar dt (a étant 
une constante) dirigé suivant le rayon vecteur MO. 

Le mouvement du point M ne dépend, à chaque instant, que de sa 
distance actuelle au point O et que de l'effet actuel du hasard. 

Pour résoudre le problème, on emploie la méthode générale qui 
consiste à le ramener à l'étude d’un jeu. On est ainsi conduit à une 
question de probabilités connexes (consulter mon Mémoire sur les 
probabilités continues, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
1906 ). 

Rapportons le mouvement à trois axes rectangulaires passant par O : 
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La probabilité pour que le point M qui a pour coordonnées initiales x,, 
Yı, 3, aut pour coordonnées x, y, z à l’époque t est exprimée par la for- 
mule 


(x — 1, emet)2 4 (y —y, em #*)2 + ( s— Zz, emat)? 


2 
I (1- etat) 
3a 


=i dx dy dz. 


3 


2 2 
T val x (1 — a 


7. L'influence des coordonnées initiales va sans cesse en diminuant 
lorsque ¢ augmente. 
Lorsque ¢ croit indéfiniment, la distribution des probabilités tend 
vers la lot finale exprimée par la formule 
fe Part Yates 


v2? 


3a 
= „da dy ds. 


Foot \2 
eve) 


La probabilité pour que, finalement, le point M se trouve a une 
distance du centre attractif O comprise entre r et r + dr est donnée par 
la formule 


v? 


pat 
Ee Er dr 
Yr v2 2 
Fa) 
La valeur moyenne finale de r est ee 
Vr V3a 
: 3 + 
La valeur moyenne quadratique finale der est rs 
2 a 
La valeur de r qui a finalement la plus grande probabilité est a 


Va 
La valeur probable finale de 7 est 1,09 ... ass. 


V3a 


8. Supposons que le point M parte initialement du point O; la pro- 
babilité pour que, à l’époque £, il se trouve à une distance r de ce point 
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est 


ra 


Le 
—— (1 — eset} 


2e 34 
Ae CRT 


Vr ”% —2at 
bale vi 


La probabilité pour que le point M soit en dehors de la sphère de 
rayon R est 


19/0 


72 
a ER NE 

© = 53 

nn (1—e-?at) 


Ay fade 
a en 


Vin: : 
nr — pat 
R E a TE | 


Les valeurs de R qui correspondent a la méme probabilité (écarts 


my 
isoprobables) sont proportionnelles à AE 
a 
9. Sphere d’attraction. — Le hasard tend a éloigner le point M du 


centre O alors que l'attraction l’en rapproche; il est intéressant de 
calculer la distance OM =o pour laquelle ces deux actions s’équi- 
valent. 

En exprimant que les deux actions s’équivalent, on obtient facile- 


ay Vv 
ment la valeur de po, c’est la quantité = 
a 


Lorsque le point M est à l’intérieur de la sphere de rayon 2, l’effet du 
hasard l’emporte, en moyenne, sur l’attraction et le point a une ten- 
dance à s’écarter du centre O. 

Au contraire, lorsque le point M est a l’extérieur de la sphère de 
rayon 9, l’effet de l’attraction prédomine, en moyenne, et le point Ma 
une tendance à se rapprocher du centre O. 

Tout se passe comme si la surface sphérique de rayon p attirait le 
point M; d’ot la dénomination de sphere d’attraction. 


v = ‚ ‚ ’ # 
On peut remarquer que la valeur 9 = — avait été précédemment 
V3a 
obtenue pour le rayon de probabilité maxima. 
C’est à la sphère d'attraction que correspond finalement la plus grande 


probabilite. 
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PROBABILITÉS DYNAMIQUES. 


10. Nous allons étudier le mouvement d’un point matériel soumis 
à l’action d’une force dont la grandeur est constante et dont la direc- 
tion varie constamment au hasard. 

Notre analyse permettrait de supposer que la force varie en grandeur 
suivant une fonction donnée du temps mais le problème ainsi généralisé 
serait sans doute moins intéressant parce que la plupart des résultats 
dépendraient de la forme particulière de la fonction donnée. 

Les principaux problèmes que nous résoudrons sont les suivants : 

Quelle est la probabilité pour que, à l’époque £, le point matériel M 
soit animé d’une vitesse donnée? 

Quelle est la probabilité pour que, à l’époque z, le point matériel 
occupe une position donnée? 

Calculer la probabilité pour que, à l’époque 4, le point matériel 
occupe une position donnée et pour qu'il soit, de plus, animé d’une 
vitesse donnée. 

Calculer la probabilité pour que le point matériel ait une vitesse 
donnée quand il se meut dans un milieu résistant proportionnellement 
à la vitesse. 

Ges problèmes présentant quelque difficulté, nous étudierons 
successivement les cas du mouvement dans uu espace à une, deux 
et trois dimensions. 


Espace à une dimension. 


11. PROBLÈME RELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la probabilité pour que, 
à l’époque t, le point matériel ait une vitesse donnée v? 


Supposons qu'un joueur À perde, à chaque instant, une somme 
égale à l'accroissement de la vitesse à cet instant; la probabilité pour 
que la vitesse soit e à l’époque ¢ est la probabilité pour que le joueur A 
perde la somme ¢ en ¢ parties. 

La force étant constante en grandeur produit, pendant chaque élé- 
ment de temps, une accélération ou accroissement de vitesse « pro- 
portionnelle à cette force elle-même et inversement proportionnelle à 
la masse du point matériel. 
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Il ya, par définition, à chaque instant, égale probabilité pour que la 
force agisse dans un sens ou dans l’autre et par suite égale probabilité 
pour que « soit positif ou négatif. 

Dans chaque élément de temps ou, si l’on veut, à chaque partie, la 
vitesse peut, avec égale probabilité, augmenter ou diminuer de la 
quantité « et cette augmentation ou cette diminution est indépendante 
des faits antérieurs; le joueur A a donc, à chaque partie, égale proba- 
bilité de perdre ou de gagner la somme «x. Le problème est donc le 
suivant : 

A chaque partie (supposée indépendante des autres) un joueur Aa 
égale probabilité de gagner ou de perdre la somme «; quelle est la 
probabilité pour qu'il perde la somme ¢ en z parties? 

Ce problème qui suppose à la fois Vindépendance des épreuves suc- 
cessives et leur uniformité ne présente aucune difficulté. 


La probabilité pour que la vitesse soit + à l’époque t est 


p2 


2021 
e 


— do, 
Vryaorı 


Cette formule exprime la probabilité de la vitesse + ¢ ou de la 
vitesse — p; la probabilité pour que la vitesse soit +» aurait une valeur 
double de la précédente. 


12. L’amplitude des écarts est mesurée par la quantité y2a*¢; donc: 


Les vitesses croissent proportionnellement a la racine carrée du temps. 


C’est la loi de croissance ordinaire, conséquence nécessaire de l’uni- 
formité. 

Le probleme est trop simple pour que nous nous arrétions aux con- 
séquences qu'on peut déduire de la formule précédente. Dans le cas 
des probabilités des deuxième et troisième genres la question présen- 
terait déjà beaucoup plus d'intérêt, mais comme elle ne constituerait 
encore qu’un cas très particulier des théories générales que j'ai 
exposées antérieurement je ne crois pas utile d’insister sur ce sujet; 
je citerai seulement, à titre d'exemple, le résultat suivant : 

La probabilité pour que la vitesse maxima qui est atteinte dans l’in- 
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tervalle de temps ¢ soit +9 est exprimée par la série 








Adv v2 (30)? (5 )2 (Tv)? ri 
¢ of ~~ Oo gyt ~~ Sate M wes 

_har |e ph pees Fo 5e 7H 7e u | 
Vryaart 


La valeur la plus probable de la vitesse maxima est 0,642... 2070. 
La valeur probable de la vitesse maxima est 0,8062 ... ¥2%7¢ et la 


. . T ST > ine we 
valeur moyenne de cette vitesse maxima est ue V2a7Zo0u0, 886... 2072. 
13. PROBLÈME RELATIF AUX POSITIONS. — Quelle est la probabilité pour 


que, a l’époque t, le point matériel soit à une distance x de son point de 
depart? 


L'idée qui se présente le plus naturellement à l’esprit consiste à 
employer notre méthode générale et à supposer qu’un joueur K perde, 
à chaque instant, une somme égale à l'accroissement de la distance x 
pendant cet instant. La probabilité demandée est alors la probabilité 
pour que le joueur K perde la somme x en { parties. 

Ce procédé ne conduit pas à la résolution de la question posée parce 
que le jeu de K n’admet pas l’indépendance. D’après le principe de 
l’inertie, le mouvement du point M dans un élément de temps dépend 
de la vitesse acquise antérieurement et par conséquent le jeu de K pour 
une partie dépend des faits antérieurs du jeu. 

Pour tourner la difficulté, nous considérerons un jeu fietif pour 
lequel, finalement, à l'époque z, la probabilité d'une perte x sera égale 
à la probabilité d’un écart de situation æ du point matériel M, alors 
que, pendant l'intervalle de temps compris entre zéro et 2, les écarts 
relatifs à ce jeu ne correspondront pas avec les écarts de situation du 
point M au mème instant. 

La coincidence se produira seulement à l'époque 2. 

Nous décomposerons l’action de la force considérée en ses actions 
successives pendant les intervalles de temps (zéro, dt), (dt, 2 dt), 
(2dt, 3dt),1:,:. | 

Au bout du premier intervalle dt, sous l’action de la force, le point M 
a parcouru une distance & dt (dans un sens ou dans l’autre, les deux 
sens ayant même probabilité) et, en vertu de l’inertie, ce mouvement 
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se continue jusqu’à l’époque 2, faisant parcourir au point matériel la 
distance at. 

L'action de la force pendant ce premier intervalle a pour effet de 
faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans l’autre, la dis- 
tance «ti. 

Considérons le second intervalle de temps (compris entre dé et 2 dt); 
au bout de cet intervalle, la force aura communiqué au point matériel, 
dans un sens ou dans l’autre, un second déplacement a dt indépendant 
du premier et qui, en vertu du principe de l’inertie, se perpetuera 
jusqu’à l’époque z, faisant parcourir au point, dans un sens ou dans 
l’autre, la distance «(2 — dt). 

L'action de la force pendant ce deuxième intervalle aura pour effet 
de faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans l’autre, la 
distance à (4 — dt). 

L'action de la force pendant le troisième intervalle aura pour effet 
de faire parcourir au point matériel, dans un sens ou dans l’autre, la 
distance a(¢— 2 dt). 

L'action de la force pendant l'intervalle élémentaire correspondant 
au temps 7 aura pour effet de faire parcourir au point matériel, dans 
un sens ou dans l’autre, la distance a(t — x). 

L’ellet de la force dans un intervalle élémentaire ne dépend pas du 
mouvement antérieur. 

Le point matériel aura finalement pour abscisse à l’époque ¢ la 
somme des distances correspondant à chacun des intervalles élémen- 
taıres. 

La probabilité pour que, finalement, le point matériel ait pour 
abscisse x, est la probabilité pour que la somme des distances corres- 
pondant à chacun des intervalles élémentaires ait pour valeur «x. 

Supposons maintenant qu'un joueur B perde ou gagne, à chaque 
partie, une somme égale à l’effet produit par la force dans l'élément de 
temps correspondant; c’est-à-dire que ce joueur ait égale probabilité 
de gagner ou de perdre : la somme «4 à la première partie, la somme 
a(¢ — dt) à la deuxième, la somme «(2 — 2 dt) à la troisième, ..., la 
somme @(£— 7) à la ze... La probabilité pour que le point matériel 
alt pour abscisse x à l’époque £ est la probabilité pour que le joueur B 
perde la somme x en # parties. 


LES PROBABILITES CINEMATIQUES ET DYNAMIQUES. 91 


Les parties successives étant indépendantes, cette probabilité s’ob- 
tient en appliquant la formule du n° 6 de mon Mémoire sur les proba- 
bilites continues 


forma 
e vu 
dr. 
a t 
VT / f 9! (t) dr 
“0 


o'(7) est le double de la valeur moyenne des carrés des pertes du 
joueur B pour la partie élémentaire d’ordre 7. Or, à cette partie, le 
Joueur a égale probabilité de gagner ou de perdre la somme «(¢ — 7); 
on a donc 


(2) alt pate +) [ale] |, 


) 





et l’on en déduit 
t 


Neun 78 
f eee fare. 


La probabilité pour que le joueur B perde la somme x en £ parties, 
c’est-à-dire la probabilité pour que, à l'époque t, le point materiel soit a 
une distance x de son point de départ est 


x 


= 2 
TA/5x7l 
V v3 
Cette formule est relative à l’ecart + x ou à l'écart — x; la proba- 


bilité pour que l’écart soit + æ aurait une valeur double de la précé- 
dente. 








On. 


14. Courbe de probabilité. — La probabilité peut être représentée 
par une courbe. 


yx? 





a? 13 


wpe 


e 


m) 
az tod 


y= 
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géométriquement cette courbe est bien connue mais sa déformation 
est beaucoup plus rapide que dans le cas des problèmes classiques, le 
temps y figurant à la troisième puissance et non à la première. 

La courbe présente deux points d’inflexion pour 


1 
LT VE 


Ces points d’inflexion s’éloignent proportionnellement à la puissance = 





du temps. 

La probabilité relative à une abscisse fixe x commence par croître 
pour décroitre ensuite, elle passe par un maximum quand x est 
l’abscisse du point d’inflexion de la courbe de probabilité. 


15. L'écart moyen ou valeur moyenne de l’écart considéré en valeur 
à ; ; . 3 

absolue croit proportionnellement à la puissance = du temps. 

L'écart quadratique, c’est-à-dire la racine carrée de la moyenne des 

| 3 

carrés des écarts croit proportionnellement à la puissance = du temps. 

L'écart probable est l'écart qui a autant de chances d’être ou de ne 
pas être dépassé, il est proportionnel à la puissance - du temps. 

2 
Plus généralement, les écarts croissent proportionnellement à la puis- 


sance = du temps. 


16. Si l’inertie n'existait pas, les écarts croitraient, comme dans les 
problèmes ordinaires du calcul des probabilités, proportionnellement 
à la racine carrée du temps; ils croitraient en valeur absolue et décroi- 
traient en valeur relative (relativement a 2). 

L’existence de l’inertie change complètement la nature du résultat; 
les écarts croissent non seulement en valeur absolue mais encore en 
valeur relative. 


17. Les carrés des écarts croissant proportionnellement à la quan- 
tite za, on pourrait appeler cette quantite fonction d’instabilite, 
mais elle ne possède pas la propriété d’addition comme lorsqu'il ya 
independance. 
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La formule qui exprime la probabilité de l’écart de situation x à 
l'époque ¢ 





est un cas particulier de la formule 
x? 
e Qt) 


—— dx, 
VrVo(e) 


qui exprime la probabilité de Ja perte x à l’époque z (probabilité du 
premier genre) dans le cas le plus général où il y a indépendance. 
Quoique dans le cas considéré il n’y ait pas indépendance, la similitude 
de ces formules explique la similitude des résultats qu'on peut en 
déduire. Mais cette similitude n'existe plus lorsqu'on considère les 
probabilités des deuxième et troisième genres, c’est-à-dire les proba- 
bilités relatives non plus à l’époque ¢ mais aux faits qui peuvent se 
produire dans l'intervalle de temps £. 

D'ailleurs le jeu fictif qui nous a permis d'obtenir la formule des 
écarts de situation x n’est nullement l’image du mouvement réel du 
point M pendant le temps £. 

Considérons, par exemple, le problème le plus simple des probabi- 
lités du second genre : Quelle est la probabilité pour que le point 
matériel dépasse au moins une fois l’abscisse + a dans l’intervalle de 
temps 4? 

Lorsqu'il y a indépendance, nous employons un raisonnement d’une 
extreme simplicité faisant uniquement appel à des raisons de symétrie 
(Mémoire Sur les probabilités continues, n° 27) et qui, pour le cas étudié, 
se traduirait ainsi : Lorsque le point matériel franchit l’abscisse a (à 
l’époque ¢, pour fixer les idées), la probabilité d’un nouvel écart + y 
(c’est-à-dire d’un écart total x + y) à l’époque ¢ est égale à la proba- 
bilité d'un nouvel écart — y (c’est-à-dire d’un écart total x — y) à la 
meme époque. 

Il est évident que ce raisonnement est inexact; lorsque le point 
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matériel dépasse l’abscisse + x, sa vitesse est dirigée vers l’exterieur 
et, par suite de cette vitesse acquise, la probabilité d’un nouvel écart y 
se produisant pendant le temps 2 — 4, est plus grande que la probabilité 
de l’écart — y se produisant dans le même temps. 

Les analogies des formules relatives aux probabilités du premier 
genre ne peuvent se généraliser aux probabilités des genres supérieurs. 
Le même fait se produit pour d’autres classes de probabilités connexes, 
par exemple pour celles qui sont étudiées au n° 24 de mon Mémoire : 
Sur les probabilités continues. 


18. PROBLÈMES RELATIFS AUX SITUATIONS ET AUX VITESSES. — Quelle est la 
probabilité pour que, à l’époque t, le point matériel soit à une distance x 
de son point de départ et pour qu'il soit animé d'une vitesse 9? 


Imaginons trois Joueurs A, B, C et faisons correspondre chaque 
partie de leur jeu supposé continu à chacun des éléments de temps 
compris entre zéro et. 

A chaque instant le joueur A perd une somme égale à l'accroissement 
de la vitesse ¢ à cet instant. 

Le jeu de B est le jeu fictif défini au n° 13. A la partie d'ordre 7 ou, 
si l’on veut, à l'instant 7, le joueur B a égale probabilité de gagner ou 
de perdre la somme a(t — 7). 

Si l’on désigne par a’ sa perte totale, x’ est différent de l’écart de 
situation x du point M sauf pour l’époque z. 

Lorsqu'il s’agira de probabilités relatives à l’époque £, nous pourrons 
remplacer a’ par x mais, s’il s'agissait d'une autre époque, la substi- 
(ution conduirait à un résultat erroné. Ce fait se concoit immédiatement, 
la partie la plus importante du jeu de B est la première, alors qu’au 
contraire c’est le dernier élément de temps qui contribue le plus à faire 
varier l’ecart de situation. 

Le joueur C fermera le jeu, c’est-a-dire que, a chaque partie, il 
perdra la somme des gains de ses adversaires; sa perte totale sera 
Z=—V— x. 

Le jeu est équitable et les parties successives sont indépendantes ; 
la probabilité pour que les joueurs B et A perdent respectivement les 
sommes x’ et ¢ en ¢ parties est donc exprimée par la formule de la 
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page 348 de mon Mémoire : Sur les probabilites a plusieurs variables ; 
cette probabilité est 


Por? +O, 027—-2yY axe 


e Pi Pa— 4° 
dz' dv. 





RVP1V2— YX? 


9, est la fonction d’instabilite relative aa (n° 13), c'est-à-dire + 72°. 
o, est la fonction d’instabilite relative a» (n° 11), c’est-à-dire 2 a?t. 


4 s'obtient en formant le double de la valeur moyenne de l’augmen- 
tation du produit x’¢ pour une partie et en sommant pour toutes les 
parties de zéro à ¢. 

Supposons que, à la partie d’ordre 7, les pertes soient x’ et v; le 
produit de ces pertes est alors 2’9. 

A la partie suivante, il y a probabilité . pour que le nouveau dépla- 


cement du point matériel soit positif, alors a’ augmente de «(2 — 7), 
v augmente de « et le produit x» augmente de la quantité 


[z’+a(é—t)] [e+ a]—2’vp=aa'+ o2(t—7t) + a2(t—7). 


‘te : pean I > ’ 
Il y a également probabilité = pour que le nouveau déplacement du 


point matériel soit négatif, alors a’ diminue de «(¢—7), ¢ diminue 
de x et le produit xy diminue de la quantité 


pr'—[x'— o(t — T)][p -a]=a&'+ralt— Tr) —- alt —r). 


L’augmentation moyenne de x’v à la partie d’ordre + est done 
a*(¢ — 7); pour l’ensemble des parties elle est 


t awh 
are 
faune art 
0 


y est le double de cette quantité, on a done 





Made Lis 


La probabilité pour que, en ¢ parties, les joueurs B et A perdent 
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respectivement les sommes 2’ et ¢ est alors 


2 
2.4/2 —2 (vx + 7 Pv? 


1 as 
3 


e 
dx! dv. 


Deal? 


"vs 


A l’époque ¢, x = x et, d’après la définition de ces quantités, les 
probabilités qui leur sont relatives sont égales. Il en résulte que la 
probabilité pour que, a l’époque t, le point matériel M soit a une dis- 
tance x de son point de départ et pour qu'il soit animé d'une vitesse v est 


1? 
A? — te + FE v2 


aes 





dz dv. 


19. CAs D’UNE RÉSISTANCE DE MILIEU. — On suppose que la résistance 
est proportionnelle à la vitesse et que son expression est mAv, m étant 
la masse du point. Quelle est la probabilité pour que le point matériel 
ait une vitesse ¢ à l'époque 2? 

Supposons qu'un joueur H perde, à chaque instant, une somme 
égale à l'accroissement de la vitesse pendant cet instant et que, à 
l’époque z, la vitesse soit ¢. 


: VE R 4 : Et à 
Dans l'intervalle de temps élémentaire suivant, il y a probabilité 3 


: ee Cycle | 
pour que la vitesse augmente de la quantité « — Av et probabilité — pour 


qu'elle diminue de la quantité « + Av. 
L’espérance du joueur H pour cet intervalle élémentaire (ou pour 
cette partie) est donc 


I I 
5 (% + kv) — (a — ho) = ke, 


L’espérance mathématique du joueur H est preportionnelle à sa perte 
actuelle. 
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La fonction d’instabilité pour la méme partie est 


2 EC + kv} + = (a — ko) ke | me SA) 


Cette quantité est donc constante. 

L’espérance mathématique du joueur H étant proportionnelle à sa 
perte actuelle et la fonction d’instabilité de son jeu étant constante, 
nous sommes conduits à un problème de probabilités connexes du 
premier genre (Consulter mon Mémoire : Sur les probabilités continues, 
au n° 18). 

La probabilité pour que, en ¢ parties, le joueur H ait perdu la 
somme ¢, c’est-à-dire la probabilité pour que, à l’époque 4, le point 
matériel ait la vitesse ¢ est 


v2 
p 4—e—2ke 
a 

k 





e 


— m [ ( 


ee 


20. Lorsque le temps croit indéfiniment, la distribution des proba- 
bilités tend vers la loi finale exprimée par la formule 


v2 
a? 
nr 


— dy. 
2 


e 


Vr\/+ 
La vitesse moyenne finale est 


a 


VRyr 





La vitesse probable finale est 
a 


Vi 


21. La théorie des probabilités connexes à laquelle nous avons été 
conduits permet de résoudre le problème quand la fonction d'insta- 
bilité et l'espérance dépendent explicitement du temps (Mémoire : Sur 

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Mars 1913. 13 


0,47693... 
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les probabilités continues, n° 25). Nous pouvons donc calculer la proba- 
bilité d'une vitesse ¢ à l’époque ¢ quand la force considérée est égale a 
une fonction donnée du temps et quand la résistance du milieu est 
égale au produit de la vitesse par une fonction donnée du temps. 


Espace à deux dimensions. 


22. Espace a deux dimensions. — Nous étudions le mouvement d’un 
point matériel dans un plan, la force qui sollicite ce point dans le plan 
étant constante en grandeur et variant pour la direction au hasard, 
toutes les directions ayant égale vraisemblance. 

Le mouvement du point considéré M peut être rapporté à deux axes 
coordonnés Ox, Oy; l’origine O des coordonnées étant la position 
occupée par le point à l’origine du temps. 

Dire que la direction de la force varie constamment au hasard revient 


a dire que la probabilité pour qu’a un instant quelconque elle fasse un 


f , ki dd > 
angle 0 avec l’axe des x est —- 
O VT 


23. PROBLÈME RELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la probabilité pour 
que, à l’époque t, le point matériel soit animé d'une vitesse dont les com- 
posantes sont X et Y? 


On doit supposer que trois joueurs A, B, C perdent, à chaque instant, 
des sommes égales aux accroissements de X, Yet (— X — Y) à cet 
instant; la probabilité cherchée est la probabilité pour que A perde la 
somme X et B, la somme Y en # parties. 

Le jeu étant équitable, cette probabilité est donnée par la formule 


rappelée au n° 18 
MASTAR SA 
e VA ne 
dX dY. 





T Voi®: re 


En employant le même raisonnement qu’au n° 1, on voit immédiate- 
ment que y est nul par raison de symétrie et que 9, = 9, = at, 
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La probabilité cherchée est donc 


\2+-Y? 


e ™ 
Sr AN. 





La probabilité pour que la vitesse ait une valeur donnée ¢ est 
ave are 


art 


dy. 


La vitesse croit, dans l’ensemble, proportionnellement à la racine 
carrée du temps. 


24. PROBLÈME RELATIF AUX POSITIONS. — Quelle est la probabilité pour 
que, al époque t, le point matériel occupe une situation donnée? 


Il s’agit de calculer la probabilité pour que le point M ait pour coor- 
données x, y à l’époque ¢. 

Comme dans le cas d’un espace à une dimension, nous décompose- 
serons l’action de la force en ses actions successives pendant les inter- 
valles de temps (zéro, dt), (dt, 2dt), (2dt, 3 dt), .... 

Au bout du premier intervalle dt et sous l’action de la force, le 
point M a parcouru une distance «dz et il y a probabilité = pour que 


ce déplacement fasse un angle 0 avec l’axe des a. 

En vertu de l’inertie, ce mouvement se continue jusqu'à l’époque ¢ 
faisant parcourir au point une distance «¢ dans une direction quel- 
conque. 

Considérons le second intervalle de temps (compris entre dtet2dt). 
Au bout de cet intervalle, la force aura communiqué au point matériel, 
dans une direction quelconque, un second déplacement «d¢ indépen- 
dant du premier et qui, en vertu du principe de l’inertie, se perpétuera 
jusqu’à l’époque £, faisant parcourir au point une distance «(¢— dt). 

Pendant l'intervalle élémentaire correspondant au temps 7, la force 
aura Communiqué au point matériel, dans une direction quelconque, 
un déplacement ad¢ indépendant des précédents et qui, en vertu du 
principe de l’inertie, se perpétuera jusqu'à l’époque £, faisant parcourir 
au point une distance a(¢ — 7). 
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Le point matériel aura finalement pour abscisse à l’époque ¢ la 
somme des projections sur l'axe des a des distances correspondant à 
chacun des intervalles élémentaires. 

La probabilité pour que, finalement, le point matériel ait pour 
abscisse x et pour ordonnée y est la probabilité pour que les sommes 
des projections des distances correspondant à chacun des intervalles 
élémentaires aient respectivement pour valeurs x ety. 

Supposons maintenant que trois joueurs A, B, C jouent aux condi- 
tions suivantes : A la partie d’ordre 7, le joueur A perd une somme 
égale à la projection de la distance «(¢ — 7) sur l'axe des x, le joueur 
B perd une somme égale à la projection de la distance «(¢—7) sur 
l'axe des y ; le joueur C gagne la somme des pertes de A et de B. 

La probabilité pour que, à l’époque 4, le point matériel ait pour 
coordonnées x, y est la probabilité pour que les sommes des projections 
considérées soient x et y ou pour que les joueurs A et B perdent respec- 
tivement les sommes æ et y en £ parties. 

Le jeu étant équitable, la probabilité cherchée est exprimée par la 


formule 
Gor? +91 —2Y ry 
e PiPa— 4? 








dx dy. 
TV G1 Ps mx 
Pour obtenir 9, (égal à 9, par raison de symétrie), on doit former le 
double de la valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A pour la 
partie d’ordre 7 et intégrer ensuite entre 7 = o et 7 = 4. 

Soient £ et Cles projections de la longueur «(4 — 7) sur les axes, 
c'est-à-dire les pertes de A et de B à la partie d'ordre 7; on a 





ER tre 
ou, en désignant par VM la valeur moyenne, 
VUE + VMC?— œ(1— 7). 


Ces valeurs moyennes étant égales par raison de symétrie, on a 
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La valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A a la partie 
a(t— +) 
2 


d'ordre 7 est done ‚onen déduit 


Pour obtenir 7, on doit former le double de la valeur moyenne du 
produit £€ et intégrer entre 7 = o et t = 4. Or la valeur moyenne de & 
est nulle car, à chaque valeur positive de ce produit, correspond une 
valeur négative de même probabilité, done y est nul. 








‘en ae Sell 
Remplacant dans la formule précédente, 9, et 9, par z— et x par 





zéro, on obtient la probabilité pour que le point materiel ait pour coor- 
données x el y à l'époque t. 


224 y? 
a? 13 


e 
TER dx dy. 


T 





9 
o 


On doit remarquer que le jeu considéré n'est nullement l’image du 
mouvement réel du point M pendant le temps 2; il fait seulement con- 
naître l'expression de la probabilité à l’époque z. 


25. La probabilité pour que, au bout du temps t, le point M soit à une 
distance r de l’origine est 








Les écarts de situation croissent proportionnellement à la puis- 


3 
sance = du temps. 
2 


26. PROBLEME RELATIF AUX SITUATIONS ET AUX VITESSES. — Quelle est la 
probabilité pour que, à l’époque t, le point materiel occupe une position 
donnée (x, y) et pour qu'il soit, de plus, animé d’une vitesse dont les 
composantes sont X et Y? 
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Imaginons cing joueurs A, B, C, D, E et faisons correspondre chaque 
partie de leur jeu supposé continu à chacun des éléments de temps 
compris entre zéro et £. 

Le jeu de A et B est le jeu fictif qui a été défini au n° 24. A la partie 
d'ordre 7 ou, si l'on veut, à l’instant 7, le joueur A perd une somme 
égale ala projection de la distance «(£— 7) sur l’axe des x et le joueur B 
perd une somme égale à la projection de la distance «(2 — 7) sur l’axe 
des y. 

Si l’on désigne par x’ la perte totale de A et par y’ la perte totale 
de B, x’et y’ sont différents des coordonnées x et y du point M, sauf 
pour l’époque ¢. 

Lorsqu'il s’agira de probabilités relatives à l’époque Z, nous pourrons 
remplacer x’ par x et y’ par y, mais s’il s'agissait d’une autre époque, 
la substitution conduirait à un résultat erroné. 

A chaque instant, les joueurs C et D perdent respectivement des 
sommes égales aux projections sur les axes de l'accroissement de la 
vitesse à cet instant. 

Le joueur E ferme le jeu, il perd, à chaque instant, la somme des 
gains de ses adversaires ; sa perte totale est u = —x — y —X — Y. 

Le jeu est équitable et les parties successives sont indépendantes ; 
la probabilité pour que, en ¢ parties, les joueurs A, B, C, D perdent 
respectivement les sommes x’, y, X, Y est exprimée par la formule 
générale de mon Mémoire : Sur les probabilités à plusieurs variables, 1] 
suffit de changer les notations et de poser 


Li T HER Ge hee = À | 


Pour appliquer la formule, on doit, en premier lieu, calculer le déter- 


minant 
en 7148 ICG EE USE 
TM 9: N ELE VE 
US Se 9; ner 3% 


ZN PL 0 TER 2, 


D'après le résultat obtenu au n° 24, ona 
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on ade même, d’après le n° 23, 


2 


P3—9P;,— are. 


= 


Il reste à calculer les fonctions 4. Ona d’abord 


71,2 — Liye = %2,3 == Ka — O3 





considérons par exemple y,, : cette quantité s’obtient en prenant le 
double de la variation moyenne de y’X pour la partie d'ordre 7 et en 
intégrant le résultat entre t= 0 et rt =2. 

Or, pour toute partie, ou pour tout intervalle élémentaire dt, la 
valeur moyenne de la variation du produit y’X est nulle car à toute 
valeur positive de cette variation correspond une valeur négative de 
même probabilité; on a donc y,,=0. 

Nous allons maintenant calculer 7, et 7:,. Supposons que, à la 
partie d'ordre 7, les quantités x’, y, X, Y aient pour valeurs x’, y’, 
ne), 

Pour former y,,,, on doit calculer le double de la valeur moyenne de 
la variation du produit a X, relatif à la partie d’ordre + et intégrer le 
resultat entre t= 0 et + = 7. 








A . . ze,» dû ! 
Or, à la partie d'ordre 7, il y a probabilité — pour que x, augmente 
Fi 2T 


de acos9(¢ — 7) et X, de «cos; il y a done probabilité = pour que le 
produit x, X, augmente de la quantité 


[27 + acos6(t—t)|[X,+acosd]—a',X,, 
c'est-à-dire de la quantité 
x, a COS 0 + X,a cosd(t—r) + a? cos?d(L!—r). 


Pour calculer la variation moyenne de x, X,, il faut multiplier l’ex- 
> , [4 dd . , . . 
pression précédente par — et intégrer entre les limites Deere 
, a? 
le résultat est — (2 — 7). 


Pour obtenir y,,,, on doit multiplier cette dernière quantité par 2 et 
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intégrer entre les limites + = 0 et 7 = 7; on a donc finalement 





a? li? 
Als Al a? 
j : mete 
et le déterminant a pour valeur Ta 


En se reportant a la formule du Mémoire cité précédemment, on 
obtient expression de la probabilité pour que les joueurs A, B, C, D 
perdent respectivement les sommes 2’, y', X, Y en ¢ parties; cette 
expression est 


t e r 
Wey or aS PE à (X?-+- ¥2) 





ass 


12 
CRT dx' dy' dX dY. 


2 


gs 
12 
A l'époque 2,08 = x, y = y et, d’après la définition de ces quantités, 
les probabilités qui leur sont relatives sont égales. Il en résulte que : 
la probabilité pour que, à l’époque t, le point materiel ait pour coordon- 
nées x el y et pour qu'il soit, de plus, animé d'une vitesse dont les com- 
posantes sont X et Y est 


1? 
CA Ea eT ce a a XS 








a2 78 
e 12 
: dx dy dX ay. 
T ap is 
pan at tt 
12 
27. CAS D'UNE RESISTANCE DE MILIEU. — On suppose que la resistance est 


proportionnelle a la vitesse et que ses composantes sont mkX et mk\, 
m étant la masse du point. Quelle est la probabilité pour que le point 
matériel ait, à l’époque t, une vitesse dont les composantes sont X et Y? 


Supposons que trois joueurs H, K, L perdent, 4 chaque instant, des 
sommes respectivement égales aux accroissements de X, Y, —X—Y 
pendant cet instant et que, à l’époque ¢, les composantes de la 
vitesse soient X et Y; nous allons étudier les variations de ces 
quantités dans l'intervalle de temps élémentaire suivant. 


se ae ade : 
Pour cette partie, il ya probabilité — pour que le joueur H perde la 
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somme #cos?—AX. Son espérance mathématique pour cette partie 
est done 
27 
a9 7 = 
—| —(acos?—kX)=—kX, 
“0 sate 


elle est proportionnelle à la perte actuelle X. 
La fonction d’instabilite du jeu de H pour la même partie est 


27 
| fi (a cosd 


0 


ex y 2 ex) = at. 


27 





Cette quantité est constante. 
On serait conduit au même résultat pour le jeu de K; l'espérance 
mathématique serait ÆY et la fonction d’instabilite, «?. 


I] faut maintenant étudier le jeu de L. 
d 





Pour la partie considérée, il ya probabilité x pour que L perde la 


somme 
— a COS 0 + kX — a sin0 + kY; 


son espérance mathématique pour cette partie est donc 


eo 
— f rc acosé+AX—asinÿ+AY)=4(—X—7Y); 
AR 


elle est proportionnelle à la perte actuelle (— X — Y). 
La fonction d’instabilite du jeu de L pour cette partie est de méme 


27 1 : 
2 | f D (— a 050 + kX — a sin0 + AY} — K(— x vr] sae be 
0 / 


elle est constante. 

Les espérances étant proportionnelles aux pertes actuelles et les 
fonctions d’instabilité étant constantes il suffit, pour obtenir la solution 
du problème proposé, d'appliquer la formule du n° 70 de mon Mémoire : 
Sur les probabilités continues. 

La probabilité pour que, en £ parties, le joueur H ait perdu la somme X 
et le joueur K, la somme Y, c’est-à-dire la probabilité pour que, à 

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Mars 1913, 14 
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l’époque 2, le point matériel ait pour composantes de vitesse X, Y, est 


X3+ Y¥? 


rue) 
e x 


2 


ak 


aX dY. 


n — (1 — et) 





La probabilité pour que, à l’époque £, la vitesse ait une valeur 
donnée ¢ est 


p2 


|2 


(=e Ske 


dy, 


N 


19 
> 


Ice 
3 


a 
>—2 hl 
EG eh) 


A tt 


Lorsque ¢ croit indéfiniment, la distribution des probabilités tend 
vers la loi finale exprimée par la formule 


vie] 


19 


© 
QI 


| : 


N 
> 


La théorie des probabilités connexes à laquelle nous avons été 
ramenés nous permettraient de résoudre les mémes questions en sup- 
posant que la résistance est égale au produit de la vitesse par une 
fonction arbitraire du temps. 


Espace à trois dimensions. 


28. Espace à trois dimensions. — Nous étudions le mouvement d’un 
point matériel sollicité par une force dont la grandeur est constante et 
dont la direction varie au hasard, toutes les directions ayant égale 
vraisemblance. 

Le mouvement du point considéré M peut être rapporté à trois axes 
rectangulaires Ox, Oy, Oz, la position initiale du point étant prise 
pour origine des coordonnées. 
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29. PROBLÈME RELATIF AUX VITESSES. — Quelle est la probabilité pour 
que, à l’époque t, le point matériel soit anime d’une vitesse dont les com- 
posantes sont X, Y, Z? 


On doit supposer que quatre joueurs A, B, C, D perdent, à chaque 
instant, des sommes égales aux accroissements de X, Y,Z,(—X -- Y—Z) 
à cet instant; la probabilité cherchée est la probabilité pour que A 
perde la somme X; B, la somme Y et C, la somme Z en ¢ parties. 

Le jeu est équitable et d’ailleurs identique à celui qui a été étudié 
au n° I, il suffit de remplacer ¢ par «. 

La probabilité cherchee est 

_ X2+V2+ 7: 


Bars 
3 





aX dY dZ. 


myn (=) 


La probabilité pour que, au bout du temps 2, le point M ait une 
vitesse ¢ est 








fen = 
Len dv. 


ö 2 


va(A- | 


30. Analogie avec le mouvement de la chaleur. — L'équation du 
mouvement de la probabilité dans un espace à trois dimensions (con- 
sulter mon Mémoire : Sur les probabilités à plusieurs variables, p. 346) 























pi Os ps Of 9 REN EU N ar Xıa O° f Pe ate OL. 
4 022 a 0a oy 2 Ox ds 2 Oydz ot’ 








est plus complexe que celle du mouvement de la chaleur, mais elle s’y 
réduit dans un cas très particulier lorsque, l’uniformite étant supposée, 
on a en même temps 


41,2 — 0; 11,3 — 9, X23— 9) 


Di 92 — 93; 





l'équation du mouvement des probabilités n’est autre alors que l’équa- 
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tion de Fourier 








HPV PU neat 

Kar 0,2 dy? 03? ot 

C'est précisément ce cas particulier que nous avons rencontré dans les 
problèmes traités aux n® 1 et 29. 

Ces problèmes sont analogues à celui qui consiste à déterminer la 
température à l’époque 2 du point x, y, = d’un espace indéfini quand, 
à l’origine du temps, il s'est produit à l’origine des coordonnées une 
source instantanée de chaleur. 

Pareillement, les problèmes traités aux n® 5 et 23 sont analogues à 
celui qui consiste à déterminer la distribution des températures à 
l’époque ¢ dans un espace indéfini à deux dimensions lorsque, à l’ori- 
gine du temps, il s’est produit à l’origine des coordonnées une source 
instantanée de chaleur. 


31. PROBLÈME RELATIF AUX positions. — Quelle est la probabilité pour 
que, à l’époque t, le point matériel occupe une situation donnée ? 


Il s’agit de calculer la probabilité pour que le point M ait pour coor- 
données x, y, =a l’époque 2. 

Comme dans les cas précédents, nous pouvons décomposer l’action 
de la force en ses actions successives pendant les intervalles de temps 
(ZÉTO, AL) COLA UNS LS OL) ee ee 

Au bout du premier intervalle dt, sous l’action de la force, le point M 
a parcouru une distance x dt dans une direction quelconque et ce 
mouvement se perpétue, d’après le principe de l’inertie, avec la même 
vitesse jusqu’à l’époque £. 

Le point parcourt donc une distance «2 dans la première direction 
qui lui est imprimée, 

Pendant le second intervalle de temps (compris entre dt et 2 de), la 
force aura communiqué au point matériel, dans une direction quel- 
conque, un nouveau déplacement «dt indépendant du premier et, en 
vertu de l’inertie, ce second mouvement se perpétuera jusqu’à 
l’époque ¢. Le second mouvement fera done parcourir au point M une 
distance «(2 -- dt). 

A l'instant 7, la force communiquera au point matériel, dans une 
direction quelconque, un mouvement indépendant des précédents qui 


LES PROBABILITES CINEMATIQUES ET DYNAMIQUES. 109 


se perpétuera jusqu'à l’époque ¢ et qui fera parcourir au point M la 
distance «(4 — 7). 

La coordonnée x du point M à l’époque ¢ sera la somme des projec- 
tions sur l’axe des x des distances correspondant à chacun des inter- 
valles élémentaires. 

La probabilité pour que, finalement, le point matériel ait pour 
coordonnées æ, y, = est la probabilité pour que la somme des projec- 
tions des distances correspondant à chacun des intervalles élémentaires 
alent respectivement pour valeurs x, y, 2. 

Supposons maintenant que quatre joueurs À, B, C, D jouent aux 
conditions suivantes : A la partie d'ordre 7, le joueur A perd une 
somme égale à la projection de la distance «(¢— 7) sur l’axe des a. 
Le joueur B perd une somme égale à la projection de la distance 
a(¢ — 7) sur l’axe des y. Le joueur C perd une somme égale à la pro- 
jection de la distance «(4 — 7) sur l’axe des z. Le joueur D gagne la 
somme des pertes de A, B, C. 

La probabilité pour que, à l’époque z, le point matériel ait pour 
coordonnées a, y, s est la probabilité pour que les sommes des projec- 
tions considérées soientæ, y, s ou pour que les joueurs A, B, C perdent 
respectivement les sommes x, y, z en £ parties. 

Le jeu étant équitable et admettant l'indépendance, la probabilité 
cherchée est exprimée par la formule du n° 1, il suffit de calculer les 
fonctions 9 et 7 d’après les données du problème. 

Pour obtenir 9, (égal à 9, et à 9, par raison de symétrie), on doit 
former Le double de la valeur moyenne des carrés des pertes du joueur 
A pour la partie d’ordre 7 et intégrer ensuite entre t= o et 7 — 4. 

Soient £, n, ¢ les projections de la longueur #(¢— 7) sur les axes, 
c’est-à-dire les pertes de A, B, Ca la partie d'ordre +; ona 





ee ai N? se C2 — a?(¢—t)?, 
ou, en désignant par VM la valeur moyenne, 
VM 22+ VMn?-+ VM@= o2(¢ re). 


Ces valeurs moyennes étant égales par raison de symétrie, ona 


a? (t—t)? 
VM aU M yh VC? So ; = 


110 L. BACHELIER. 


La valeur moyenne des carrés des pertes du joueur A à la parte 


alt —r)2 


d’ordre t est done 5 ‚onen deduit 


nl 


a?(t—t)? 20 
a= | a . 
0 





Pour obtenir 7,5, par exemple, on doit former le double de la valeur 
moyenne de &n et intégrer entre 7 = 0 et t= 4. Or la valeur moyenne 
de Zn est nulle, car à chaque valeur positive de ce produit correspond 
une valeur négative de même probabilité, donc 7,, est nul. 





90? t3 


Remplacant, dans la formule du n° I, les fonctions + par et les 





fonctions y par zéro, on obtient la probabilité pour que le point matériel 
ait pour coordonnées x, y, 3 à l'époque t : 


r2+-y?+2?2 
2 a? 3 





e 9 
E dx dy dz. 


\ 2 


— (2021? 
vr (77) 





La probabilité pour que, au bout du temps Z, le point M soit à une 
distance r de son point de départ est 


72 


| 2ats 


L m2 
a 7 2€ 
: TE 


FE) 


32. PROBLÈME RELATIF AUX SITUATIONS ET AUX VITESSES. — Quelle est la 
probabilité pour que, à l'époque t, le point matériel occupe une position 
donnée (x, y, 2) et pour qu'il soit, de plus, animé d'une vitesse dont les 
composantes sont X, Y, Z? 


role 





Imaginons sept joueurs A, B, C, D, E, F, G et faisons correspondre 
chaque partie de leur jeu supposé continu à chacun des éléments de 
temps compris entre zero et. 

Le jeu de A, de Bet de C est le jeu fictif defini au n° 31. A la partie 
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d'ordre + ou, si l’on veut, à l'instant 7, le joueur A perd une somme 
égale à la projection de la distance «(2 — 7) sur l’axe des x, le joueur B 
perd une somme égale à la projection de la distance «(¢ — 7) sur l’axe 
des y et le joueur C perd une somme égale à la projection de la distance 
a(¢— 7) sur l’axe des s. 

Si l’on désigne par x’, y’, z' les pertes totales de A, B, C, ces quan- 
tités sont différentes des coordonnées x, y, s du point M sauf pour 
l’époque t. 

Lorsqu'il s’agira des probabilités relatives à l’époque ¢, nous pour- 
rons remplacer 2’, y’, 2’ par x, y, z, mais s'il s’agissait d’une autre 
époque, la substitution conduirait à un résultat erroné. 

A chaque instant les joueurs D, E, F perdent respectivement des 
sommes égales aux projections sur les axes de l'accroissement de la 
vitesse à cet instant. 

Le joueur G ferme le jeu, il perd, à chaque instant, la somme des 
gains de ses adversaires, sa perte totale est a= — a’ —y’—s'-X—Y—Z. 

Le jeu étant équitable et les parties successives étant indépendantes, 
la probabilité pour que, en ¢ parties, les joueurs A, B, C, D, E, F perdent 
respectivement les sommes +’, y’, 3’, X, Y, Z est exprimée par la for- 
mule de la page 348 de mon Mémoire : Sur les probabilités à plusieurs 
variables ; il suffit de changer les notations et de poser 


ER ! Er / we et een % A —" 
X, I); 1,—2, t,=X, Ts — Ÿ, a—l. 


Pour appliquer la formule, on doit d’abord considerer le determi- 
nant 


9 er? 144 te ÉTÉ À 
A 93 HOT IO YO 2,6 
A3 1 Sap Ee O3 Tu AS Ham) 30 
xs A LPS DT LS 7 ee aH 1,6 
VEREIN PORE) aah) aa 9; AD Et 


RP Near Lei Xie ETA %% 
On a, d’après le résultat obtenu au n° 31, 


9 a? te 


9 





Di — Do — O3 — , 
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et, d’après le n° 29, 
RL 


Da Ps = — 7 





Il reste a calculer les fonctions y. 

Les fonctions y telles que y,,, qui correspondent à une quantité a’ 
relative à un axe et à une composante de la vitesse suivant un autre 
axe sont nulles. Considérons, par exemple, y,,; cette quantité s’ob- 
tient en prenant le double de la variation moyenne de «’Y pour la 
partie d'ordre 7 et en intégrant le résultat entre + = o et 7 =t. 

Or, pour toute partie ou pour tout intervalle élémentaire di, la valeur 
moyenne de la variation du produit 2’ Y est nulle car, à toute valeur 
positive de cette variation, correspond une valeur négative de même 
probabilité ; on à donc y,,; =o. 

Les fonctions telles que y,, relatives à deux quantités de même 
nature a’, y’ ou telles que y,, relatives à deux quantités de même 
nature X, Y sont nulles, comme nous l’avons vu. 

I] faut maintenant calculer les fonctions y telles que 7,, qui corres- 
pondent à une quantité a’ suivant un axe et à une composante de la 
vitesse X suivant le même axe. 

Supposons que, à la partie d'ordre 7, les quantités ©, y’, 3’, X, Y, Z 
aient pour valeurs 4 y se AZ 

Pour former 7,,,, on doit calculer le double de la valeur moyenne de 
la variation du produit &,X, à la partie d’ordre + et intégrer entre 
T—=0etT—1{. 

Il résulte de l’égale vraisemblance de toutes les directions que la 
probabilité pour que, dans un intervalle élémentaire de temps, la pro- 
jection de la vitesse sur l’axe des x s’accroisse de la quantité A (néces- 


. . dh ’ A = = 
sairement comprise entre — a et + «) est —> c'est-à-dire que toutes 


les valeurs de cet accroissement entre + « ont égale vraisemblance. 
Si, à la partie d’ordre 7, la composante X augmente de la quantité A, 
x augmente de la quantité A(4— 7%). i 
x 3 Ay oN : 
Il y a done, à la partie d'ordre 7, probabilité — pour que le produit 


x, X, augmente de la quantité 


[ri + =) (X44) — 2X. 
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, x . | . a. 
c'est-à-dire de la quantité 
R(t—T)+A[Xi(t—T)+x!]. 
Pour calculer la variation moyenne de a, X,, on doit multiplier l’ex- 


‘ er dh bait he 
pression précédente par = et intégrer entre les limites À = — « et 


À = + 0, le résultat est 


Pour obtenir 7,,, on doit multiplier cette dernière quantité par 2 et 
intégrer entre les limites + = 0 et 7 — 4; on a donc finalement 


1 


À 
CL 
X1,4 — 42,5 — Y3,6 — 3 








La valeur du déterminant est .. 

En se reportant à la formule générale et en y substituant les valeurs 
trouvées pour les fonctions 9 et y on obtient la probabilité pour que, 
en ¢ parties, les joueurs A, B, C, D, E, F perdent respectivement les 
sommes w’, y’, 3’, X, Y, Z. 

A l’époque t : 2’ =a, y=y, 3'—= 2 et, d’après la définition de ces 
quantités, les probabilités qui leur sont relatives sont égales, de sorte 
que la probabilité pour que les joueurs A, B, C, D, E, F perdent les 
sommes x’, y’, #, X, Y, Z en parties est la probabilité pour que, à 
l'époque t, le point matériel ait pour coordonnées x, y, 5 et pour qu'il soit, 
de plus, animé d’une vitesse dont les composantes sont X, Y, Z; cette 
probabilité est exprimée par la formule 
(at byte st) —e( Nat Vy tLe) + Sin Nez) 


a? 13 
18 
e 
CA Ad 


" Gysy 





dx dy ds dX dY az. 


33. CAS D'UNE RÉSISTANCE DE MILIEU. — On suppose que la resistance est 
proportionnelle à la vitesse et que ses composantes sont mkX, mkY,mkZ, 
m étant la masse du point. Quelle est la probabilité pour que le point ma- 
tériel ait, a l’époque t, une vitesse dont les composantes sont X, Y, Z? 

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Mars 1913. 19 
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Il faut raisonner comme précédemment en assimilant la question 
posée à un problème relatif à un jeu; on est alors ramené aux proba- 


bilités connexes du premier genre et la probabilité demandée est 
exprimée par la formule 

2 X2+Y2+7: 
(eh) 


3h 


- aX dY a7. 
lier 12 
nyr E ; (1 —e- kt | 


La probabilité pour que, a l’époque 1, la vitesse ait une valeur 
donnée ¢ est 


p? 


at 
bata (1—e kt) 


Ave 3k 


Vr E (1 —e)| 


Lorsque ¢ croit indéfiniment, la distribution des probabilites tend 
vers la loi finale exprimée par la formule 


i dy. 


ze 3k 


Aa) 


Mécanique du corps solide. 


34. Relativement à la mécanique des systèmes, nous étudierons 
seulement le cas d’un solide plan mobile autour d’un de ses points 
qui est fixe; un certain nombre de forces dont la direction varie au 
hasard agissant en des points donnés du solide. 


Celui-ci étant initialement animé d une vitesse angulaire w,, quelle est 


la probabilité pour qu'il devienne immobile pour la première fois à 
l’époque 1? 


Imaginons un joueur H qui, dans chaque élément de temps, gagne- 
rait une somme égale à l’augmentation de la vitesse angulaire ou 
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perdrait une somme égale à la diminution de cette vitesse pendant cet 
élément de temps; le problème proposé se ramène immédiatement au 
suivant : 

Un joueur A possède la fortune w,, quelle est la probabilité pour 
qu'il soit ruiné en jouant exactement ¢ parties? 

C’est un problème de probabilités du second genre qui a été résolu 
dans le troisième Chapitre de mon Mémoire : Sur les probabilités con- 
tinues. 

Toutes les directions de toutes les forces ont égale vraisemblance, 
c’est ce que nous entendons par le terme de forces variant au hasard. 

Dans ces conditions, une augmentation de vitesse angulaire à un 
instant quelconque a méme probabilité qu’une diminution de vitesse 
égale et le jeu de H est équitable; il suffit alors d’appliquer la formule 
du n° 28 du Mémoire cité. 

La probabilité cherchée est exprimée par la formule 

02 


mic 
Bee 


Vriyto, 


dans le cas le plus simple où le couple dt au hasard est constant et, 
plus généralement, par la formule 


dt 


9 
WM 
@(4) 

ng (4e | 


—_—— dl, 
Vro(e)Ve(e) 


lorsque le couple varie suivant une fonction donnée du temps. 

La valeur du couple se déduit des grandeurs données des forces qui 
agissent sur chaque point du solide. 

Lorsque la fonction 2(4) est arbitraire (elle doit être nécessairement 
positive et croissante), les résultats que l’on peut déduire de l’expres- 
sion précédente dépendent de la forme de cette fonction; le cas le 
plus simple, qui correspond à la première formule, conduit à des 
résultats intéressants. 

Le solide finira par s'arrêter car, si l’on intègre l'expression de la 
probabilité entre 4 = o et t = +, on trouve l'unité pour valeur de l’in- 
tégrale, l'arrêt se produira done nécessairement. 
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L’époque la plus probable de l'arrêt est 


9 
2.05 


ET? 


L'époque probable de l’arrét correspond à la durée qui a autant de 
chances d’être ou de ne pas être dépassée, cette époque probable est 
1,400 
donnée par la formule ¢ = =. 


Pi 

L'époque moyenne de l'arrêt est, par définition, l'espérance mathé- 
matique d’un joueur K qui devrait toucher une somme proportionnelle 
au temps que met le solide pour s’immobiliser. Cette espérance est 


infinie. 


35. Cas d'un frottement. — Nous avons supposé que le mouvement 
de rotation se produisait sans frottement; cette hypothèse n’est pas 
nécessaire à la condition d'admettre que les forces agissantes soient 
constantes en grandeur et que le point fixe soit un centre de symétrie 
pour le solide, de sorte que le frottement soit dû uniquement aux forces 
agissantes. 

Le jeu de H auquel nous pouvons toujours ramener le problème 
proposé quelles que soient les conditions admises n’est plus équitable, 
mais il est uniforme et il suffit de lui appliquer l'analyse développée au 
n°31 de mon Mémoire : Sur les probabilités continues. 


La probabilité pour que le solide soit immobilise pour la premiere fois 


a l’époque t est ha 
6) € 9 


rien 


dt. 


Le solide est soumis à l’action de deux couples : l’un, dû au hasard, 
agit indifféremment dans les deux sens; l’autre, dû au frottement, est 
toujours retardateur. Du fait de ce second couple le jeu de H est 
désavantageux. 

Ÿ, (qui est nécessairement négatif), est proportionnel à la valeur 
moyenne du couple dû au frottement, c’est-à-dire proportionnel à la 
résultante de toutes les forces pendant l'élément de temps de. 
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o, dépend du couple dü au hasard et du couple dt au frottement 
pendant l'élément dt. 

La probabilité pour que l’immobilité se produise pour la première 
fois avant l’époque ¢ est 


I > I 2 WV, © 

— e“dk+-—e ? if er” di. 
/ 

VTT /w,+t4, VT Yam —tl, 


vi via 


L'immobilité finira nécessairement par se produire puisqu'elle se 
produirait même si le frottement n'existait pas. 

La valeur moyenne du temps au bout duquel se produira pour la 
première fois l’immobilité n’est plus infinie comme dans le cas étudié 


Là LA hd G) 
précédemment, elle a pour expression — —. 


Pour montrer comment on peut calculer n et o,, nous allons consi- 
dérer le cas très simple où une seule force F dont la direction varie au 
hasard est appliquée au point A dont la distance à l’axe O est r. 

La pression exercée sur l’axe est constamment égale à F, le couple 
dü au frottement est done proportionnel à F (soit par exemple aF son 
moment) et b, est proportionnel à aF. 

Il y a probabilité a pour que F fasse, à un instant quelconque, un 


angle 0 avec OA et par suite pour que le couple dü au hasard ait pour 
moment Frsin0. 





‘ : ipeeao 
Il y a donc, à chaque instant, probabilité — pour que le couple 


2H 
résultant ait pour moment Fr sind — aF. 


Lorsque le couple résultant aun moment donné c, la vitesse de rota- 


M PEL k étant le rayon de 


giration du solide relativement au point O et M sa masse. 


tion du solide augmente de la quantité 





: 4 ee c 
Lorsque la vitesse de rotation augmente de la quantité 73> le 
joueur A gagne la somme =. 
5 Mk 


RAE: te 
Il ya donc, dans chaque élément de temps, probabilité — pour que 
27 
le joueur H gagne la somme 


Frsin@—aF. 
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b, est la valeur moyenne des gains de H dans un élément de temps; on 
a done 
ik Ersnö—aF dé ar, 


=) We an MN 


0 


©, est, pour un élément de temps, le double de la valeur moyenne des 
carrés des gains et des pertes de H diminué du double du carré de la 
valeur moyenne des gains; on a donc 


= fl elle : /aF i do Pr 
uli’ MR AMR) jon (Me) 


vo \ 





36. Nous voyons, par ce qui précède, que les progres de la méca- 
nique du hasard doivent être intimement liés à ceux de la théorie des 
probabilités connexes; c'est cette dernière théorie qui nous a permis 
de traiter le probleme du mouvement d’un point matériel dans un 
milieu résistant et, inversement, la recherche de la loi des espaces 
nous a conduits à une nouvelle classe de probabilités connexes que la 
theorie pure n’eût certainement pas fait connaitre. 

D'autres problèmes de la mécanique du hasard conduiraient à l’étude 
de nouvelles sortes de probabilités connexes : reprenons, par exemple, 
le cas du mouvement d'un solide plan autour d’un point fixe par 
rapport auquel il est symétrique : le solide part du repos, il est soumis 
à l’action de forces dépendant du hasard et à l’action du frottement de 
l'axe. Si l'on veut déterminer la probabilité pour que le solide ait une 
vitesse angulaire w à l’époque z, on assimile, suivant notre méthode 
générale, le problème proposé à une question relative à un jeu. On 
suppose qu'un joueur H perde, à chaque instant, une somme égale à 
l'augmentation de la vitesse à cet instant; la probabilité d’une vitesse w 
à l’époque £ est la probabilité d’une perte w en £ parties. 

Le frottement étant toujours retardateur, le jeu considéré est avan- 
tageux tant que le joueur perd, c’est-à-dire tant que le corps tourne 
dans un sens, il devient désavantageux quand la rotation se produit 
dans l’autre sens, c’est-à-dire quand le joueur gagne. La question pro- 
posée conduit ainsi à une nouvelle sorte de connexité. . 

Considérons toujours le même problème, mais supposons que le 
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solide ne soit pas symétrique relativement à son axe; le frottement 
dépendra alors des forces d'inertie, c’est-à-dire du carré de la vitesse. 
Nous serons ainsi conduits à étudier de nouvelles probabilités con- 
nexes telles que l'espérance élémentaire depende du carré de la perte 
actuelle. 

La mécanique du hasard conduit done à la considération de nou- 


velles sortes de probabilités connexes. | 


u. 
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RECHERCHES 


SUR LE 


DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ANALYTIQUE 


EN SERIE DE FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES ; 


Par Niets NIELSEN, 


à Copenhague. 


CHAPITRE 1. 


REMARQUES HISTORIQUES. MÉTHODES GÉNÉRALES. 


I. — Sur les séries de fonctions hypergéométriques. 


Soient P'(æ) et Q*(x) les fonctions sphériques ordinaires de pre- 
mière et de seconde espèce, Ch. Neumann (') a démontré que toute 
fonction analytique f(x), régulière à l’intérieur d’une ellipse ayant 
les foyers (1,0) et (—1, 0), est, dans ce domaine, développable en 
série de la forme 


eo 


(1) f(x) = A,P" (x). 


0 


Il 


n 


où les coefficients A, sont indépendants de x. 





(1) Ueber die Entwicklung einer Function mit imaginärerem Argument nach den À ugel- 
functionen ester und zweiter Art, Halle, 1862. 
Ann. Éc. Norm., (3), XXX. — Mars 1913. 16 
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ve 
N 
D 


Soit, au contraire, la fonction f(x) régulière à l'extérieur de l’ellipse 
susdite; nous aurons le développement 


n— 


(2) fiz) =D Br 02), 


EN) 


où les coefficients B, sont indépendants de a, et où le domaine de 
convergence de la série est la partie susdite du plan des x | 

Ces deux théorèmes de Ch. Neumann sont trés intéressants, parce 
qu'ils donnent, pour la première fois que je sache, des séries aux 
termes analytiques dont les domaines de convergence ne sont pas des 
cercles, et cela de sorte que les séries en question ne soient pas des 
transformations directes d’une série de puissances, ce qui a lieu pour 
les séries dites séries de Burmann 


(3) Fr) =D Aalo(e)]"; 


où la fonction analytique o(x) est régulière dans un domaine où elle 
a un seul zéro simple æ = &. 

Remarquons encore que le domaine de convergence des deux 
séries (1) et (2) de Ch. Neumann dépend seulement de la fonction 
donnée f(x), qu'il s’agit de développer, ce qui n’a pas généralement 
lieu pour les séries de la forme (3). 

Quant aux séries (3) qui portent le nom de Burmann, remarquons 
que le seul mérite du géomètre de Mannheim est la découverte de la 
formule (*) 








où & est le zéro susdit de 2(x). 
Dans une lettre (?), adressée à Ch. Neumann, j'ai montré que les 


(1) Voir le ee de Lagrange et Legendre, inséré dans les Mémoires de l’Institut, 
114-7999, D» 

(2) Sitz ee der Kgl. sachs, Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, t. LXI, 
1909, p. 33-61. 
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deux séries (1) et (2) et les autres séries, trouvées par Villustre 
Maitre ('), de fonctions cylindriques de première espèce, peuvent être 
déduites à l’aide d’un seul principe général. 

Dans mon Traité des fonctions métasphériques (?), j'ai généralisé 
la série (1) de Ch. Neumann en démontrant que toute fonction 
analytique f(x), régulière à l’intérieur d’une ellipse ayant les 
foyers (0, 0) et (1, 0) est dans ce domaine développable en série de la 
forme 

san 


(5) f(@)= AF (a-+ 2, —2, Y æ), 


n=0 


où les coefficients A, sont indépentants de x, tandis que « et y sont 
des paramètres quelconques, les valeurs zéro et négatives entières 
étant exclues pour y. 

Quant à la série (2), introduisons les 2p + 1 paramètres 


A Ao, DAC) pi; Bi, Be, Fo: Ba: 


pour lesquels les valeurs entieres et non positives sont exclues, mais 
qui sont du reste completement arbitraires, puis posons 


R IS P(atn+s)T(oe+n+s)...P(epitnrt+s) 
(6) [ACIS ry a eg UCR Ten: 


EI) 


+See 


j'ai démontré que toute fonction analytique f(x) de la variable com- 
plexe æ — x +16, régulière à l’intérieur de la courbe fermée K(a) 
définie par l'équation 





a? + B2)a a? 2a +1} 6? 
(7) ee ee ee ee ae ee aE 0. 
a(a-+ı) a(a +1) ka*(a +1}? 





(1) Theorie der Besselschen Functionen, Leipzig, 1867. — Mathematische Annalen, 
t. III, 1871, p. 581-610. 
(2) Theorie des fonctions métasphériques (Cours professé à l’Université de Copenhague) 


pz 195-177, Paris, orf: 
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est dans ce domaine développable en série de la forme 


r= ce 


(8) (2%) DR RR 


2.0 


où les coefficients A, sont indépendants de æ ('). 

Il est évident du reste que le champ de convergence des deux 
séries (5) et (8) dépend seulement de la fonction f(x) qu'il s’agit de 
développer. 

Dans ce qui suit, nous avons à étudier d’autres séries de fonctions 
hypergéométriques. 

A cet effet, introduisons les p+ q paramètres 


3 2 @ ! 
(9) Aig, Aes) Oa ss a Dis Des ++. Da 


choisis de sorte que les valeurs entières non positives soient exclues, 

mais étant du reste complètement arbitraires, puis posons pour tous 

les 1 

F(a+a)T(o+n)...F(a,+n). 

(10) A,= = 72 \(R ME 2 
T(B,+n)T(B+n)...F(B,+n) 





nous avons à étudier les problèmes suivants : 


Premier probleme. — Développer une. fonction analytique f(x), 
régulière aux environs du point 2 =o en série de la forme 


nz & 


(11) Na F,(x). 


n=O 


où les coefficients a, sont indépendants de a, et où nous avons posé 
pour abréger 


AS 


=a 
1 A 5 
(12) ME er 
Piste A 7? 
i 





c’est-à-dire qu'il faut admettre p£g +1. Les fonctions F,(x) sont 


(1) Théorie des fonctions metaspheriques, p. 169-172, Paris, 1911. 
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par conséquent, pour g > 1, des fonetions hypergéometriques eene- 
ralisées. 


Second probleme. — Développer une fonction analytique / (x), 
régulière aux environs du point æ =o, en série de la forme 
n = © 


(13) fay =D bn Ga (2), 


n=0 


où les coefficients b, sont indépendants de a, et où nous avons posé 
pour abréger 





S= 7 2 \ | 
L, à NN NS RES ants 
(14) RACE 1) @ ae 


de sorte qu'il faut admettre ici p=g. Dans ce cas, la fonetion G, (a) est 
un polynome entier du degré 27. 

Quant aux deux problèmes que nous venons d’énoncer, le cas p=q 
ou p=q—1 respectivement ne présente qu'un intérêt secondaire, 
parce que le domaine de convergence de telles séries coincide avec le 
cercle de convergence de la serie de puissances qui représente, pour | a| 
suffisamment petit, la fonction f(x) (*). 

Les séries neumanniennes de fonctions cylindriques de première 
espèce sont des cas particuliers de telles séries. 

Dans mon Traité des fonctions métasphériques j'ai étudié assez 
amplement la serie (11) (?); cependant, il est possible de généraliser 
la classe des fonctions développables dans une série de ce genre. 

On pourrait essayer de généraliser la série (11) en étudiant le pro- 
bléme ci-dessous : 


Problème général. — Développer une fonction analytique / (x), 
régulière aux environs du point 2 =o dans une série obtenue de (11) 
en y remplaçant 

S+n, B,+n 
respectivement par 
Art un B-+ by ’ 


(1) Théorie des fonctions métasphériques, p. 165-168, Paris, 1911. 
(?) Loc. cit., p. 168-169. 
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où les éléments des p + g suites infinies, 


= (r) {r) *) ee 
RQ SPA. ee LO, CE TE ST Oe 

r) (rt Pr) (r) Re 
DY)! DVI DOS wa MR RATE Loree 


sont des entiers non négatifs, tels que nous aurons pour tous les 7 


(CAES) EUR LS Boh 
Anis = En ’ tt" 2 
lima se Hin Oo re: 

n= nz & 


Remarquons que la fonction (6) nous donne un cas particulier des 
séries de ce genre, savoir le cas qui correspond a 


) € 
~ 


PEL et Se ee eae [areq=h, bf eam 


~ Ub 


Dans ce qui suit, nous avons a étudier un autre cas particulier des 
séries de ce genre. Cependant, ces deux exemples montrent que notre 
problème, pris dans cette généralité, est tres difficile. 


II. -- Sur une transformation générale. 


a9 


Dans mon Traité des fonctions métasphériques, j'ai indiqué une 
méthode qui m'a permis d'étudier les séries (5), (8) et (11) du para- 
graphe I. Or, pour étudier les autres séries mentionnées, il faut lége- 
rement modifier cette méthode. 

A cet effet, nous désignons comme domaine simple une partie du 
plan de la variable complexe x qui satisfait aux deux conditions 
suivantes : 


1° La frontière du domaine est continue et le plus petit des rayons 
vecteurs partant du point æ = 0 aux points de la frontière n’est pas 
égal à zero; 

2° Soit M un point quelconque du domaine susdit, if est possible 
de tracer une courbe continue entre M etle point x — 0, sans franchir 


la frontiere. 


Pour donner une application immédiate de la condition (2) nous 
désignons par a le nombre complexe dont lPimage est le point M 
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7 
susdit, puis nous designons par 2 une variable, telle que le nombre ix 
parcourt une courbe continue tracée entre les points M et x = 0, il est 
évident que la variable 2 parcourt une courbe continue tracée entre 
les deux points 2=oett=1, et inversement. 

Cela posé, il est facile de démontrer le théorème suivant : 





1. Sotent 
(1) A1 A>, RUE Xp 3 Bi, Bs, CT Bp 


2p paramètres finis quelconques, pour lesquels les valeurs entières el non 
positives sont exclues, les deux series de puissances 





02) en = A+ AT ++... + ana" +... 
| F(a+n)F(a+n)...F(a,+n) J 
(3) DFE +n)T(B+n). Be oe 


ont le méme rayon de convergence, et les deux fonctions analytiques f(x) 
el o(a), définies par ces deux series, sont régulières dans le même domaine 
simple, pourvu que ce domaine soit limite par une seule frontière sans 
nœuds. 


Pour démontrer, par la conclusion de pa p + 1 ce théorème, nous 
pourrons nous borner à l'étude du cas p = 1, ce qui donnera 


| "OT (a- 
(4) oe) => reg au 


n=0 


It 


Désignons ensuite par C,, une courbe continue sans nœuds, tirée 
entre les deux points {= 0 et ¢=1; nous aurons pour 


9 R(a)>o0, R(B—2)>0 


et, pourvu que Van “enveloppe aucun des s points Pa Oe bet | 


=! 
(6) f a1 — e)P-a-1 dt —L por al) ak dt rn 
de vo 


Considérons maintenant une valeur fixe de +, telle que |x|<r, 
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où r désigne le rayon de convergence de la série de puissances (2), 
il est possible de choisir la courbe continue C,,,, telle que la série 


(RES CCAD 


n—0 


est uniformément convergente par rapport à ¢, quand cette variable 
parcourt la courbe C,,. En effet, il suffit de supposer que la courbe 
correspondante suivie par éx soit située à l’intérieur d’un cercle, dont 
le centre est l’origine tandis que le rayon est plus grand que || mais 
plus petit que r. 

Soit Cy, une telle courbe, la série 


Te, eee 


FI (1 — tem = iw pet (1 — ¢)B-a-1 


n=0 


peut ètre intégrée terme à terme par rapport à ¢ et sur la courbe C, ,, 
pourvu que les conditions (5) soient remplies, et nous aurons par 
conséquent pour |a|<r 


(7) ee), ED) (1 — EPS dt; 


Ort 


de plus, il est évident que le rayon de convergence de la série de 
puissances (3) ne peut jamais être plus petit que r. 

Supposons ensuite que æ soit une valeur quelconque appartenant 
au domaine simple K, dans lequel f(x) est supposée régulière, il est 
possible de déterminer la courbe C,,, de sorte que l'intégrale qui 
figure au second membre de (7) existe, ce qui montrera que cette 
intégrale représente, dans le domaine K, une fonction régulière 
de x. 

Dans le cas où les conditions (5) ne sont pas remplies, il est possible 
de déterminer deux nombres entiers, non négatifs, p et g, tels que 


(8) R(a)>—p, R(6B—a)>—q; 


posons ensuite 


nz» 


Ma) D 4,0% 


nzp 
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la mème méthode montrera que l'intégrale 


(9) Dp,a(X) — er. Fol te) Ti Hedi 


représente, dans le domaine K, une fonction régulière de +, et nous 








aurons pour |x| <r 
A=. 
3 T(a+n) 
10 One Las — Well. 
( ) D p,q ) Dann 


n—p 
Cela posé, nous aurons évidemment, en vertu de (10), 
X DO pint £) sis (6 “ASS raze nos ee) = On,g a2) 


ce qui montrera que la fonction 9, (a), et par conséquent la fonetion 


er (ou sure) ant", pr, O(@)=% lx) 


nu 


est régulière dans le domaine K, et que le rayon de convergence de la 
serie de puissances (4) ne peut pas être plus petit que 7 

Inversement, prenons pour point de départ la fonction g(a), puis 
permutons les deux paramètres «et 8; le mème procédé nous conduira 
de o(r) à f(x), et notre théorème est démontré. 

Quant aux deux fonctions f(x) et g(a v) qui figurent dans les for- 
mules (2) et (3), nous disons que (x) est dune de f(a) par 
l'opération ¢,(a, 8), savoir 


(11) O(a j=.0, (m0) f(x), 
Ce qui donnera inversement 
(12) f(x) = d,(8, æ)o(æ). 


Supposons par exemple (Cr a), pl, ai — «a, D, 1; 
nous aurons (x) = (1 — x) *; la fonction /(æ) est régulière dans la 
couronne limitée par les deux cercles |a—1|=r et [x —1|=R, 
R>r, ce qui n’a pas lieu pour &(x) qui a généralement un point 
de ramification dans x = 1. Le domaine en question est, dans ce cas, 
limité par deux courbes différentes. 





Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Mars 1913. v7 
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Considérons maintenant une suite infinie de fonctions analytiques 
(13) F(xz), Fi(x), Rx), ..., Fix), 
régulières dans le mème domaine simple K, limité par une seule 
frontière sans nœuds, et telles que F,(x) a, pour tous les z, dans le 
point a =o un zéro précisément de l’ordre n, nous aurons pour tous 
les n des séries de puissances de la forme 


$S—= © 


(14) F(z) = Nase 


S=0 
Posons ensuite, pour tous les z, et en appliquant les paramètres (1) 
(10) Gale) 2,12, DIR, 
tous les éléments de la suite infinie 
(16) MIET), rele)» at 


sont reguliers dans le domaine K, et il n’existe pas un domaine 
simple plus étendu que K, où toutes les fonctions G,(x) sont régu- 
lieres. 

Ces remarques faites, nous démontrerons sans peine le théorème 
suivant : 


2. Supposons que la série infinie 
nz eo 


(17) EN SHARE.) 


N) 


dont les coefficients sont indépendants de x, soit uniformément conver- 
gente dans un domaine simple K,, la frontière y complée, celle autre 
serie 


n= © 


(18) o(x) = 0,(a, B) f(z) =D AnGa(2) 


n=0 


a la méme propriété, et la serie (18) ne peut étre uniformément conver- 
gente dans un domaine simple plus étendu que K,. 


En effet, désignons par m un positif entier quelconque, puis posons 
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pour abréger 
5 = 36 
D,(2) = > a s2'*ts, oSnim—t, 


tandis que nous aurons, pour nZm, constamment 
D,(x)—F;(x), 
tous les éléments de la suite infinie 
PPO eh ler Oy (ey) ag Bw, Ce), 


sont réguliers, pourvu que tous les éléments de la suite (13) possedent 
cette propriété, et la série infinie 


y= @ 
N A D D nh x) 
yes gm 
R=D 


est uniformément convergente dans le domaine simple, où la série 
donnée (17) a cette propriété. | 

Cela posé, on voit que la démonstration du théorème 2 est iden- 
tique à celle que nous venons d'établir pour le théorème précédent ('). 

Les applications de ces deux théorèmes dans le cas où f(a) est 
une fonction hypergéométrique et dans le cas où les fonctions F, (x) 
sont de la forme (12) et (14) du paragraphe I, sautent aux yeux. 

Dans ce qui suit nous avons à profiter de telles applications parti- 
eulieres. 


CHAPITRE II. 


RESOLUTION DU PREMIER PROBLEME. 


III. — Sur une serie d’Euler. 


Pour résoudre le premier des problèmes énoncés dans le para- 
graphe I, nous remarquons que 


x" (1 ie} N re 








(1) Comparer le paragraphe XV de ma 7héorie des fonctions metaspheriques. 
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est une des fonctions les plus simples définies par la formule (12) du 
paragraphe I, nous aurons, conformément aux remarques qui ter- 
minent le paragraphe précédent, avant tout à étudier le domaine de 
convergence de la série 


ee 
/ = n 
qu) fade) 
ES 
où les coefficients a, sont indépendants de x. 
A cet effet, supposons que la série (1) soit convergente pour une 
certaine valeur w de a, la serie en question sera absolument conver- 
gente, pourvu que 


(2) — 


6) 


RO) 


ae 





Tr 








et uniformément convergente pourvu que 


G) 


= 0) 


— 0, 











7 
| PC 65 


, 
os 
LA 


A N "Ai ST porc ‘ 5 
où © désigne une quantité positive arbitrairement petite. 

Posons ensuite «= x +16; nous verrons, en vertu de (2), que le 
domaine de convergence de la série (r) est généralement déterminé 


par la condition 


a? + Br<Lr[(a—1} + P?], 
ou rest le rayon de convergence de la série de puissances 
(4) Ay ta, L+A,07+...+ 4, 0"4+...3 


c'est-à-dire que nous avons à étudier séparément les trois cas suivants : 


1r<t; le domaine de convergence de la série (1) est l’intérieur 


du cerele G(r) avec l’equation 


2 2 
(5) or + 37 + 21 fi EU 
NR er 





16: 


on voit que les points d’intersection de C(r) et de l’axe réel ont les 
abscisses 








wl 


Ir ı-+r 
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„0 


>°r=1; la série est convergente pour une valeur finie quelconque 
de a qui satisfait à la condition 


(6) Riz)=a<-; 


20 


3° r >; notre serie est convergente dans la partie du plan des x 


située à l'extérieur du cercle G(r ) 








0). 


(7) a+ 6? — —— a + 


TAN Pie N 


on voit que les points d’interseetion de C(r) et de l'axe réel ont les 
abscisses 








> 


Nye 
. 


Dans ce qui suit, nons désignons par Q(r) respectivement Q'(7) 
"ensemble des valeurs de la variable complexe a = x + #5 qui satisfont 
à la condition 

Re O57? (e—=u)+ BK] 
respectivement 
a+ B?<r?|(@ — 1) + B?]. 


Cela posé, l'identité évidente 
I I I 


ea (i a(t 7) y x 


a 54 Ba? 








nous conduira a la serie geometrique 





n—= 2 
‘ I TE n ae 
Y— x LE Ve, (1 — x) 
n=0 


qui est absolument convergente, pourvu que y parcourt la cireonfé- 

rence d’un cercle G(r) quelconque, tandis que x appartient à l’en- 
semble Q(r); de plus, la série en question deviendra uniformément 

convergente, et par rapport ax et par rapport à y, pourvu que x appar- 

tienne à l’ensemble Q'(r — 5), où à est une quantité positive arbitrai- 
ement petite. 


D 7 TC nenn! 
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Ces remarques faites, il est très facile de démontrer le théorème 
suivant : 


l. Toute fonction analytique f(x), régulière dans un ensemble Q(r), 
est, dans ce domaine, developpable en serie de la forme 


— ar i 
(9) f(2)= Im en 


x a 


qui est uniformément convergente dans un ensemble Q'(r — 6) quel- 
conque. Le domaine de convergence de la serie (9) dépend seulement de 
la fonction donnée f(x). 


En effet, soit x une valeur fixe quelconque appartenant à l’en- 
semble Q(r), it est possible de décrire un cercle C(r — 5), 6>0, 
qui enveloppe le point x. Multiplions ensuite par /(y) les deux 
membres de (9), puis intégrons dans le sens direct sur la circonfe- 
rence de C(r — 6); le theorems de Cauchy nous conduira au but. 

Quant au coefficient général A,, nous aurons 


(10) Pr BE re & hr ~f(y)d = GE rw dy, 


271 





où c est la circonférence d’un cercle ayant son centre dans l’origine et 
étant arbitrairement petit. 
Soit maintenant pour 








amment petit 
(11) I) = a+ ax + BR +... + ana" +... 


nous aurons, en vertu de (10), 


SER 


n | : 
(12) =) (lee DEL 2)" f(a) Jano: 
seh 


Inversement, prenons pour point de départ la série (9), un théo- 
rème très connu de Weierstrass donnera immédiatement, pour les 
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coefficients de la Série de puissances (11), cette expression générale 


(13) Un LD: AE. 


qui représente inversion de la premiere des formules (12). 


IV. — Études des séries particulières. 


Exemple |. — Pour donner une application classique du théorème 
que nous venons de démontrer, nous posons 


r= 0 
(1) = Yale) ei 
= rn (1— x)? 

n=0 


série dont le domaine de convergence est l’ensemble Q (1), savoir 
déterminé par la condition 
I 
(2) R(x) < =. 
Quant aux fonctions 9,(#), nous aurons, en vertu de la formule (12) 
du paragraphe III, 


= 7 e 
N ans 
3 @ a at — $ a Er 
( ) Dn( ) N 1) ? (n—s)!’ 
Dt) 
ce qui donnera inyersement 
sn é 
an — Il 
/ aN ; 
(4) n! => ("Jenna 


0 
s N : d : ie né ale is dle c Ê , 
Posons, dans la série générale (9) du paragraphe I 


x 





SEA | 


au Heu de a, il résulte la série de puissances 


n—= © 


A : we —— n | An 
N. — tn) AR 


r= 
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dont le rayon de convergence est égal au nombre 7 qui détermine le 
domaine de convergence Q(r). 

Appliquons sur la formule (1) la transformation susdite, nous 





aurons 
— ax N) 
Pr e 1— à: = 
(6) — =D 1" ena) 2" fakes 
n=0 


les formules (4) et (6) sont dues à Abel ('), tandis que Halphen (*) a 
étudié les séries de fonctions ¢,(«). 


i 





Exemple 2. — Remarquons que la formule (1) donnera immedia- 
tement cette autre 
n— © 
ta) + 0,(— ta Bi 
(7) NEIN On ) On ( ) = 
yea 9 (1 = ayn 1 
n=0 


puis appliquons, pour la fonction cylindrique de première espèce 


= nm f m~\V+2n 
8 Ty EN ee ee 
(8) Sa a nS V(vtn+1)\2, : 
n—v 


la formule intégrale due a Bessel (*) 


DE 





(=) J'(æ) = : 2 i cos(ar sing) (coso)?” do, RO) =e 
AL; =n LN ik | 4 
\ Li | (42 rae 8 
4 


\ 


nous aurons, en vertu de (7), dans l’ensemble Q(1), 


n—= 2? 





TEEN an 
: Ben WS ia ee NS TS Me ue 
(9) fee, J’ (ax) DA 1) PA) er 


où nous avons posé pour abréger 


u) 


\ 


s!V(v+s+1) ( 


IA 


wl 


M 


(10) Oy,n(&) = - 


s=0. 





ip 
(1) Œuvres,'t. Il, p. 284. 
(?) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CXV1, 1882, p. 629-631. 
(3) Abhandlungen der Berliner Akademie, 1824, p. 36. — Voir aussi mon Traité : 
Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, p. 51, Leipzig, 1904. 


0) 
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Exemple 3. — La série 
KK.) 
I vx (— 1)? ach 
BER) 2 — x: =} Die ee: 
n—0 


a le domaine de convergence Q (4); c’est-à-dire la partie du plan des a 
2 he AN 


située à l'extérieur du cercle [x — - + B= |; 
Posons, dans la formule générale (9) du paragraphe III, 


f(x) 


PT 


au lieu de f(a), ce qui est permis; nous aurons la série de Burmann 


ro 


ee f(z) =DB, ( 16 


ET 





n=0 


dont le domaine de convergence est l’ensemble Q(r), tandis que nous 
aurons généralement 








son—t1 
ses n a... n—1 — y SS in en 5 
(13) or DAT Sy RE a (— 1) ( : De 
Exemple 4. — Les deux séries 
; EN MUR vn 7 n 
(14) (1— x) Cy sl 
n—0 
2 =. a z XS (— 1)" 1 / x n 
(19) log (1 nn ) 
RO 


tirées directement de (12) et étant évidentes du reste, ont toutes les 
deux le domaine de convergence Q (1). 
Remarquons que la série obtenue de (14) 


(16) 1er =} C) = 


est convergente dans le domaine Q(1) aussi. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Mars 1913. 18 
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V. — Séries de fonctions hypergéométriques. 


Considérons maintenant la série de puissances 


(1) o(t)=b+br + ba +...+ b,2"+..., 


développée en série de la forme 


ar 
130 =D 
n=0 
nous aurons pour tous les n 
sen 
SE en 
(3) Ad (- 1) (eee 
5=0 6 


de plus, nous designons par Q(r) le domaine de convergence de la 
série (2). 

Pour pouvoir appliquer la transformation ¢,(«, ß) définie par les 
formules (2), (3) et (12) du paragraphe II, nous posons 


(4) 2 __ Toaa+r)l(a+n)...T(&,+n) 
É "TU F(Bi+n)EF(B+n)...T(B,+n) ” 





ce qui donnera pour la fonction 

(3) (x) = op(%, B)o(x) 

la série de puissances 

(6) S(@) = Ap + G02 + ax +...+a,x" +... 


quia le méme rayon de convergence que la série donnée (1). 
Quant à la fonction 


Om, (2 etn 106 6) ———_— ’ 


nous aurons pour tous les z 





(8) ees ia ie SN a a so 
are. s JT(Bi+n+s)T(B+n+s)...V(B,+n+Ss) 


s=0 
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ce qui donnera, en vertu du théorème 2 du paragraphe II, ce dévelop- 
pement 


n = © 


(9) fix) = = A, F,, (2) 


=) 


qui ale même domaine de convergence que la série (2); c’est-à-dire 
l’ensemble Q(r). 

Quant au coefficient général A, qui figure au second membre de (9), 
nous aurons, en vertu de (3) et (4), cette expression à l’aide des coeffi- 
cients de la série de puissances (6) 








(ro) 


n+s* 


\ RS We FiB,+n—s)T(B;+n—s)...T(B,+n—Ss) 
An (—1) s)/V(a+n—s)P(a,+n—s)...VM(a,+n—s) 


Posons ensuite dans (7) p+ 1 au lieu dep, puis posons &,,, = 4, 
B,,, = 1, nous aurons 


FACE) — 
où il faut admettre 


= œ@ 


ti 2+ nA+S—31\V(a,+n+s)...P(ap+n-+s). .. 
(1) @, (x) ¥( s ee um 








? 


=), > 


ce qui donnera, en vertu de (9), cette autre série 


(12) F(z)=>, An®, (2), 


qui a encore le même domaine de convergence Q(7) que la série (2), 
tandis que nous aurons, en vertu de (10), 


sen 


(13) A.=Y CUS T(6,+n—s). ..T(B,+ Las: 


s Tia, +a—s)...T(a,+n—s) 





a—Sse 


£=5 


Posons particulièrement p = 1 et «, = 6, 8, = y; nous aurons la série 
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de fonctions hypergéométriques ordinaires 


szn 
(14) EX D Ana Fla+n,B+n,y+n,2%) 


n=0 


qui a le domaine de convergence Q(r) aussi, et le coefficient général 
A, se détermine comme suit : 


san (= 18 CRTC any 7 EN 1 
; “2 | | (V+ n k L 
s 


Cela posé, nous avons démontré le théorème suivant : 





An—-s- 


1. Toute fonction analytique f(x), régulière aux environs du point 
x — 0, est developpable en serie de la forme (12), dont le domaine de 
convergence est un ensemble Q(r), où nous aurons généralement r <1. 


Exemple 1. — La formule (16) du paragraphe IV donnera ce dévelop- 


pement curieux 
le) 
(16) Pa, 86,7 rv) = A a 


Bee) 
n=0 
n : 


R(x) < =: 


(atn,B+n,y+n, x), 


valable, pourvu que 


Exemple 2. — La formule (11) du paragraphe IV nous conduira à 
une série de la forme susdite, convergente dans l’ensemble Q(4), 
quoique la fonction correspondante f(x) a des points de ramification 
dans l’intérieur du cercle C(4), de sorte que f(x) n’est pas analytique 
dans le complet ensemble Q(4), étant la partie du plan des x situés à 
l'extérieur du cercle susdit ('). 


(1) Dans ma Théorie des fonctions métaphysiques, je ne considère que les séries qui 
correspondent à un domaine de convergence Q(r), ourSı. 
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CHAPITRE Il. 


RESOLUTION DU SECOND PROBLEME. 


VI. — Sur une série de ‘Puiseux. 


Pour résoudre le second problème indiqué dans le paragraphe I, 
nous prenons pour point de départ la série de Burmann 


nz» 


(1) SBS) Ay (oo) 


z=0 


étudiée d’une façon incomplète par Puiseux ('), Schlömilch (?) et feu 
M. Julius Petersen (*). 

Quant au domaine de convergence de la série, désignons par r le 
rayon de convergence de la série de puissances 


(2) Ag+ AT + Agv?+...+Ana"+..., 


nous verrons que ce domaine est la partie du plan des x située à l’inte- 
rieur de l’ellipse de Cassini G(r) (*) définie par l’équation 


(3) (a?-+ B?)[(x —1)}+B?]—=7r? æ—=a+ iB; 


c’est-à-dire que la courbe C(r) a les deux foyers (0, 0) et (1, 0). 


(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XV, 1850, p. 280-284. 

(2) Compendium der höheren Analysis, t. II, p. 100-103, Brunswick, 1879. 

(3) Forelæsninger over Funktionsteori, p. 173-178, Copenhague, 1895. — Vorlesungen 
über Funktionstheorie, p. 157-161, Copenhague, 1898. 

(*) Dans ma Théorie des fonctions métasphériques, je désigne (p. 13), par erreur, 
comme ellipse de Cassini la courbe C(@) définie par l'équation 


(a+ B?)2— — — — =o, a> OF z=a+tiB, 


mais il saute aux yeux que ce nom illégitime n’a aucune influence sur les applications 
analytiques de la courbe en question. 
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De plus, la série en question est absolument convergente à l’inté- 
rieur de G(r) et uniformément convergente sur la circonférence et à 
l’intérieur de la courbe C(r — 2), où 3 désigne une quantité positive, 
arbitrairement petite. 

Quant à la courbe C(r), nous avons à considérer trois cas : 


I N , : , 
Pre C(r) se décompose en deux ovales isolés O,(7) et O,(r) 
qui enveloppent un seul de deux foyers de C(r), savoir respectivement 


(0,0) sett 1, 0): 


[ D OR 
7; la courbe est une lemniscate, de sorte que les frontières 
4 





9° — 


I I a : 7 
des deux ovales O, (z) et O, (z) n’ont qu’un seul point commun, savoir 
-\ 


le point (2 0) » le point double de la lemniscate (7): 
2 4 


Se gi C(r) est un seul ovale qui enveloppe les deux foyers de 
la courbe. 


Dans ce qui suit, nous designons par O(r) un des deux ovales de la 
courbe C(r) pris volontairement; c’est-à-dire que nous aurons, pour 


I 
r 5 
77 
(3) O(r)=C(r). 
Revenons maintenant à la série (1), il saute aux yeux que cette série 


et la courbe C(r) ne s’altérent pas, si nous remplacons x par 1 — x, ce 
qui donnera le théorème suivant : 


1. Supposons que la serie (1) représente la même fonction dans tout 
son domaine de convergence, la somme f(x) de cette serie satisfera à 
l'équation fonctionnelle 


(4) fe)= fe). 


Exemple \. — La serie 


n = © 


Data) (—1)" (jae x)" 


n=0 


I > A My x 
a la courbe de convergence c(=) ‚sa somme satisfera évidemment à la 
condition (4). 
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Exemple 2. — L'identité évidente 


(m2) = |1—4 (2 — 2°)" 


donnera le développement 


m= © 


(5) (1— 2x) =Y (—: (sara), 


n=0 
applicable dans l'intérieur de l’ovale 0,(4): Posons 


log(—1)= rt; 


‘ i 
nous aurons, au contraire, dans l’ovale O, (2) 
4 


LE, ye 
(6) (1 er EN AD. (— 12 („ja ve zur 
= 0 


Cela posé, prenons pour point de départ l'identité évidente 


Ge 
ES Serre 
I Ku? 5 D 


De DT (ea) 


u 








nous aurons 





I 
n = © res — Y n = 
I 2 I I 
- bee (eae Re 2 — 2° "+ (2 -2)> = x za)", 
(7) y— x = (Y — 7? yt ( ) 2 = (y — y?)ntt ( ) 


Supposons que y parcourt la circonférence d’une ellipse de Cassini 
C(r) quelconque, les deux séries qui figurent au second membre de la 
formule (7) sont absolument convergentes, pourvu que x soit situé à 
l’intérieur de C(r). De plus, les séries en question sont uniformément 
convergentes, pourvu que x soit situé sur la circonférence ou à l’inte- 
rieur d’une courbe C(r— 6), où à désigne une quantité positive, 
arbitrairement petite. 

Cela posé, il est évident que la méthode qui nous a donné le théo- 
rème I du paragraphe III nous conduira ici au théorème suivant : 
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2. Toute fonction analytique f(x), régulière à l’intérieur d'un ovale 
O(r) de Cassini, peut, dans ce domaine, étre développée comme suit : 


w= © n= © 


(8) Sa) Anl er G dE “)> By (a — x)", 


n=0 


et le domaine de convergence dépend seulement de la fonction donnée 
f(x). 

, . 1 I . 

Remarquons que l'expression = — x se transforme dans — = + 2, si 


nous remplacons x par 1 — x, le théorème 2 nous donnera cet autre : 


3. Supposons que la fonction analytique f(x), régulière dans un 
ovaleO(r) d'une ellipse de Cassini, satis fasse à l'équation fonctionnelle(4), 
la fonction f(x) est régulière à l'intérieur de la courbe complete G(r), et 
nous aurons dans ses deux ovales les développements 


== 2% n = 


(9) f(x) =D) az} (2 — 2) SBi(e— 2%; 


» x bed ’ x I 
c'est-à-dire que l'hypothèse r > > 


donnera pour tous les n 
4 


(10) Br 0: 


Appliquons ensuite, pour vy = = les formules (5) et (6), puis remar- 
quons que le produit des deux séries de la forme (1), formé d’après la 
règle de Cauchy, nous conduira toujours à une série de la mème forme, 
nous aurons le théorème suivant : 


4. Toute fonction analytique f(x), régulière aux environs d'un des 
points (0,0) et (1,0), est développable en serie de la forme 


nz» 


(11) EI CE RE 


n=0 


dont le domaine de convergence est l'intérieur de l'ovale O(r) de Cassini 
\ er I 

correspondant, où nous aurons en général r =: 

4 
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Remarquons en passant que la formule de Burmann (4) du para- 
graphe I donnera, pour les coefficients A, de la série (11), ces expres- 
sions 


(12) na Da (EE) y'(e)] (n21), 
= = 4 


Lead 


où il faut poser «= o ou & — 1 selon que l’ovale O(r) en question est 
O4) 0.0, (7): 

Quant au théorème 4, supposons que la fonction f(x) soit régulière 
à l'intérieur d’une ellipse C(r) où r > 7 il existe deux séries de la 


\ 


. . ! 
forme (11), dont le domaine de convergence est respectivement O, (7) 
Eh 


“0.[) 


Dans le cas particulier où la fonction susdite satisfasse à l'équation 
fonctionnelle (4), les deux series en question coincident et le domaine 
de convergence deviendra l'intérieur de la courbe C(r). 

Ce cas particulier ne peut pas être traité par la méthode générale 
pour développer dans une série de Burmann une fonction donnée. 

Désignons maintenant par y une constante quelconque, puis posons 


f(x) 


(13) A es ze 


f{æ)=(1—x)e(z); 


nous aurons, en vertu de (11), 


n — © 
Sl wiht 
(14) p(x) ZI N, (TES 
n=0 


ef la série ainsi obtenue est en général convergente dans un ovale 
; Be he 
O,(7), où r = 7: C'est seulement dans le cas où la fonction f(x) 
= r 2) = > 29 x .. , . , 
définie par les équations (13) est régulière à l'intérieur d’une courbe 
” \ I - ~ ee = è are 1 ; D = à fe c 
ELEN A gar A et satisfait à l'équation fonctionnelle (4) que la 
série (14) peut avoir un domaine de convergence plus étendu. 
Quant aux coefficients A, qui figurent dans la série (14), nous 
aurons, en vertu de (12) et (13), ces expressions assez compliquées 
(15) AE DEN rois Vs — oP Cr) re 


Ann. Ec, Norm., (3), XXX. — Avrı 1913. ) 19 


146 NIELS NIELSEN. 


VII. — Discussion des séries précédentes. 


Dans une discussion détaillée des séries qui figurent dans le théo- 
rème 2 du paragraphe VI, nous avons à considérer séparément ces trois 
cas particuliers : 

0 Qyı EE ? | > 2 2 
1° Soient r=; et l’ovale en question O,(r), nous aurons pour les 
coefficients A, et B, des séries susdites ces expressions intégrales 


(1 1 
TE RE Pe na 


2 1 4 4 1 - 2 1 
Y —Y VE FIRE (y—y je 
ou Cest la circonférence d’un petit cercle ayant son centre dans le 


foyer (0,0). 


Posons ensuite pour || suffisamment petit 


(2) S (2) = Ay + He + ax +... + An 2"4+..., 


puis appliquons les séries de puissances 


fy a 
le y) x n—p fe Pa! 


(9) (y — yet Dre 2p P 
p=° 
I me IDE D 
/ EN! -p—n—1 
(4) (y = y’ )#+1 nz P ) : 
p=o0 


valables, pourvu que o <|y|<1, nous aurons, en vertu de (1), 


à 1 ; n—p np 
(9) A=-a AED ES ar 
0 09 n VA n—p 
2 20 2p P 
p=0 
p=n 


(6) BD Are be 
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ou, ce qui est évidemment la même chose, 


(7) Ane 





(n> 2), 
(8) be DAC — DI f(@)]e=0 CE TI: 


: I - : : 
2° Soit r<- et l’ovale en question O,(7), nous aurons, après une 
an 
légère transformation 


| 
I tee, lee y) dy 
An Sr GERS en ITR B,=— ES 
TJ, er) 2T moe) 


où Cest le même cercle que dans les formules (1). 


Posons ensuite, pour |:x| suffisamment petit, 
(9) fGi—x)=b+bxz+b,x +... + b,ar+.. 


be 


nous aurons dans ce cas 


p=n—1 
I QD n—p /[n wy 
N = -b Ar — 
( 0) Ay 2 0; SD D on | p ) On ps 
p=9 
pH=n-1 


(11) Be > 4 ne) BER 


L'existence des expressions différentielles, analogues à celles qui 
figurent dans les formules (7) et (8), est évidente; 
1 
oo Pour r> 7 nous aurons Oper) = 0;(Ap—= C7), dersorte que 
les coefficients correspondants A, et B, sont les sommes des coefli- 


cients aux mêmes indices, déterminés dans les deux cas précédents, 
ce qui donnera 


(12) Ay = (a0+ by), 
Ee 

a) An DP Vay pt Omer) (021) 
= 

(14) BEN ar.) 


p=o0 
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Quant à la série 


nz» : n = © 


5 (Br UN: SAS ?\n Poe \> Maman 
(15) J(x)= Di An(® ait) +(2 à 2 Bala aL | 
ri n=0 


que nous venons de discuter, nous démontrerons sans peine le théo- 
rème suivant : 


l. Supposons que la serie (15) représente la même fonction dans tout 
l'intérieur d'une courbe C(r), les coefficients A, et B, sont parfaitement 
détermines. 


Supposons que la formule (15) soit valable à l’intérieur de l’ovale 
O(r);ilest, conformément à un théorème de Weierstrass, permis d’or- 
donner les deux séries en question selon des puissances ascendantes 
de x, ce qui nous conduira à la série de puissances (2); c'est-à-dire 
que nous trouverons les formules 


<n cn+1 

= 2 

DT n—S n+I Nn—sSs-+I 
(16) a en =) 1 Le 
16) a=) ir, ‘Ja 2 a Ba 


i 


Soit, au contraire, la formule (15) valable à l’intérieur de l’ovale 
O,(r), nous posons 1 — x au lieu de x, et le même procédé nous 
donnera, en vertu de (9), ces formules analogues aux précédentes 


LS re 

ns FE HS EE 
—1)s —s— — 1)§ ———— Di 
» s ja ‘ ye | s ) os 


Dans le cas ou la formule (15) représente la fonction f(a) dans 
l’intérieur complet de la courbe C(r), les deux systèmes de for- 
mules (16) et (17) sont en méme temps valables, et il est possible de 
déterminer successivement les coefficients A, et B, à l’aide des coeffi- 





Il 
IA 


w 


CURE 


IM 


i 
o 


cients donnés a, et b,. 
La discussion de la série (15) nous donne immédiatement cet autre 


théorème suivant : 


2. Toute fonction analytique f(x), régulière dans l'intérieur d’une 
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ellipse de Cassini Cr) bur 7 est dans chacun des ovales O, (4) el 


4 
0:(7) développable en série de la forme (15) dont les coefficients se 


déterminent à l’aide du système des formules correspondantes (5),(6) et 
(10), (11). Additionnons ces développements, nous trouvons la série qui 
represente la fonction f(x) dans l’intérieur complet de C(r). 


Supposons ensuite que la fonction en question f(x) satisfasse à 
l'équation fonctionnelle 


(18) J(x)= fi — x); 
nous aurons, pour les coefficients des séries de puissances (2) et (9), 
ds Un 


ce qui donnera, à l’intérieur complet d’une ellipse de Cassini corres- 
pondante C(r), 


n = ce 


(19) f(z) => Az 2}, 
n=0 
où nous avons posé 


ser—it 


n—s/n-+s 
(20) ApS a; A, > ll s Ja 
Se) 


ou bien, en vertu de la formule (12) du paragraphe VI, 
(21) miA,=DE"*[I— a) "ff (æ)leo (21). 

Dans le cas, où f(x) satisfait à l’autre équation fonctionnelle 
(22) Jz)=—=JfG— 2), 


nous aurons, au contraire, 


An —=— by, 


et nous trouvons le développement 


nz © 


(23) fe) = (4-2) Sea) 


n=0 
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valable dans l’intérieur complet de l’ellipse correspondante C(r), et le 
coefficient B, se détermine comme suit 


s=n 


TS 
(24) B,a= >> ( je ) ans 


s=0 


ou, ce qui est la méme chose, 


(25) Ba= — D2 [(1— y 1 f (2 Jano. 


n! 
Cela posé, nous aurons immédiatement cet autre théorème curieux : 


3. La condition suffisante et nécessaire pour que la transcendante 


entière 
I) Hu THE ++... +anX" +... 


satis fasse a une des équations Jonctionnelles 
Jar) TT) (2) 
est que nous aurons respectivement 


(26) limsup|yA,|<4, lim sup|V/B, | <4, 


ou les À, et B, sont a définir a l’aide des formules (20) et (24). 


Remarquons encore que la série (15) se transforme dans ces deux 
autres 


72 == 00 n= © 


(27) J(æ) = (An+ =B,) (x ze a)" —y Da = Era Lt 


LE n=0 
(28) ita SS (An— 5 B,) (2 — "+ Dar 2), 
n—0 n—0 


qui ont le même domaine de convergence. Soit O,(7) ce domaine de 
convergence, nous aurons 


pzn 


+ D — 1 I 
(29) A, +-B,=> (" a Er — Dali — 2) fan, 
p=0 
ot n + I I 
I — 
(30) An = ( ae, Jan = DEG "fell 


p=1 
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L’application de la transformation (13) du paragraphe VI aux séries 
(27) et (28) est évidente. 


Exemple À. — Dans l’intérieur de l’ovale O, (4 ) nous aurons 
4 
n = © nz & 
v v+-2n I v+2n 
ol I— x) =) —— x — 2 - — X D æÆ—2x?)", 
HU 2 + n ( Nas 2 in ( ) 
n=0 n=0 
Exemple 2. — Dans le méme domaine, nous aurons les développe- 
ments 
AA) IH. >) 5 
y+ 2n—1° oO /v+r2n 
32 Its — D x — x? D > eet (i — 2) 
(32) (1-2) Der ) F (1— a)", 
n=O n=0 


nz» nz» 


(33) (1-2) =— Dee, NY (a — ayy (rue. 


r= nv 


VIII. — Autres formes des coefficients A, et B,. 


Il est digne de remarque, ce me semble, que nous pouvons, dans 
des cas assez généraux, donner sous formes différentes les coefficients 
de la série 


A === N / SES 12 \7 a 2 \ = 2 \r 
(1) f(a) =D) Arle —at)+ (2 — 2) D Bale — at, 
n=0 20) 


étudiée dans les deux paragraphes précédents, ce quia lieu à l’aide des 
deux théorèmes suivants : 


1. Supposons que f (a) soit régulière à l’intérieur du cercle 


(2) 


LT 
R 
| 
| 
SRE. 
ne 
+ 
2 
| 
~ 
V 
D | = 
8S 
| 
R 
+ 
oO 


nous aurons pour les coefficients À, et B, de la série (1) 


(3) | feet _ s 2° TER 
$ = © JAN DA ) 

NS 2 

(4) (— "Br = ( s lesan 2#(2n +2541)! ao! 


s—0 
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En effet, l'identité évidente 


na) 


donnera la serie de Taylor 


I I 
ll” PU=== co yon (2) 
| 9 I zn 9 I 2n-+1 
JOEY Ce) D Ca) : 
id (an)! \2 wid (2n-+1)! \2 y, 
n=0 m= 0 


appliquons ensuite cette autre identité évidente 


I an I ’ é 3 
rere = lt ae 27) ] ; 


/ 


nous trouverons immédiatement les formules (3) et (4). 
On transformera facilement les expressions (3) et (4) comme suit : 


(9 ) À DE 


’ 


exes ee) 


NE 
= ae x) at 


I 
ec ue) 

— 7 \r-F1 
ae mye Sy — 


ie n! gan FEIERT IT 
s—0 s| r(n + §—+ à o's 


2. Supposons que f(a) soit régulière à l’intérieur du cercle 
(7) DA Cie BERN z=a+tiß; 


nous aurons, pour les coefficients A, et B, de la serie (1), 


SS 0 


2n-+S NS 
(8) a ( < ) ance 


Scoot 


s= co 


aS 
(9) (—1)"*'B,= > ie 5 ")amsenı 


SO 
où nous avons posé pour |x| <r 


(10) f(Z)\=Q Pair + ac +... hair. 
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En effet, posons 
f(i— v2) = b+ O20 4+ bye? +...+ b,2"4+...; 


nous aurons, pour tous les z, 
ER -] 


(11) (—1)" 6, 2 AO ED ("Panes 


SU 


où la série qui figure au second membre est absolument convergente. 

Introduisons maintenant, dans les formules (12), (13) et (14) du 
paragraphe VII, les expressions tirées de (11); nous aurons des séries 
absolument convergentes; ordonnons ensuite selon des a, les séries 
en question; nous trouvons, apres des réductions légères, les for- 
mules (8) et (9). 

Nous nous bornerons a indiquer une seule des réductions susdites, 
en cherchant dans l’expression obtenue pour A, le coefficient «,,, de 
Ang Nous aurons 


ng 


EN 


} 
a Se tat ae P Dal) P : 
Tal male 
/ 


y | 


d'où, après une légère modification, 


p=n 


n+gw Den os Gg 
a FE Sy = IK ei ): 
? \ Pl 


p=i 





Considérons ensuite l’identité 
(1 — v)"49-1(1 x) = (1 — x), 
puis cherchons le coefficient de la puissance x”"'; nous aurons 


(=n + 9) (1 =) _(=1)"(n +9) (7). 


tng — 
an HI 2q 


Curieusement, les formules que nous venons de développer pour les 
coefficients nous donnent, comme des cas particuliers, les formules 
fondamentales concernant les fonctions cylindriques de Poisson, 

Aun. Ec, Norm., (3), XXX. — Avan 1913. 20 
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savoir 


1 
HL) n+ 5+2s 


ee (— 1) (=) ‘ 
( ey an 
a : len 


où n est un nombre entier. 
A cet effet, étudions la série toujours convergente, de la forme (1) 
obtenue pour la fonction 


TK x) — e2axi: 
remarquons que nous aurons pour tous les n 
I : 
(n){ — ) = (~ ag)” ei 
fin (=) = (aan est 


les formules (3) et (4) donnent immédiatement 


1 
n—- n+ 5 
2 





RE ER; un" 
(13) has ee a), 
n+- = 
(2 "ein nts 
(14) B, — Are ni V 377209: 


Appliquons ensuite les formules (8) et (9), nous aurons 


(2a )3% y (— ı)’(n+s—ı)!(2«t)° 








(15) u Tan+as-ıl ? 
s=0 
2 Gay (ı)ln + s)l(2ai) 
(16) er 2 ern 


s=0 
Combinons, pour x = o, les formules (13) et (15), nous aurons 


“3 ARNO GE 


= s| 


s=0 


(17) ew J 


tandis que les formules (14) et (16) donnent la formule la plus 
générale 


1 so 
Br: n+5 _ (2a)"? Vile s(z +5)! (210) 
a or ee ame rome nt 


$=) 
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Enfin, appliquons les formules (12), (13), (14) du paragraphe VIF; 


nous aurons dans ce cas particulier 


(—2at)” 


¢ N TE 
) by = —— 
n | 


An 
ce qui donnera, en vertu de (13) et (14), 


1 1 
or 2 PR 
Ic JU CUS as 7% (a — sing 


et généralement pour n21 


(20) ar 


A,(æ)sina — B,(a) cose, 





où nous avons posé pour abréger 





Res. , 
= 2 Sens aK” 
=) An(2) Vin 2s)!(n—as)! Ee ) 
=. nas 
= NS DR es EL 
(22) Zaren] a 


1 
à . . > + nt \ 
Les formules ainsi obtenues pour la fonction J *(x) sont très 


connues ('). 
Posons pour abréger 


an n— = n+ 1 
: yo a nn d 
(23) Dr RD J 2(x)(x — a)”, 
Tha 
no ! 
\ LS (2a)? erate 
A \ ; — Py ea zoe 2 Sew 
(24) le, 2) = Ve (; 2) > =f Jeter): 
7=0 
nous aurons 
(25) CM Dir a 1 Vz), 


(1) Foir mon Traité : Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, pp. 20, 


Leipzig, 1904. 


he yr 
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d’où immédiatement 
cos(i—2æx)a — (2, a), sin{r— 92) c= (ra) 
ce qui donnera 


(26) cos2ax = ®(x,a)cosa + V(x, a) sina, 


(27) sin2ax — (x, a) sina— W(x, a) cosa. 
Désignons par p un nombre entier, puis posons dans (26) et(27) 


Be 
(28) aah ) 





un des termes qui figurent au second membre des formules susdites 
s’évanouira, de sorte que les fonctions cos2%a et sin2a2 satisfont 
dans ce cas à une des conditions suivantes : 


(29) fa—x)=+ f(x), 


ce qui est évident, du reste. 


IX. — Séries de fonctions hypergéométriques. 


Posons, comme dans le paragraphe V, 


r= @ ps Neco -| 
— 
(1) 9 (2a 2 OM. 
12=0 R=0 
où 
Tie he Ge =) ao a INGE n 
R Pla taylan). Pap tn) 


FO T(6,+n)P(6,+n)...0(6,+ 2) = 
nous aurons evidemment 
(3) S( 2) == 6p (0B) Ole). 


Désignons ensuite par Q(7) le domaine de convergence de la série 


71 = 00 


(4) MEI > An(a— ze, 


Ei) 
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ce domaine u est, en général, l’intérieur d’un ovale O,(r) de 


Cassini où r C’est seulement dans le cas particulier, où o(x) 


7 


satisfait ä equation fonctionnelle 
(2) g(t—xr)=9(2), 
et pourvu que o(x) soit en outre régulière a l’intérieur d’une ellipse 


À git. ye i I : \ ? 
de Cassini C(r), où r > >> que le domaine Q(r) peut ètre plus étendu. 
AN 


Dans ce cas particulier Q(r) est l’intérieur de l’ellipse C(r). 
Remarquons ensuite que nous aurons évidemment 


Op (a, 6) (x Zr na es F.(2); 





ou 
= + RTC V(u+n+s)T(a+n+s). zen 5) girs 
(6) Rate) = 2 1) ( fée l(B:+n+s). PIB Ps) 3 


ce qui donnera, en vertu du theoreme 2 du paragraphe II, ce develop- 
pement 


n = oo 


(7) SR) =D AT. (x), 


n=0 


qui a le méme domaine de convergence que la série (4), savoir le 
même domaine Q(7). 

Posons particulièrement p = 1, «, = 6, 8, — y; nous aurons la série 
de fonctions hypergéométriques ordinaires 


nz 


(8) Re == D: An" F(—n, B +n, y +72, zx). 


n=0 


Quant au coefficient A,, dans le cas général, nous aurons, en vertu 
de la formule (20) du paragraphe VII, 


sen—i 


ow n—s(nis\T(6,+n—s)T(8,+n—s)... I(ß,+n—5) 
RE > il s Veen Va, + n—Ss) 








An- 5) 


s—0 
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et dans le cas particulier (8) 








Na (aati Ae, 
SOS An LS n 
(10) An > : > Anz ve 
amd NN +S Ss tee a 
$=90 
n 


Cela pose, nous venons de démontrer le théoreme suivant : 


1. Toute fonction analytique f(x), régulière aux environs du point 
x = 0, est developpable en serie de la forme (7) ou (9), dont le domaine 
de convergence est l’intérieur d’un ovale O,(r) de Cassini, où tl faut, en 


r r I 
general, admettre r< >: 
4 
Exemple |. — La formule (31) du paragraphe VII donnera cette 
formule curieuse 
rn eo 
(11) Fic, Dole D Ana" F(—n, B+, y+72, x), 


n=0 


où il faut admettre généralement 


ct 4-272 Sa et a ts 
(12) Ferdi ) ( ea ) 
nn n n n 


/ 


x . . , . I 
et où le domaine de convergence est l’intérieur de l’ovale O, (z)- 
4 


Quant à l’application des formules (27) et (28) du paragraphe VII, 
nous avons, outre les fonctions F,(x) définies dans (6), à étudier ces 
deux autres systèmes 


(13). ©, (2) =0,(@, B) arten) (2) oe DAT 


nous aurons sans peine 





eits+! 
% ’ 


: une ES US OR ER sr). LA en 
un) tS 2 CG (lnc eee ee 
s=n+i . 
SUD EN n+i\TF(at+n+s)...F(a,+n+s) 
HOME, fou ( s IT ee 





nu+s 
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Posons particulièrement p =1, «, = 8, 8, = y, nous aurons respec- 
tivement 
F(B+n +1) 
(16) eae 





ar F(—n, B+n+1,y+n+1, x), 


a" F(—n—1,B+2,y+2, x). 


Cela posé, nous allons démontrer cet autre théoreme général : 


2. Toute fonction analytique f(x), régulière a l’intérieur d’un ovale 
O,(r) de Cassini, est, dans ce domaine, developpable en series de la 
forme 


(18) SES! F,(2)— DB), ©, (2), 
r—=0 w==0 

(19) f(2)=— SAN, P(e) + D BLY, (2 
n=1 N==0 


Il est digne d’interet, ce me semble, que, dans le théorème 2, le 
domaine de convergence des séries en question dépend seulement de 
la fonction donnée f(a), ce qui n’a pas généralement lieu pour la série 
qui figure dans le théorème 1. Cependant, il faut remarquer que les 
coefficients qui figurent dans les séries (18) et (19) sont généralement 
très compliqués. 


Exemple 2. — Les formules (32) et (33) du paragraphe VI donnent 
les séries suivantes : 


nz» 


(30) SRG, yy) 2) = > Aner F(— n,B+n,ytn, x) 


== 0 


a= oe 
—Y Bhatt F(—n, 8B +n+1, y+n+1, x), 


aa 


nz» 


(TIME (BY 2) =—» A, 2" F(—n, B +n, y+ 7, 7) 


pee | 
n=o 
LS 
Au, 


n—0 


B, 2" F(—n—1,Bt+an,y+n, x), 
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où nous avons posé pour abréger 


a+2n—1\/B+n—: a+2n\/fB+n 
A! — Gre | B'— a) 
ee (es 
n ny We 
a+on—ı\ (B+n-ı a+2n\ (B+n-— ı 
Guan) skewers 


) 


(nz ad y+n—1 
\ n ) ( n 


’ 


(23) A,= 


CHAPITRE IV. 


REMARQUES SUR LE PROBLEME GENERAL. 


X. — Discussion d’une serie de Burmann. 


Pour pouvoir étudier un nouveau cas du probleme général, indiqué 
dans le paragraphe I, nous avons a discuter des séries de la forme 


nz» 


(1) f(a) = An(— 2)’ 


n=0 





Soit r le rayon de convergence de la série de puissances formée avec 
les coefficients de la série (1), savoir 


(2) Ao +A,2 + A,v?4+...+A,2"+..., 


notre série (1) est évidemment absolument, respectivement uniformé- 
ment convergente, pourvu que 


9 


2 | T° 


Er 0, 


(5) 








Ars 











LEARN NT 


où à est une quantité positive, arbitrairement petite. 
Le domaine de convergence de la série (1) est par conséquent la 


. 4 
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partie du plan des a, située à l’intérieur de la courbe fermée K(r), 
définie par l'équation 


(4) (a?+- B?)?— r?[(a —1)?+ B?] — 0, L=a+ip; 


dans ce qui suit nous désignons par Q(7) respectivement Q/(7) les 
domaines définis par les conditions (3). 

Quant à la courbe K(7), qui peut être obtenue de l’ellipse de Cassini 
C(r), considérée dans le paragraphe VI, en remplaçant x par 1: 2, 
nous avons à étudier ces trois cas : 


1° r<4; la courbe K(r) est sans points singuliers ; 

2° r—/; dans ce cas K(r) aun seul point singulier, savoir le point 
double (2,0), dont le lacet enveloppe le point (1,0); 

3° r>4; la courbe K(r) se décompose dans ce cas en deux ovales 
isolés, dont le plus grand O(r) enveloppe la courbe K(4), tandis que 
le plus petit o(r) est situé à l’intérieur du lacet du point double 
de K(4). 


Cela posé, remarquons que, si nous remplacons x par 








~ x 

9) 
(9) eae 
les expressions 

à 1— — }x 
T° 2 

6 NS Or Se 

( ) I=— x Lh, 


se transforment respectivement dans 


ae 
I co 2 
(7) ar 


5 2? 
ED nr Ne 








il saute aux yeux que le domaine Q(r) et sa frontière K(r) sont inva- 
riables pour la transformation (5), ce qui donnera le théoréme sui- 
vant : 


l. Toute fonction f(x), developpable en serie de la forme (1), satis fait 
a Vequation fonctionnelle 


(8) f(s) = 


XL 





Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — AvRiL 1913. 21 
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Pour généraliser ce théorème, nous prenons pour point de départ 
l'identité évidente 








I VERT EC) I R 
2 2 


er RUE" ANR A 


I—y I— x 





posons ensuite 
y+z—-ay=zylı-a)+z, 
nous aurons 


co = 


(1— y)" an ae 


‚2n+1 Darm 2n+2 Der n+l 5 
J 34 


n 


ll 


I art 


y—® 








| 
IM 


(9) 


> 
Il 
= 


Supposons que la variable y parcourt la circonférence d’une courbe 
K(r) quelconque, les deux séries qui figurent au second membre 
de (9) sont absolument respectivement uniformément convergentes 
dans les domaines Q(r) et Q’(7) correspondants. 

Cela posé, la méthode ordinaire donnera ce théorème : 


2. Toute fonction analytique f(x), régulière à l'intérieur d'une 


+ 


courbe K(r), est dans ce domaine developpable en série de la forme 


n= © nz» 


k an ,211+1 
Cp) <= NA NE a 
(10) Ja) = é Anas EDER ee 
=O n=0 


Quant aux coefficients A, et B,, posons, pour |x| suffisamment 


petit, 


(11) SD) + 4,2 ++. Hart +. 


nous aurons 





(2) An= Ÿ(—iy( an = m DP la 2S (@ eco 


(13) Bie), (—1)§ (jan cee a D2r+! [Ca — x) f( 2)] ro. 


Il est évident que la formule (10) donnera immédiatement ces deux 


RECHERCHES SUR LE DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ANALYTIQUE. 169 
autres développements 


nz» t= @ 








, win j ar 
(14) f(x) > AT pee eye AT ere 
n=0 n=0 
TX 
n=— : (2 )x ai x? N 
ar f(x)= OM (= 3) +425 de (=), 
n=0 nV 


qui ont le méme domaine de convergence que la serie (10), tandis 
qu'il faut admettre 


(16) ATERAS Do nb, Ne 

4 4 I " 
(17) AA Ad Ba, ph; 
ce qui donnera respectivement 


sen-+l 


le AN, NS Lan 2N+1 hee n+1 
(8) EDEN D CS (CE allen 
st 
7 = an—s[/n En 
(19) VE à NE (ane TD Ir — 2)” (z)l= =0° 
s= 0 


Cela posé, les expressions (6) et (7) donneront, en vertu de (15), 











23) se Sie eee Se 
= n=0 


d’où le théorème suivant : 


3. La condition suffisante et nécessaire pour que la fonction analy- 
aque f(x), régulière aux environs du point x = 0, satisfasse à une des 
equations fonctionnelles 


an (=) =2 70) 


2—1, 





est que nous aurons respeclivement, avec les definitions (17), 


(22) Beano, AS as On 
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Exemple À. — Soit y une quantité finie quelconque; nous aurons 


les développements 


r= 0 r= oe 


(25) at ee > Lo (MR 2 Es Vv+n Te 
29 LT D lis RESET E 
an (1— x)" an HI (1— x)"+1? 
n=0 n—=0 
2 == 60 n= 
(24) ( DC AE BER. v+n—i\ grt 
2 — rx) — 
‘ seed 2n (ery = igh aa (1 — æ)r#1? 
n=0 a0 


dont le domaine de convergence est en général l’intérieur de la 
courbe K(4). Dans le cas où » est un nombre entier, et seulement 
dans ce cas, le domaine susdit est l’intérieur d’une courbe K(r), 
ou 7 peut être pris arbitrairement grand. Dans ce cas les séries en 
question sont finies toutes deux. 


Exemple 2. — Soit p un positif entier ; la fonction 
Jol) = | Joe Zr) 


satisfait, en vertu des expressions (6) et (7), à l’équation fonction- 
nelle 





fol =) = Sola), 


ar — 


ce qui donnera des séries de la forme 


nzo 


(233) los -a)r= ya, (2), 


10. 


x 
1— 2a x 
2 \ TANT 
Ball ) ? 


(26) — [log Ye ( Rd rec 


n=0 





dont le domaine de convergence est toujours l'intérieur de la 


courbe K(4). 
Posons dans (26) p = 0, nous aurons ce développement particulier, 


curieux, ce me semble: 





(27) — log(ı- x) — 


0 

1— — Zn=» 

( =) v (aa Ori) ni eens 

i—a2 i (an-+ı)! \1—x) ? 
n=0 


A ail 
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d’où respectivement pour 


/ 
t , Tel IE 
| - re med 


=e, : = 
Well 





les series numériques suivantes 





4 x Seonen!n! I 
(a A ae De re (an -+ı)! ar’ 
= 0 
oT 0 n!n! 

(29) 3/3 ~ at (neil All 

I 3 + VD (—1)"n!n! 
(30) Ts (ÈS 2 5) = eat al (an+1)! 

Posons ensuite 

(31) = Szene, 


nous aurons, en vertu des formules (10) et (14), ce théorème remar- 
quable : 


A. Toute fonction analytique 9(a), régulière a l'intérieur d'une 
courbe K(r), est dans ce domaine développable en séries comme suit : 


7.208 n=& 
; a?2n+1 
(32) p(x) = = Mi An Ga ya+n + Bar WER (1 — v)%rnri 2 
n=0 n=0 
Je — 00 r= 6 
rn gern Hi 
EN ! 
(33) BODEN, i (1— a )*rari + BG TS 
n=0 n=0 


Dans ce théorème il faut généralement admettre r<4; la seule 
exception est le cas particulier où la fonction f(x), définie par la 
formule (31), est régulière dans l’intérieur d’une courbe K(r) 
CUP re 

Quant aux coefficients des series (32) et (33), nous aurons, en vertu 
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des formules (12), (13) et (18), les expressions suivantes : 


(34) An — 


D?”[Cı re a) ! *o(2£)|a—o, 


(an)! 
(35) B,— Sa D2"*![(1 — 2)" @(a) leo 
(36) Bi == crest pee [(1 =. LÀ Lot OCS) lees 


Enfin, nous avons à appliquer l'identité évidente : 


X 
I 
2 x x“ 


DO epee 
1— 2 N se 


où les racines carrées sont à déterminer, de sorte qu’elles auront, 
pour æ— 0, la valeur commune +1, le procédé appliqué dans la 
démonstration du théorème 4 du paragraphe VI donnera ici le 
théorème analogue : 








5. Toute fonction analytique f(x), régulière aux environs du 
point x = 0, est développable en série de la forme 


N 


x n 
(37) f(x) DC. Ss! 


n—0 





dont le domaine de convergence est l'intérieur d’une courbe K(r), où il 
faut en général admetire r=. 


Le seul cas possible, où le domaine de convergence de la série (37) 
peut ètre plus étendu que l’intérieur de K(4), est celui où f(a) 
satisfait à la première des équations fonctionnelles (21) et où f(x) 
est, de plus, régulière dans l’intérieur d’une courbe K(r) pour r > 4. 

Il est digne de remarque, du reste, que ce cas particulier ne peut 
pas être traité directement par la théorie générale des séries de 
Burmann. 

Quant aux coefficients A,, nous aurons, en vertu de la formule (4) 
du paragraphe I, 


(38) A,= DE TOI 
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L’application sur la série (37) de la transformation (31) est évi- 


dente. 


Exemple 3. — Nous aurons, en vertu de (38), 


1» 
A y+ 1e ny 
(39) ae —— ie 
am 2) + \ N PERL 
L=0 (1 — x) 2 


où le domaine de convergence est l'intérieur de la courbe K(4). 


XI. — Séries de fonctions hypergéométriques. 


Posons, comme dans les paragraphes V et IX, 


Pee fo)=No,an 
n=0 Fer 
ou 
(2) a, Visit a) Tren)... Tap n) 
“ TBi+n)T(S+n)...L(B,+n) ” 


nous aurons 


(3) J (x) = d,(%, B)o(z). 


Les coefficients des deux developpements 


nz» 


a x? girl 
(4) Q(x = se. +), Br (1 — z)rrı 
n—0 r=0 
nz» = © 
= A een GES dE a 
(5) PE DA re age 
n—0 n—0 


qui ont le même domaine de convergence Q(r), se déterminent, 


en vertu des formules (34), (35) et (36) du paragraphe X, comme 


168 NIELS NIELSEN. 


suit : 
u E a-+ n 
(6) | Anz >= (= 1)° ( 5 ) Dans, 
SD 
s=2n+1 
> GERIET 
(7) Da > (— 1» 5 ) Dani 
Nein) 
s=2n+1 
' fan +1 
(8) Bee N un : Jen 
SD 
Posons ensuite 
x?" q+ 


(9) Fera(v)=6,(a, B) Fans lei laß) C— 


(1— ax)” x)? 
puis définissons par les conditions 


ITR 





en 


DIS 


2 


le positif entier 2’; nous aurons pour tous les n 


St 


, Ss fatni+s—1 
(io) F(z) =D ne 
s—=0 


Tia, +n+s)T(a+n+s)...T(x,+n+s) 
F(Bi+n+s)T(B;+n+s)...T(B,+ 72 +5) 





alt+s 
Ne 


d'où particulièrement, si nous posons p=1 et, =ß,8,=Yy, 


(11) Fa 2) = pre sta n! B+n,y+n, x). 


Il nous reste à déterminer encore, sous forme commune, la fonc- 
tion P,(æ), définie par les conditions 


x? 


(12) D,(æ)—0d,(0, Pant Dire) Fete) 


A cet effet définissons, à l’aide des conditions 


R+Hic ,-n+2 








~ 
D 
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UA 


le nombre entier 7”, nous aurons pour tous les z, 


+ at+n"+s—i\ Ka tr +) +n-+s)...Tla,+n a 
urs) = s ) ((6,+2-+s)P(6,+n-+5s)...0(6,+2 +s) es 
s=0 


de sorte que la fonction particuliére correspondant a (11) devienne 


T(6+n) 


(14) SEM 


a" Fla+n",‚B-+-n,y+n,2) 


Cela posé, notre theoreme général 2 du paragraphe II donnera, 
en vertu de (4) et (5), ces kan développements : 


(15) VE SAE = EC ey 


où nous avons posé, pour abréger, 


sn 


D fern —1\ Tiana —s). (%,+n—S) 
(16) A,=>\(—1) ( R ee en een Bun 
s=0 
nes ; a+ n' ee ann, 
(17) = ( 5 ree es Liege er 
sO) . 


Posons p = 1, nous trouvons les séries particulières 


(18) Oe F(a+n',B+n,y+n,x), 
n=0 
(19). Se) = SHOT penn} 
où il faut poser te 
ee (erp 
ec) nei Ne iR 
s=0 
ne RE 
(AD) Sie 
s=0 
n 


Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Avrit 1913. 22 
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De plus, nous savons que les nouvelles séries ainsi trouvées ont 
le méme domaine de convergence Q(7) que les séries données (4) 


RICE 


Ces remarques faites, nous venons de démontrer le théoréme suivant: 


1. Toute fonction analytique f(x), régulière aux environs du 
point x = 0, est developpable en series de la forme (15), (18) et (19), 
dont le domaine de convergence commun est l'intérieur d'une 
courbe K(r), où il faut admettre, en général, pour x 0, r£4. 
Dans le cas particulier x = 0 le domaine de convergence susdit depend 
seulement de la fonction 


(x) = p(B, «) f(x). 
Exemple 1. — Les formules (23) et (24) du paragraphe X nous 


conduisent aux développements suivants : 


n— 


(22) Fia-bw, 6, y, a) DH Pian’, 6-7, y +n, 2); 
n =0 

(23) F(a + v,6, y. 2) = D B,2r F(a +n", B+n,y+n,2), 
R=) 


convergents à l’intérieur de K(4), et où nous avons posé 


(ne) (a 
Veen n V7) 5: n 
(cae) ee 

Il est évident que le théorème précédent nous présente un nouveau 
cas particulier du problème général énoncé dans le paragraphe X. 
Du reste, il saute aux yeux que ce cas particulier est plus compliqué 
que celui mentionné dans le paragraphe I, parce que la fonction qu’il 
s’agit de développer ne détermine pas ici généralement le domaine 
de convergence des séries obtenues. 

Il nous reste encore à appliquer le théorème 5 du paragraphe X. 
A cet effet, posons 


(24) | 





W(x) = dp(a, B) Ger 


i Oe 


\ 
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nous aurons 
ek) n x 
» “+ —-+s—ı\[(« peed Meee an 
Cy A SS 2 SIDE RES rea on PTS) 
KB +nr+s)...I(ß,+n-+s) 


+S 6 
’ 


S—=0 
d'owen/posantn= ir, a; —0,0,—Y, 


N C(6 +n) 
9 EC = a et 
(26) I T( ye 


n n 
F A+ Sr P+n,y+n, x ; 
d'où, en vertu de la formule (37) du paragraphe X, le théorème : 

2. Toute fonction analytique f(x), régulière aux environs du 
point x = 0, est developpable en série de la forme 

“| 

(27) f(x) = ŸA,V, (x), 
dont le domaine de convergence est l’intérieur d'une courbe K(r), 


où il faul en general, méme pour à = 0, admettre r= 4. 


On voit que les coefficients de la série (27) deviennent assez com- 


pliqués. 


Exemple 2. — La formule (39) du paragraphe X donnera la série 
suivante : 
r= © 
> . fits 
(28) F (a rd; B, 1: x) = > Aux" I (= 25 Ae B pees i malt; 2), 
n=0 


qui est convergente à l’intérieur de K(4), et où il faut poser 


B+n—1 
7 rn 
2y y = n 
(29) D a a ee ee 

DVI =n (| 
N Je 


7 


_— — —_ —__ 














SUR, QUELQUES POINTS 


DE LA 


THEORIE DES TRANSFORMATIONS 
DE BAECKLUND; 


Par M. J. CLAIRIN, 


Professeur a l'Université de Lille. 


J'ai indiqué dans ma Thèse (') plusieurs propositions générales 
relatives aux transformations de Bäcklund, principalement à celles qui 
sont de première ou de seconde espèce, c’est-à-dire qui sont telles qu’à 
chaque intégrale de l’une au moins des deux équations transformées 
corresponde une seule intégrale de l’autre équation; depuis cette 
époque, j'ai obtenu quelques résultats nouveaux que je me propose 
d'exposer dans le présent travail. 

Le plus intéressant de ces résultats parait ètre le suivant: j'ai déjà 
établi qu’une équation aux dérivées partielles du second ordre à deux 
variables indépendantes, qui possède une famille de caractéristiques 
du premier ordre, dérive toujours d’une infinité de transformations 
représentées analytiquement par quatre équations entre les coordonnées 
de deux systèmes d'éléments du premier ordre; je montrerai plus loin 
que, parmi ces transformations, il y a toujours, sauf dans un cas 


(1) Annales de PÉcole Normale supérieure, 3° série, t. XIX, suppl., 1902. — Dans les 
références qui seront indiquées au cours de ce travail, je désignerai les pages de ma thèse 
par leurs numéros dans le volume des Annales de l’École Normale, il faut augmenter les 
nombres de quatre pour avoir les numéros des pages correspondantes dans le tirage à 
part. 
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particulier, une transformation de Backlund de première espèce ('). 

Je ne définirai pas à nouveau les notations qui seront employées : 
ce sont les notations ordinaires dont s’est servi M. Goursat dans son 
grand Ouvrage (*), j'ai moi-même rappelé leur signification dans ma 
Thèse et au début d’un Mémoire récent inséré également dans ces 
Annales (*). 


1. Supposons que l'équation aux dérivées partielles du second 
ordre 


(e) FIRE, INR SI) =o 


possède un système de caractéristiques (C) du premier ordre corres- 
pondant à l'équation différentielle 


dY=Mmuz, 
où m désigne une racine de l’équation en À 


of CT 
2 os ath! 


si représente la seconde racine de cette équation (‘),(¢) possède un 
autre systeme de caractéristiques (I) défini par l'équation 


Imaginons que (e) dérive d'une transformation de Backlund de 
seconde espèce déduite du système (C) de caractéristiques, soient 


aia f1(2, 7; 5, P:4; 2e) VE far, Vs 3, P; qs z'), 
P'=Sfs(2i¥1 5) P1932), VHS Lr 7,3 Ps 73 3") 


of, Ofe».\. 
(4 ds! us Os = 1); 


les équations de cette transformation, (e) résulte de l’elimination 





(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 3 juillet 1911. 

(2) Lecons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre. 

(3) Annales de l’École Normale supérieure, 3° série, t. XXVII, 1910, p. 451. 

(*) Nous ne nous occuperons pas du cas où les deux racines de l'équation en À sont 
toujours égales. 


wt 
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de 3’ entre 
(1) B+ar+f6s—0o, C+as+ßt=o, 
où l’on a posé 
ABZ) ee 


re ER 
ead Op el, Op’ 





a If: 
B= f, Ste le 
Par hypothèse z'(x’, y’) satisfait à une équation de Monge-Ampère(e’), 
il est permis de supposer cette équation linéaire en 7”, s’, t’ et de l'écrire 


(er) r'+(m+u)s + mul+M=—o, 


m', &, M’ désignant des fonctions de x’, y’, 3’, p’, g’. On peut cal- 
culer x’, y’, 3’, p’,q en fonction de æ, y, z, p, 9; s, £, 2’ étant tiré de la 
deuxième équation (1) et remplacé par sa valeur dans /,, fa, fa, fi, 


w= Wy (2, Jy 5 Py Js 8,0), 
¥' =v2(2,Y, 5; Ps q 5, €); 

(2) a=W (2,9, 3,P,9,8,¢), 
Ph» SP pt) >). 


Aux caractéristiques (C) de (e) correspondent des caractéristiques 
(C’) de (<’) le long desquelles 


i (St) +m ( TE) + (mp) (mat mm) SE (SE) 





AU dy dy 
fee dy, di Ov Ov, (df 
ar wy) ton) as (Poa ma) GE (Fy) 


(<’) contenant linéairement les dérivées secondes de 3’, m’ dépend de 
«,y,z,p,g seulement; si ces quantités sont remplacées par les 
expressions (2), 7m’ devient une fonction de x, y, z, p, 9, 5, t, les déri- 
vées troisièmes de s n’y figurant pas. D'après (3) cela ne peut arriver 





(1) Thèse, p. 8, 1 
(2) Ibid., p. 26. 
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ERBE 


d =. 
di + m ayı CAT 
dx dy Os 
est satisfaite, m’ est alors égal à la valeur commune de ces deux rap- 


ports. 
db, et Ÿ, s’obtiennent d’ailleurs en remplaçant 3’ par Ÿ dans /, et fy, 
par conséquent 


que si l'égalité 














Ov, Of: 
ie os _ OZ 
+ UT ma 

Os Oz! 


Les formules qui servent à calculer 7’, s’, € (') donnent l’expression 
de M’ en fonction de x, y, z et des RUE de z si l’on tient compte 
de (<’); d’ailleurs, M’ ne peut dépendre que de a, y, 3, p, 9, 5, t puisque 
les expressions de a’, y’, z',p', q ne contiennent pas les dérivées de z 
d'ordre supérieur à deux. Le calcul n'offre aucune difficulté et montre 
que M’ se présente sous la forme d’une fraction dont les deux termes 
sont linéaires par rapport à p,, + mp,:, M' qui est indépendante de 
cette quantité a nécessairement pour valeur le quotient des coefficients 
de pis + Mpo au numérateur et au dénominateur; il vient 





Ov, ! dvs Of, n Of; 
1 Sen CF ee as 
ae rer; 

Os 03! 


puisque Ÿ,, ,, L, s’obtiennent en remplaçant =’ par Ÿ dans f,, fs, fi 

Ces égalités expriment que la multiplicité formée par les éléments 
(x’,Y', 3’, p’, 9’) qui correspondent à un élément (x, y, 3, p,q) est une 
multiplicité caractéristique de (e’), car les coordonnées de ces élé- 
ments satisfont aux équations 


AY ae dp + wWdg +M=o 


des caractéristiques du systeme (C’). 


(1) These, p. 28. 
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Le raisonnement précédent ne suppose pas essentiellement que la 
transformation de Backlund considérée soit de seconde espèce, il suffit 
que z'(x', y’) satisfasse à une équation de Monge-Ampère : le résultat 
que nous venons d'établir subsiste donc pour une transformation de 
première espèce si celle-ci fait correspondre a (2) une équation de 
Monge-Ampère. 


2. Une équation aux dérivées partielles du second ordre (e) qui 
possède une famille de caractéristiques du premier ordre peut toujours 
être considérée comme dérivant d’une transformation définie par le 
système 
(4) ne Y= SAL Ys FP 735"); 

P = f3(2, 7, s,P,9; 3"), g = fx, ); Sy Ps 7s 3‘), 


(455 + Bh =): 


pour le voir il suffit de remarquer qu'une équation de l’espece indiquée 
est le résultat de l'élimination de 9, n, €, & entre 





Gr-+uns+C=0, Os nt +i=o, 
®,(zx, y, 3; Ps VE 0, Ny Gye) — 0, Die, HT, 3,P, 1; 0, N, 5, E) = 0, 


®, et ®, désignant deux fonctions homogènes de 9, n, €, £, et 
qu'elle sera identique à l'équation deduite du système (4) si l’on a 


(5) Dir, y; 2#p,9,a,6,B;C)=—0, ®,(zx, y, 2; Ps Gx Gs 0, B,0) = 0 


en appelant B, C, x, 8 les mêmes quantités que précédemment. 

Apres que f, et /, ont été éliminées entre ces deux équations, ce qui 
est possible puisque ®, et ®, sont des fonctions homogènes de ces deux 
quantités, il reste une seule équation qui contient outre æ, y, 5, p, q 
les dérivées premières de /, et /,, une de ces fonctions ayant été choisie 
arbitrairement l’autre doit satisfaire à l'équation qui vient d’être 
obtenue; une fois que /, et f» sont déterminées, f, et fs sont données 
par le système formé de l’une des équations (5) et de 


1 Of» 
(6) Ba 








(1) These, p,: 12, 
Ann. Fe. Norm., (3), XXX. — Avrır 1913. 23 
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Nous nous proposons de montrer que, parmi les transformations (4) 
dont dérive l'équation considérée, il ya en général une transformation 
de Bäcklund de première espèce. 

Les équations (4) définissent une transformation (B,) si le détermi- 
nant 





AS 





df; (af; Of; Of; a ; a 
(Fe) be Op dq | (TE ee PD) 


est nul, c'est-à-dire s'il existe une relation linéaire et homogene entre 
les éléments de chaque ligne. 

Remarquons que les éléments de la troisieme ligne de A peuvent être 
remplacés respectivement par 


Of, (dfs Of, (df, Of df, Of: (af, 
02 ei 3 02’ \dx 03! \dy | 03 \dy 1 


Of, Of; Of, Of, Of, Of Of, Of, 


TATE. 


93! Op Os! Op ds! og Os' Og 

















et ceux de la quatriéme ligne par 


u u; 2 Er, +0 ee 











ou 





ee À; d 4), 0 fs oO fs 


dx fi] \dy fu) Op fy 99 Ss 


De plus, en derivant les deux membres-de l'équation (6), il vient 
Of, ( dfs Of, (af, df FPE Re AO 
oz (de) T 9z' Cae ae ih GE: dx } |’ 


Of, Of; QU Of, __ “ol U yee 0 Ofs 
05 Op “sepa Nos op Tas 0p 

















et deux autres relations analogues obtenues en remplaçant x u y 


et p par q. 
L’equation qui exprime que le système (4) définit une transforma- 
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tion (B,) est done 














df df; af, of 
(Ze) (; iy) Op 0q 
df; (2) of; af 
(7) (2) Op 0q re 
0 (df, a (2 fa dfi 2, 9 of; Ono, 0 Of, 0. Oly ee : 
fra PVs * az! + * az! er air Fr = (ast) fs Os! Op el Fa! 03' Op Seay 02'099 A 03! Og 
darf; d fs d fs def: 
(de 7) = 6) op Fi 94 fs 


Nous avons déjà dit que /, et f, satisfont à l’equation obtenue en 
éliminant /, et /f, entre les équations (5) : imaginons qu'on ait 


Ss 


résolu ces deux équations par rapport à A qu'on ait tiré de la pre- 








mière 
ies df, df, ‚oh, ofr dfs df\ Of, fs 
7, —H;|%,7;,5, 0,9: (2) dy Hop 9 da)’ dy à Op ; O”q | 


et de la seconde 


a 2), (Sh), a, ah, (2), (Lr), Ye, We) 
ae a BIN ge dy)” op’ dq’ \dx}’ le op’ 04. 


Ss 


En égalant ces deux expressions de Fon a 





(8) H,—H,=o, 


pour abréger nous désignerons par G le premier membre de cette 
équation. 
H,, H,, et par conséquent G, sont évidemment des fonctions homo- 


a (2) Of: Ar 


et des fonctions homo- 





rss) 





gènes du premier ordre de ( 























dx dy) op oq 
: df, df; of Of 
gènes d’ordre — 1 de (LE 2) (7) OR - Remarquons aussiqu’on a 
3 OH, OH, OH, OH, 
Ho) ok oe 
(9) PE 
OH, OH, OH, OH, 
af dfs If: Of, 
4 (2) Ë ie g Op g oq 
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il suffit, pour le vérifier, 


d'observer que H, satisfait à l'équation 


fers tal Se) + (ae) O(a) + (Gy) 


H ER 





et qu'en posant 





H, (2) + (3) = Ur, 
dx dx 


on trouve : 








ob, 
df od, 
oll eee oe) rf: Da OH ee 
Be AR at Lo AN 
(2) oH, OH, & 


en divisant membre à membre, on obtient, 
OH, 

= 
(7 
oH, 

/ l a 

(5) 


dx, 





= H,; 





on igi 
Op epee 09 











If; 
0%, 

NGS) 2 
a du | 
aa, Oe 
OH, 0H, 


on opère de même pour les autres rapports qui figurent dans les éga- 
PI 5 5 


lités (9). 


On a des égalités analogues en remplacant H, par H,, d’ailleurs, 


d’après (8), on a aussi 

















OG OG 0G 0G 
dx Alan Op 0q 
(10) EA PR ee 
OG OG OG OG 
df af, fie gon 
AE EE re 
Multiplions par 
OG 0G OG 
ACS) af ofr ‘ 
dx dy Op 


— H, — He 
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les éléments de la premiere ligne du déterminant A et ajoutons les pro- 
duits, il vient 


(4 0G +); OG [R Of, OG Pr Of, OG 
da tan df Op Le 0q Porn 
dx der Ney 


— G —o, 





dy 
en appliquant le théorème des fonctions homogènes et tenant compte 
de l’équation (8). 

Opérons de même sur les éléments de la deuxième ligne, d’après (10) 
le résultat est 


[stig (he 


ae Oa 











Passons a la troisiéme ligne, nous trouvons 


df, OG dfi\ 0G 9 Of, OG 0 of, OG 
>. (CE Fat oe 2, PT HH. 
dx ) O(a Op 0q 


174 (SE) 0G (SE) OG | 0 Of, OG f 9 df, JG 
03' ne) 03! \dy o() 0s' Op gah 0z' 0g geh 
(A dy Op oq 














et en divisant par /, 


















































eas 0G = = OG ee 0 joe OG © 0 of, OG 
ds! df, dy ay, Opes be Uf, 
Ae ee er pees 
dy Op 0q 
I df,\ OG df;\ 0G 0 df, OG 0 df, OG 
m wa Ge 2) NE Pr: ve df\ ds! Op poh os! 0g dq 2 
eV) 7 % 
ou 
Ed) OG = (5) 0G Ga 0 df, OG ri 9 Of, OG 
0z' \ dx df; dy ) er d3' op oh cds’ dq gh 
dx dy u: OSE 
0 (df, OG 0 (af. OG 0 Of, OG 0 Of, OG 
+ = (— A ee te 
03! \dx Car 





df" 05 Op Of, 0 04 Un 
(Se) Op 0q 


+ 
df, Os 
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d'après (ro). Cette expression est la dérivée totale de G par rapport a, 
elle est donc nulle. 

Pour que le déterminant du premier membre de l’équation (7) soit 
nul, il faut et il suffit que la relation linéaire et homogène à laquelle 
satisfont les éléments des trois premières lignes soit également 
vérifiée par les éléments de la quatrième, c’est-à-dire qu’on ait 











aG (Zar CAE 06 0 fi, 06 0 fi 
0 


df, dz fl df, dy f, Of: op fi Of 07 haa 
OV sees ae 0 À — 
dx dy Op 0q 


ou en remplaçant a par H, 
4 





ve 0G en ae OG u 2 


NEA Nr ae 
Te dy 


dx dz. 
OG di, OG dH, 


9 1 9 
dp 0q 


(45 





f, et f, doivent satisfaire en même temps à (8) et à (11). 
Le premier membre de (11) contient les dérivées du second ordre 
de f,, f2, mais si nous en retranchons 


OH, en 2 oH, (oe dG\ | OH, dG | dR, dG 
‘ 22 dz Pa (thy \dy Ta D dP Of dg’ 
dx dy Op 0q 

dG dG 


yon 


quantité évidemment nulle puisque G et par conséquent —,— 
| pulsq P equent > dy 
sont nulles, il reste une équation entre +, y, z, p, g et les dérivées du 
premier ordre de f, et f,. Le calcul n'offre aucune difficulté, après 





(1) H,, Hs, G et d’autres fonctions qui seront définies plus loin dépendent de x, 7, z, 
P; q directement et par l'intermédiaire des dérivées de f1, fa, nous désignons par ae - 
dH, ARE: ‘ one = 
aie les dérivées totales calculées en appliquant le théoréme des fonctions com- 
posées. 
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réduction l’équation devient 




















OG (Se ou, OG (= OH, =) OG on, OG 0H; 
0 df, Ë (A) 1 05 9 op jos 0q 
ee (7) Br pr 
(+ OH, vs (5 i dG OH, _— oot OG OH 
0x | Os a( dy 7 DEAN dfi TES 0q phi 
dx (: ae Le 
JG OH, ie OG OH: a 0G OH, Er 0G OH, Of, 
“en ae 0g ar ax, Lae dy 0q 
OG OH, EN 0G OH, 0G OH, ee 0G OH, lof ay 
0 2 ds read Taf gen los? 
(2) 929g ° Ga : (iz) 7 (7) 2 0g 


ou en remplaçant G par H, — H, 


i oH, OH, AE OH, Gr +) 
Ox ce! 03 






































d (df, dfi\ \ oy FT Os 
(Ge dy 
OH, OH, we OH, Ot, (im 22 OH,\ dH, 
,9f; Op oh dog da Po df, 
d -— ot 
Op "or eo 
_ {0H eh OH, OH, OH, — Ou, dH, 
m beads (Li Ip yah 04 jh 
= Op 0q 
OH, OH, OH, OH, 
(12) so (PY) TAN 
Op dx 0q (a) 


df, 59 ‘dfi\ af, | 02 
RUE 
OH, OH, , OH, 0H 
"12; (A) 1) LR (6) 
| Op ax 0q dy 
| _ OH, OH, 0H, OH, of _ 
d Of ai poly oz 
| CECI IL 


3. Les théoremes généraux de Cauchy ne peuvent s'appliquer au 
système formé par (8) et (12); pour nous en assurer reprenons les 


dH, oH, au, ra | 
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équations 
(13) PD, (2, Y 2, P; VE 8, N, ER &) — 0, P,(x, SAR 3, P> vB 0, Ns CA &) — O 


qui avec 
Or ENS EC, 0s+nt+Ë—=o 


définissent l'équation du second ordre donnée, sans restreindre la 
généralité nous pouvons imaginer que ces équations aient été mises 
sous la forme 


É—9,(æ, y; 2, P, 9; 0, 10, E—-o(2,Y, 2, P, 4; Pi) = 0: 


Les équations (13) sont en effet resolubles par rapport à €, € à moins 
qu'on ne puisse éliminer simultanément ces deux quantités de 
manière à obtenir entre x, y, 2, p, 9, 9, n seulement une relation d’où 
l'on deduirait 


=O(2, y, 5, Ps): 


D] 3 


Le système de caractéristiques du premier ordre de (e) serait défini 
par 
AV = QE 7, 5; D, Grad, 


on peut toujours revenir au cas où il n’en est pas ainsi à l'aide d’une 
transformation de contact. 
H, et H, sont alors données par les équations 


B— 9,(2, Ys Fy PP» WF by, C— 9,(2, V1 Fy Ps I, à, Do, 


a, B, B, Cayant toujours la mème signification. Le calcul des dérivées 
partielles de H,, H, ne présente pas de difficultés, quand on remplace 
ces dérivées par leurs expressions dans (12), il vient 





1277 0s. Op 0x ao 02 Node \ da Op 


/ 0%, 00: 99: JQ» \ ( Of, 2) 
A1. eu 2\(H ant 
(14) 08 Og + (5 Se N + 


dpi se 09, 09 09, 09: 092 ‚99: O91 092 





PA 03 
) 9 Of Of, 
= («, Y 3: P, q HS IDE Of» oh Afr 2) 


dr. 05° Op’ 0q da 03 Op’ 0q 








en tenant compte de l’egalite de H, et H, [équation (8)]. 
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Dans le premier membre de (14), «, 8 doivent être respectivement 


remplacées par H, ” + an, 2 2 dE. Si 


que H, satisfait aux égalités (9), on vérilie aisément que 


l'on remarque en outre 




















oM oM oM oM 
N TIRE COTE 

(15) ee ee OH 
DM aes OMe es M ieee OME Se 
‚fr of: If: If; 
er 7 03 9 Op 0 0q 


Il est donc nécessaire d'étudier directement le système 




















Gr LUN DR de da th ah) 
(16) on de 0p, 07, 0 070 032 dp) dq 
10 
= Of, Of, Of, Of, Of, Afr fs F)= 
| MEHR REDE Sos Se SE, SE, SE, Ee, de, dE sn: 
: : À D(G, M) 
puisque tous les déterminants fonctionnels tels que Tor, of sont 
JA 2 
2 (3 =) 


nuls. 
Eerivons la combinaison 


a dG OM 0G dM 0G dM 
7 jo Ah de” Of, dy 
Ox Ox oy 


dG OM dG aM dG 0M 


dz df Ih as "ap ooh 
03 Os Op 





il est facile de voir que, dans le premier membre de cette équation, les 
dérivées secondes de /, et /, disparaissent; pour ce qui est des dérivées 
de f, nous remarquerons que l'expression précédente est la parenthèse 
(G, M) formée en considérant (16) comme un système de deux équa- 
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tions simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, la fonction 
inconnue étant f,, quant aux dérivées de f, calculons les coefficients 


de 22 RER 0? fs 


nous trouvons 
dx? ’ Ox 0x Op’ N 


0G OM 0G OM 


Ox Ox 0x bp 
0G OM OG OM OG OM OG OM 


et wo Por rer à en 
dx 9x Op DC sp Op Ox 





quantités nulles d’après (10) et (15). 
(17) se réduit ainsi à une équation entre x, y, 5, p, q et les deri- 
vées du premier ordre de /, et f,, nous l’écrirons pour abréger 


(18) Ne,» 5 PD Ox’ dy’ ds’ Op’ oq’ dx’ dy’ Os’ Op’ 0q 








ah, Os, Ws, Br, Df, Ne, We, Ms, Oe, Wi) — 


Considérons le système formé par (18) et 














| db, Ui, tr, dh, ah, os, dfs, Ye, Ws, Be) = 
(19) G(« Pur ” dy ds op dq ox’ dy’ Os Op’ dq % 


nous venons d'indiquer que N est identique à (G, M), cette parenthèse 
étant prise de la manière que nous avons expliquée comme toutes 
celles qui interviennent dans le raisonnement, G représente la 
différence 

H, — H,; 
(18) s'écrit done 


(18) (H,M)=(H,,M): 


Remarquons que, d’apres la forme du premier membre de (14), 


M est une fonction de a, y, 2,9, 9 a, B, H, + ao les lettres «, 6 


+ Ye aia of: 


lé oO € à —— —— 
designant respectivement H, a aa 


placer H, d’après (8); remarquons aussi que H,, H, sont déterminées 


» ou H, peut rem- 
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par les équations 


(EB) nennen nl) 








Op Me 97 
df (2 om af, 1 fi ce) — 
He 5 =) Sir 2) Os («, WS 5; P; UE H, Op op 2 m be Og es 0, 


qui permettent de calculer les dérivées partielles de H,, H,. 
Après développement des deux membres, (18°) devient 


oM OM 0M oc, OM dg, 


























OS) Von +P Os Op dx 07 08 
izes sie 09 nee re 2 aM 09, 
0B+ da) dz Oa \ Op DE Os 05 oq 
df afı 991 dfi 991 
(ue) Op da og 06 
! OM OM OM 09, OM dv | 
| ay 4 0s ~ Op 0x 0g 06 
do 09,:\09, OM do. OM/d9, Of, Of: 
| + (5 a à) rg Op 5% DT PUS 2) 








(2) Af, Og. dfi 99: 


27: NO VTT E nog 06 


quand on a supprimé de part et d’autre les facteurs égaux H,, Hy. 
Si, dans les deux rapports précédents, les numérateurs ne s’annulent 
pas, on peut imaginer que l’equation (18”) obtenue en les égalant ait 





ke NE 
été résolue par rapport à Dy 


us 


puis qu'après avoir remplacé cette dérivée 





par sa valeur on ait tiré „ de (19). D’apres le théoréme de Cauchy, les 


équations (18), (19) OTR deux intégrales f,(x, y, 2, p, 73 3'), 
fa(X, Ys 2, Ps 73 3) qui sont complètement déterminées par la condi- 
tion de se réduire à deux fonctions données w,(æx, 2, p, 93 2), 
(a, =, p,q; 3’) pour une valeur particulière y, de y. Supposons 
que ©, et w, mises à la place de /,, /, annulent l'expression M où l’on 
attribue à y la valeur y, et montrons que les intégrales f, et f, cor- 
respondant à ces fonctions w,, ®, satisfont à (14) quelle que 
soit y. 

En effet quand on substitue dans M à /,, /; des fonctions quel- 
conques de æ,y,3,p, 9,2, M devient une fonction u.(x,y,2,P,9;=) 
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eae dM dM sal pe 
et les dérivées que nous avons représentées par — , ——» + deviennent 
de dy 
96,26, D'après l'expression (17) de N, si /, et /, satisfont à (18) 
Ox. oy’ P ¢ P 7 7 , E { J2x¢ » a 


et (19), & est une intégrale de 











OG dp. OG Op. 0G ee. 


0G dn 0G op 06 Oe, OG op 5 
gh Ox g 2 OY 9 WA 93 gah Op gh oq 
Ox oy 03 Op oq 
: Rees fay xe A Rien EA 
puisque les dérivées —, 2 sont alors constamment nulles. II 


n'existe qu’une intégrale de cette équation qui s’annule identiquement 
quand y devient égale à y,, c’est nécessairement l'intégrale évidente 
zéro. D'ailleurs on obtient u(x, y,,2,p, 9; 2) en faisant dans M la 
substitution indiquée plus haut qui consiste à remplacer y, /,, /,res- 
pectivement par y,, &,, ®,, les fonctions f,, /, sont donc des intégrales 
de (14) si leurs valeurs initiales w, et w, satisfont à la condition 
énoncée. 

Vérifions que les valeurs initiales pourront toujours être choisies 
comme il vient d’être dit : il est facile de voir que l’equation 


(30) 2 Sal (ee 5p Ao, doi Aw, doi dos Aw. Jo, dus) _ | 
2 Ea FIN Je Do 07 dx) det dp 007 = 











= AQ L ae p Ps 00» WAR a > z 
est toujours résoluble par rapport a ou ZZ La forme du premier 
OM OM yep, 
membre de (14) montre en effet que p — et —— différant de 
à a. d Ga 
Ox Os 
99 _ 0, cet tité t s’annuler identi t si 
96 — ga’ cette quantité ne peut s’annuler identiquement que si 


2,(2,Y, 2, Ps 0,N); P2( X,Y, 3, P3 4 0, N) sont les dérivées partielles 
par rapport à 9, n d’une fonction Ÿ(x,y, z,P,9,9,n) (?). L’equation 


of, of; Of, fs 


1 , imaginer hig ate pi wining mel BION BLO 6 
(1) Il faut naturellement imaginer que ae Inder aient été remplacées 
0G 0G 
par leurs valeurs dans BC, te » +++ comme dans M. 
d oft 0 Oh 
dx oy 


(2) La fonetion Ÿ peut être supposée homogene et du second degré par rapport à 9, n 
puisque 91, #2 sont homogènes et du premier degré par rapport a ces quantités. 
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du second ordre donnée résulterait alors de l'élimination de 0, n 
entre 


Ov Ov 
Or+ns+——=o DEN — == 0 
Ar Une 04 ; om {Ne re a ) 
ou encore, en regardant r, s, ¢ comme les coordonnées cartésiennes 
d'un point dans l’espace, l'équation du second ordre représenterait 


l'enveloppe des plans 
Pr+20ns+nt+V(x, y, 5, p;q, 0, n)=0 
qui sont toujours parallèles à un plan tangent au cône 
TUS seo, 


les deux systèmes de caractéristiques de (e) ne seraient pas distincts, 
nous avons écarté ce cas. 

OM 0M 
Ox 03 
toujours possible de prendre pour w, une fonction quelconque de x, 


=, p,q, 3 et de déterminer w, par l’equation (20). 
1) 2 


Les dérivées 





ne sont donc pas toutes deux nulles, il est 


4. Examinons maintenant le cas où le numérateur de l’un des deux 
membres de (18”) (pour fixer les idées, celui du premier membre ) est 
nul quand /,, /, satisfont aux équations (16). Cela revient à supposer 
(H,, M) nulle en vertu de ces équations. 

Appelons À une constante quelconque et écrivons le système 


(21) Hiss, Hye i) M=o 


nous allons lui appliquer un théorème démontré par M. Riquier ('); 
nous conserverons les notations employées par ce géomètre. 
On peut imaginer que l’équation 


M=o 


1) Les systèmes d'équations aux dérivées partielles, p. 387 et suiv. 
) 1 I ; 7 
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ARS 10 
ait été résolue par rapport a ue 





+ et qu'après avoir porté l’expression 
obtenue dans 
Hiya 
AR 
on en ait tiré 21, quant à 
Ox 
= 


OY OT 05-20% 


elle est résoluble par rapport a sont les dérivées prin- 
cipales du premier ordre. 

Si l’on attribue à chacune des variables a, y, z, p, g et à chacune 
des fonctions /,, f, une cote égale à l'unité, tous les premiers membres 
des équations, supposées résolues comme il vient d’être dit, ont pour 
cote 2 etles seconds membres ne contiennent que des quantités dont 
la cote ne dépasse pas ce nombre. 

Designons par æ,, Yo, 3, trois nombres, par w, une fonction de y, 
p, get par ©, une fonction de x, z, p, q et montrons qu'il existe deux 
fonctions f,(x, y, 3, p, 9), fo(% y, 3, p, g) satisfaisant aux équa- 
tions (21) et aux conditions initiales 


Jil Loy no, Po) up) He (LR, Yo) 2, PRO) Ws CE ee 


plus brièvement montrons que le système (21) est complètement inté- 
grable. 

La cote des premiers membres des conditions initiales, représentée 
par F dans l'énoncé de M. Riquier, est égale à l'unité; pour que le 
système (21) soit complètement intégrable, il faut et il suffit que les 
équations déduites des équations proposées en dérivant fournissent 
pour les dérivées principales de cote 3, c’est-à-dire du second ordre, 
des valeurs bien déterminées. La seule dérivée principale du second 


ordre qui puisse être calculée de deux manières différentes est 
Rfı 
Ox Os 
tions (21) les expressions trouvées sont identiques puisque la condi- 


tion 


ICI 





; qu'on se serve de la première ou de la deuxième des équa- 


(H,, M)=o 


est une conséquence de ces équations. Nous avons ainsi établi l’exis- 
tence de deux intégrales f,, f, du système (21). 
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Posons 
Afi (2, J 3; P; q) + fi(x, J> 3, P; 7) = V(x, ys 3, D; q) 


d’après tout ce qui précède, cette fonction V(x, y, =, p,q) satisfait aux 
équations 

MOV Ree, OV dV 

re Mi: ler Sr Py 9s ap 97) = 


AE D eee (« fs 3, PQ La ci =O 
dy 2:92 Pa » Jr 3: Pr 9; op’ a) = ’ 
quelle que soit la constante A 

Vey IE NN UE À 


est une intégrale intermédiaire de (e). Le cas d'exception que nous 
venons d'étudier est done celui où l'équation du second ordre consi- 
dérée possède une intégrale intermédiaire du premier ordre dépendant 
d’une fonction arbitraire. 

Une telle équation ne peut dériver d’une transformation (B,); en 
effet, il existe alors pour le système (T') de caractéristiques trois inva- 
riants du second ordre (') auxquels devraient correspondre trois 
invariants du premier ordre de la transformée (?), celle-ci serait 
une équation de Monge-Ampere dont les deux systèmes de caractéris- 
tiques seraient confondus, chose impossible puisque (e) a par hypo- 
these deux systèmes distincts de caractéristiques. 


5. En dehors de ce cas particulier, une équation aux dérivées 
partielles du second ordre à deux variables indépendantes, qui possède 
un système de caractéristiques du premier ordre, dérive d’une trans- 
formation de Backlund de première espèce ; les équations qui définissent 
cette transformation dépendent, comme nous avons vu, de certaines 
fonctions arbitraires, mais quand ces fonctions sont modifiées la trans- 
formation (B,) n’est pas changée, plus exactement la nouvelle transfor- 


(1) Goursat, Lecons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre, t. WU, 
p. 158. 
(2) These, p. 39. 
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mation est déduite de la première au moyen d’une transformation de 
contact appliquée aux éléments (a’, y’, s’, p’, 9’) ('). 

Si l'équation proposée (e) est une équation de Monge-Ampere elle 
dérive de deux transformations (B,) puisque les deux systèmes de 
caractéristiques sont du premier ordre. 

Nous ferons une seule application de la théorie précédente. M. Goursat 
a indiqué que chacun des systèmes de caractéristiques d’une équation 
aux dérivées partielles du second ordre à deux variables indépendantes 
ne peut posséder plus d’un invariant d’un ordre donné supérieur à 
deux (*), j'ai complété ce résultat en montrant qu’il subsiste pour les 
invariants du second ordre quand le système considéré est composé de 
caractéristiques du premier ordre (*), la démonstration que J'ai faite est 
d’ailleurs calquée sur celle de M. Goursat. 

On peut déduire la dernière proposition du théorème général de 
M. Goursat. En effet, imaginons qu'il y ait deux invariants du second 
ordre pour le système (C) de caractéristiques de (e), le système (C’) 
de caractéristiques de l'équation obtenue en effectuant la transforma- 
tion (B,) dont l'existence a été démontrée dans ce travail posséderait 
deux invariants du troisième ordre, ce qui ne peut arriver d’après le 
théorème que nous venons de rappeler. 


/ 


(2) 7 Nes pas). 
( 
( 49. 


) 
2) GOURSAT, loc. cit,, p. 152. 
3) Bulletin de la Société mathématique, t. XXXII, 1904, p. 1 


00 —_____ 





RECHERCHES 


SUR LA 


GÉOMÉTRIE DES DÉFORMATIONS FINIES: 


Par M. J. LE ROUX. 


Introduction. 


Ce Mémoire a pour objet d’étendre, aux déformations finies, la 
théorie géométrique de la torsion et de la flexion des milieux con- 
tinus, que j'ai étudiée dans un précédent travail pour le cas des 
déformations infinitésimales ('). Les résultats définitifs sont exacte- 
ment de la même forme, et les calculs, sur plusieurs points, ne pré- 
sentent que des différences insignifiantes. Aussi, après avoir établi 
les formules fondamentales relatives à la flexion des fibres et des 
feuillets, j'ai jugé inutile de reprendre l'étude des propriétés géomé- 
triques qu’on peut en déduire : je renvoie pour cette question à mon 
premier Mémoire. 

Bien que j'aie eu en vue principalement les applications ultérieures 
à la Mécanique, il est évident que cette théorie présente un caractère 
exclusivement géométrique. On peut la considérer, à certains égards, 
comme une branche de la Géométrie, ayant une grande analogie 
avec la théorie de la courbure des lignes et des surfaces. 





(1) Annales de l'École Normale supérieure, 3° série, t. XXVIII, 1911, p. 523-579. 


Ann, Ee, Norm., (3), XXX. — Mat 1913, 25 


194 J. LE ROUX. 


CHAPITRE I. 


LA DILATATION. 


1-2-3. Définitions et généralités. Déformation homogène tangente. — 4. Relations 
entre les coefficients de la déformation homogène. — 5. Dilatation linéaire. — 
6. Dilatation superficielle. — 7. Relation entre la dilatation linéaire et la dilatation 
superficielle. — 8. Variation de lépaisseur des couches. — 9. Dilatations angulaires. 


— 10, Rapports de déformation. 


|. Nous considérons un milieu continu dans deux états différents, 
que nous appelons l’état initial et l'état final ou déforme. Les points 
seront supposés définis par leurs coordonnées, rapportées à des axes 
rectangulaires. Mais, pour les questions dont nous aurons à nous 
occuper, il n’est nullement nécessaire que les deux états du milieu 
soient rapportés aux mêmes axes. Pour simplifier exposition et éviter 
les redites, nous conviendrons une fois pour toutes de désigner par 
les mêmes lettres les éléments correspondants des deux milieux, mais 
en les affectant de Vindice zéro pour les quantités relatives à l'état 
initial. Par exemple, M(x,y,z) étant un point du milieu déformé, 
M,(%y, Yo, Zo) sera le point homologue du milieu initial. 

Nous supposerons que les coordonnées de chaque système sont des 
fonctions des coordonnées de l’autre système, ces fonctions étant con- 
tinues et dérivables, au moins jusqu’au second ordre. 


2. Regardons d’abord les coordonnées x, y, z d’un point M du 
milieu déformé comme des fonctions des coordonnées &,, Yo, =) du 
point correspondant du milieu initial. 
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Nous avons alors, entre les différentielles, les relations 


Ox Ox Ox 
dx == Ses a à TA Sr) 
dy dy = 
(1) dy = De Ute + ae 5, ot gy dan 
On 02 dz 
da = an, + — 0 ne an az,. 


Nous désignerons par A le déterminant fonctionnel 




















de 0708 
Gy 0% 0%, 
(2) AR LES D Oy oy Oy À 
L A( Lo; Nor 20) 1 02, OY» 17 es 
JS az) 02 
dx, OY 02, 


Ce déterminant doit être expressément supposé différent de zéro 
dans le domaine considéré; et même, si les deux milieux sont rap- 
portés au même trièdre de coordonnées ou à des trièdres superpo- 
sables, il est nécessaire que A reste positif pour que notre transfor- 
mation ait une signification mécanique réelle. Sinon il serait 
impossible de passer du premier état au second par une déformation 
continue sans annuler les volumes. Pour une raison semblable, le 
déterminant A doit rester négatif quand les deux trièdres de coordon- 
nées ne sont pas superposables. 

En considérant les coordonnées initiales comme fonctions des coor- 
données finales, nous aurions 








IN IX, IX, 07 3 
ae 1c ds a 
ays dy» OY 
3 iy 3 
(3) dy ses dx eas dy + — op dz, 
Er ut a 
| Dike Po dx AS A D chere ds 


Or, les valeurs des différentielles dx,, dy,, dz, exprimées par les 
équations (3) sont évidemment ae à celles qu'on obtiendrait 
en résolvant les équations (1). On a donc les identités suivantes, ainsi 
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que les autres identités analogues qu’on en déduirait par la permuta- 
tion des coordonnées 

Ong 1b, Al 5%) 
| Ox ~ DB d( yo, 5)” 


"az 1: d(z,%x) 


(4) 


2 


dry 1. d(2,7) 
03 A d(Yo %) 





| dr A d(Yos 20) 


La notation Wee désigne le déterminant fonctionnel binaire 
09-20 
gets 
dYo 0% le VA 
dy ds oes 
ee es) 





3. A la considération des équations (1), entre les deux systèmes de 
différentielles, se rattache la notion de déformation homogène tan- 
gente en un point M du milieu. On sait qu’on appelle ainsi la défor- 
mation homogene (T), définie par les équations suivantes, où les 
lettres X, Y, Z, Xj, Y,,Z, désignent les coordonnées courantes : 





; + yz. i ee 5 Ox _ 
Men Wem 

run 7 Fr oy ‘ oy pelea at Oy 7 = 
GL) x ES = ler one Jolin, AT 

r RE 3 7 03 T OZ r = 
Pe re Oe it 


u 


Cette expression de déformation homogene tangente en M est 
commode et suffisamment explicite. Il convient d’observer cependant 
qu’on n’a pas en vue un simple point M, mais un couple de points cor- 
respondants(M,,M) ou, plus exactement, l'élément matériel transféré 
de M, en M. 


4. Relations entre les coefficients de la déformation homogene. — Les 
coefficients de la déformation homogène (T) et ceux de la déformation 
inverse, verifient neuf identités fondamentales. Écrivons que les 
valeurs de dx,, dy,, dz, tirées des équations (3), satisfont identique- 
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ment aux équations (1); nous trouvons 


Ox 0% Ox OF OX 0% 
Ox, Ox OY) Ox Os, Ox 











Ox 02, dx 0Ÿ OZ 03 _ 
da, OY 4 Oyo Oy = 02, Oy 
Ox. 02; Of) OV—e . OF: 025 
O02, 02 Oyo 03 aA 02) 02 





On peut résumer ces relations dans une formule unique, en dési- 
gnant les coordonnées par x,, æ,, &,, au lieu de x, y, z: 


O2: 02> Ox; OV OL: 02, I pour beh 








(9) 


0%, OF, OF, OX~ 02, OX, 0 pour Der 


En procedant de la méme facon pour la déformation inverse, nous 
obtiendrions un second système de neuf identités analogues, qui sont 
d’ailleurs des conséquences des premières; nous les résumons encore 
dans la formule suivante, où 2,,, &,,, æ,, désignent les coordonnées 
initiales : 

OF 108 OL, OY OL 02 I pour = 
Of OF 5; OY OX Ko Os 024, 





(6) =| 


O pour teak, 

Les formules (5) et (6) comprennent évidemment comme cas parti- 
culiers les relations qui existent entre les neuf cosinus d’une trans- 
formation orthogonale. 


5. Dilatation linéaire. — Une fibre, ou ligne matérielle passant par 
le point M, du milieu initial, se transforme en une fibre passant par le 
point M du milieu déformé. Soient ds la longueur d’une fibre infiniment 
petite issue du point M; a, 8, y ses cosinus directeurs, et dx, dy, dz 
ses projections sur les axes; on a 


de =ads, 
ve. ds, 
dz — yds. 
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Nous désignerons par ela dilatation linéaire de la fibre 


ds > 
el . 

ds, 

Les relations entre la position de la fibre initiale et celle de la fibre 
deformee peuvent se deduire des equations (1) ou (3). Le premier 
système donne, en divisant par ds,, 


dx 
(ie dE + ße = ye 
(7) I. er 5 Yo, 


Oz Oz 02 
ET Erd 
a 0 AY 


Du second on déduit de la méme maniére, en divisant par ds, 














Ho oul: Oxy ome lai 
1+e - Der She uP 
; Mise M, er = on 
er, j+e ox milder z d 
Yo _ 9% 4 i 
ee Ser Anes 


De ces deux systèmes nous déduisons les équations suivantes pour 
définir la dilatation 


(9) (ie) zei Og eee CD 2 2.€2'3 Bo Yo + C31 Yo Lo + 261 Per 


(10) 


Teen B? + e353 y +2e,ßy +2e, ya + 262 aß. 


Nous avons posé, dans la première formule, 


dv\? f[dy\? f[ds\: 
0 pbs ER SCH 
fire (SE) ae < 2 (<=) < 


PL TE NE RE 
Zu Oyo 02, OY 02, Oyo 03 
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et, dans la seconde, 


2 =e Zaun dYo \? (Fe) 
EI aa ? (Se) gd dx)’ 








02% 0%) OY, d0Ÿo 02,03, 
Eis en CAN RE A ST Er 
; dy 03 0% dz Ox 03 








Les formes quadratiques de cosinus (9) et (10), peuvent être évi- 
demment remplacées par les formes de différentielles qui expriment 
les éléments linéaires de chacun des milieux en fonction des coor- 
données relatives à l’autre 


! Pia Se 7 
(9') Ber OL AL dee 


(10') ae ee, dr: 


On sait comment la considération des formules (9) ou (10) conduit 
à figurer la dilatation par une indicatrice du second ordre, Pellipsoide 
des dilatations, qu'on peut considérer dans l’un ou l’autre des deux 
milieux (‘). 


6. Dilatation superficielle. — Vappelle /euillet une portion de ma- 
tiere, étendue en surface, mais d'épaisseur négligeable. Un feuillet 
élémentaire peut être assimilé à un élément infiniment petit de surface 
matérielle. 

Considérons deux fibres élémentaires issues de la même origine M, 
et désignons leurs composantes, dans l’état déformé, respectivement 
par 

dic, DAY CUS 
et 

gD da Vy dası 
Posons 
dy dis 


te re 


’ 








diy dız 


del aad © Oe Gave Te @ 6) e. 6 els 78: 6. 0) 6 





(1) E. et F. Cosserat, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X. 
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Le déterminant 





d dı3 
aA | 
d,y dys 
Dy 0 0 Os Oz Os 
Tp, to rer en d,3, a dx, + oF dy Yor qe, ie 
== > 
Oy Oy Oy Oz 03 Os 
23) ——d — d, ¥,+ — dz 
Sn gh Byte Jor a ean dey dy, 7° 3 dee 


et les autres déterminants analogues d(z, ©), d(z,y) peuvent se déve- 
lopper en une somme de produits de déterminants binaires : 


| aly, 5 d( y,2 1(y,2 
dy, 3) == A d(Yo 3) ss TE dla: To) 7% Bp te Yo) 
(sir 1 d(z, 
(11) | dls, 2) = Lee dan NE Fe A eos Ja) 
U(x, d 
d(x, y)= TL Uw a) + + TD den a als + TT dv Po) 


Le déterminant 4(y, 3) représente, en grandeur et en signe, l’aire de 
la projection sur le plan YOZ du parallélogramme infiniment petit do, 
défini par les deux fibres élémentaires considérées. Soient donc En 
les cosinus directeurs de la normale à l’element ds, cette normale 
etant supposée menée dans le sens de l’axe de la rotation positive de 
la premiere fibre vers la seconde; ona 


HS = dy; %); 
n do = d(z, x), 
de = ALERT): 


Nous appellerons E la dilatation du feuillet élémentaire correspon- 
dant 


et nous désignerons par &,, Yo, Go les cosinus directeurs de la normale 
au feuillet initial doy. Il y a done lieu d’observer que les deux sys- 
tèmes de cosinus (& n, 6) et (E>, No, Go) ne se rapportent pas aux deux 
états d’une même fibre. Les cosinus directeurs de fibres et les cosinus 
directeurs de normales aux feuillets forment deux systèmes contra- 
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grédients, suivant l’expression employée par Sylvestre dans la theorie 
des formes algébriques. 

En divisant par do, les équations (11) et introduisant les désigna- 
tions indiquées ci-dessus, nous obtenons les relations 


EV ame ee) 





+E m. RT Sr) 
“ )s Al Yo; Ak A( Zo, Lo) a AES, Yo) ' 
5 i eae ee Aleem) d(z, x) 
2 / WIN ——; Sain a : 
ED) (1 +i In Ayo; 2,) Sort A( Zo, By No d( To; Yo) Co 
eee aa. ye. Arar je aay ye 
\ Wissen d( Yo, 0) oc diam) a dr) HS 


La transformation inverse conduirait à des formules semblables, 
dont nous écrivons simplement la première 


TU STE) + d( Yo en rs Yo) 


(13) I HET d(y,z) ? d(s, x) a(x, y) 





OMC ATOME ele! el villas ema’ 1@ ish 6.00 iO: of ‘oo, 8) 0 mg, © a 16] m, TE Sf ie) @. | oun) a Oe ide 


Si Pon tient compte des équations (4), les résultats précédents 
peuvent se mettre sous la forme 

















1+E. Due Ovo Oso" 
ss — Enz = No + Co 
A Ox dx dx 
1+ E OF - dYo O20, 
12’ NZ Et —— mt Gas 
( ) A nl Oy So dy lo dy > ( 
pets Le OX, .~ 2% STR 
| A Ë — ae ig ae Go + ae Cas 
Ae; Ox . Oy 3 
13 ie ET Ral eee 
uo) 1+ E 0X4 : OX» ‘ Dre 


Il y a une remarquable analogie entre les équations (7) et(8), rela- 
tives à la transformation des fibres, et les systèmes (12) et (13), rela- 
tifs à la transformation des feuillets. La dilatation superficielle sera 
définie également par des formules semblables à celles que nous avons 
trouvées pour la dilatation linéaire. 

Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Mar 1913. 26 
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(( y, 3) ih 14 If Fr 
pr pee PATES L 
à eur So). ke _d( Yo» 20) 2 Al yo, F0)_ 


Ro d(y,s) d(y,=) e ts, 21, 2202) d{r y) de 
(Zo, Lo) (Le, Fo) Um) voy) ds Le) dia. ro 





1 


et de même 


Fe A Yoo 50) 4 
Utz | d(y, 3) | az 


? 





ee] Ba : 
Jay) Dy Se) | 


E d(Yos 20) A Yo, 30) Fs LENS) d (Zo, Xo) ne. A(X, Yo) A(X) Yu) 
tT dia, 2 Oe d(sx) d(r y) d(sx) d(a,y)” 


Nous aurons alors, pour les dilatations superficielles, les formules 
(14) G+E) = ES, 22+ ES, n2-+ E9,62 + 2E9,n060 + 282, CoE + 22 SoM, 


(19) 


Ren, = E,, 2+ E,, n° + E33 6? + 2E.3 nd + 2E;,C6& +2E, En. 

7. Relation entre la dilatation linéaire et la dilatation superficielle. — 
On vérilie facilement que chacune des formes quadratiques relatives 
à la dilatation superlicielle est l’adjointe de la forme correspondante 
relative à la dilatation linéaire. Cette propriété résulte immédiate- 
du calcul des coefficients. On a, par exemple, 





we fw) my), ©, dites ee Oya ee te Bue ee 


Le discriminant de la forme (7) étant égal à A’, celui de la forme (14) 
est égal A‘. Une relation semblable existe entre les formes (10) et (15), 


. . . . : x I I 
dont les discriminants sont respectivements égaux a 1 et x: 


Un raisonnement géométrique très simple montre d’ailleurs qu'il 
doit en être ainsi. Considérons l’ellipsoide des dilatations, relatif au 


RECHERCHES SUR LA GÉOMÉTRIE DES DÉFORMATIONS FINIES. 203 


point M du milieu déformé. Si l’on désigne par o(a, B, y) la forme 
quadratique qui figure au second membre de léquation (10), Vellip- 
soide considéré sera représenté par 


SIR N ZT. 


Chaque rayon de Vellipsoide s’obtient en portant, à partir de l’origine, 
une longueur mesurée par la valeur du rapport 1 + e qui correspond à 
la direction de ce rayon dans le milieu déformé. 

Soient (D) un plan diamétral de l’ellipsoide, Ela dilation super- 
ficielle d’un feuillet élémentaire passant par M et parallèle au plan (D). 
Dans ce plan diamétral, l’aire du parallélogramme construit sur deux 
rayons conjugués de l’ellipsoide est constante et égale à 1 + E. 
Menons à l’ellipsoide un plan tangent (P) parallèle à (D), et soit la 
distance de l’origine au plan (P). Le produit de l'aire (1+ E) par la 
distance à est égal au volume du parallélépipède construit sur trois 
rayons conjugués de l’ellipsoide. On a done 


(16) (1 + E)9d — A. 


Si l’on désigne par ®(u,¢, ) la forme quadratique adjointe de 
o(a, ß, y), l'équation tangentielle de lellipsoide pourra se mettre 
sous la forme 

h? 


P(u,r,w)= Ar’ 


u,v, , h étant les coordonnées homogènes du plan tangent. 
Remplacons maintenant les coordonnées u, 9, w par les cosinus di- 
recteurs &, n, € de la normale, et A par — 5; nous avons la relation 


1 


a Ô 
Dee) Az 


qui devient ensuite, en vertu de l’équation (16), 


ee I 
DE, N. 6) — 


On retrouve donc ainsi la formule (15). 
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A 
t+ KE 
a une signification simple dans la déformation. Considérons un cy- 
lindre infiniment petit renfermant le point M. Soient dV son volume, 
ds l'aire de la base et dA la hauteur. Ona 


Su war i oy 
8. Variation de lépaisseur des couches. — La quantité 0 = 


(17) aN Sadaodh. 


Dans le milieu initial on aurait de méme, pour le cylindre corres- 
pondant, 


(17!) AN, dopa: 


dV do 
Le rapport av, st égal à A; le rapport des aires do, St égalà1+E, 


E désignant la dilatation superficielle de la base. En divisant membre 
à membre les équations (17) et (17°) on trouve done 


dh 


) 


et ce résultat, comparé à l'équation (16), donne 


dh A 
8 ze . 
u dh, À ı+E 





D'après cela, si l’on découpe dans le milieu une couche matérielle 
infiniment mince passant par le point M et ayant en ce point l’epais- 
seur dh, le rapport de LED de la couche déformée à celle de la 

dh 
couche initiale, ah, St égal à 3. La variation de = ; en fonction des cosinus 


directeurs de la normale est proportionnelle a reall du rapport super- 
ficiel 1 +E. On la déduirait directement des équations (12’) et (13). 


9. Dilatations angulaires. — Le calcul des angles pourrait s’effectuer 
analytiquement à l’aide des formes quadratiques qui entrent dans 
l'expression de la dilatation linéaire ou superficielle, et des formes 
polaires correspondantes ('). Mais les résultats s’obtiennent plus rapi- 
dement par des considérations géométriques. 


(1) On trouvera ce caleul effectué dans une Note Sur les déformations angulaires 
(Travaux scientifiques de l’Université de Rennes, 1911). 
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1° Angle de deux fibres. — Considérons deux fibres élémentaires issues 
du même point M. Soient ds, ds’ leurs longueurs, 9 leur angle, eet e’ les 
dilatations linéaires correspondantes, et E la dilatation superlieielle 
du feuillet qu'elles déterminent. 


Ona 
ds ds’ sind SEE 
Ss nr Sea! af 
ds, ds, sind, : 
d’où 
sind 1+ E 
(19) = 


Shope lit etl be) 


2° Angle d'une fibre et d’un feuillet. — Prenons, à partir du point M, 
sur la fibre une longueur infiniment petite ds et sur le feuillet un 
élément superficiel do. 

Soit © langle de la fibre avec le feuillet. Le volume du cylindre 
infinitésimal ayant pour base do et pour arète ds est égal à 


ds do sing. 


En désignant par @ la dilatation cubique au point considéré, par e la 
dilatation linéaire de la fibre et par E la dilatation superficielle du 
feuillet, on a donc successivement 


ds do sino 


ds, do, sino, 


(1e) (1-+ E) 


=1+0, 


sing 
SIND, 


: sing 1+0 
U9) sing (1+e)(1+E) 


. Si, au lieu de langle + de la fibre avec le feuillet, on considère 
l'angle o’ de la fibre avec la normale au feuillet, la relation précédente 
devient 

cos o' 1 + © 


3° Angle de deux feuillets. — Le volume d’un parallelöpipede quel- 
conque est égal au produit des aires de deux faces contiguës, multiplié 
par le sinus de leur angle dièdre et divisé par la longueur de leur 
arele commune. 
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D'après cela, considérons deux feuillets élémentaires se coupant 
en M et formant entre eux langle diedre Ÿ. Soient E et E leurs dila- 
tations superficielles, e la dilatation linéaire de la fibre dirigée suivant 
leur intersection, Ola dilatation cubique au point M. On trouve immé- 
diatement, par un raisonnement analogue à celui que nous avons 
employé pour les deux cas précédents, 


(i+E)(i+E) sind _ 








- — 1 + Ô, 
ite sind, 
d’où 
sind (1+ 0)(1+e) 
(19°) = 


sind, (i+E)(i+E) 


Les trois formules (19), (19°), (19) sont remarquables par leur 
simplicité et leur similitude. Elles montrent qu'il existe, pour les 
sinus des angles, des rapports de déformation analogues à ceux des 
lignes, des surfaces et des volumes. 


10. Rapports de déformation. — Le nom de rapport de déformation 
nous a paru commode et significatif pour représenter le rapport d’une 
quantité du milieu déformé à la quantité correspondante du milieu 
initial: le rapport de déformation linéaire est représenté var ı + e, le 
rapport de déformation superficiel par 1+ K, et le rapport de défor- 
mation cubique par 1+ @0= A. Dans les calculs relatifs aux défor- 
mations finies, la dilatation n'intervient généralement que dans le 
le rapport de déformation correspondant; par exemple nous n’aurons 
pas à considérer la dilatation linéaire e si ce n’est dans le rapport de 
déformation linéaire 1 + e. 


CHAPITRE II. 


ÉLÉMENTS DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE. 


41. La déformation différentielle dT. — 12. Les coefficients a;;x. — 13. La dilatation 
linéaire dans la déformation différentielle. — 14. Rotation moyenne. — 15. Dilatation 
cubique. — 16. Dilatation superficielle. — 17. Expression des dérivées secondes des 
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coordonnées initiales en fonction des coefficients a;;x. — 18. Équations aux dérivées 
partielles auxquelles satisfont ces coefficients. — 19. Déformations qui correspondent à 
un système donné de coefficients &;;x. — 20. Calcul des différentielles des coefficients 
de la dilatation linéaire. — 21. Expression des coefficients a;;, en fonction des coeffi- 
cients de la dilatation. — 22. Relation des coefficients a;;, avec les accolades de Chris- 
toffel. 


Il. La déformation différentielle (dT). — Soient (T) et (T’) les 
déformations homogènes tangentes en deux points infiniment 
voisins Met M’. On peutconsiderer la seconde (T’) comme la résultante 
de la première (T) et d’une déformation infinitésimale (dT) que nous 
appelons la déformation différentielle au point M. 

La déformation (T) est définie par les équations (T) du n° 3, et la 
déformation (T’) par les équations analogues 


Ko = (SE + dS) (Xe 0) (+ Cage) + (SE + dE ) a) 


0x Ox, Oyo Yo 050 055 





; ) ; | ‚ 2 a EUR 
(T’) Yoy'= (5h + SH) (Xa) + (2 +4) Mr + (5 + | (Lo 


Ox, 0x, Oy, OYe Osis Uz, 








Su); 


7 Zen lee ee mas a 


02° 2 0X OY» OY 02, 05; 


La déformation différentielle (4T ) sera représentée par les équations 
qu'on obtient en remplaçant, dans le système (T’), les valeurs des 
coordonnées courantes initiales X,, Y,, Z, par leurs valeurs tirées du 
système (T). 

Or, en resolvant le systeme (T) par rapport aux différences X, — x, 
Y,— Yo» Lo — 399 On trouve 





: ROLE Ps ; Ox, - 7 OL, r = 
in az =), 

as Oyo 7 Wan OV» 7 dYo r 4 
at meet er aD 

À J aks RES | Dam : ase J 


Ces valeurs substituées dans les équations (T°), en tenant compte 
des identités (5), donnent les équations de définition de la transfor- 
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mation différentielle (dT) sous la forme suivante : 


\ 


X’— 2’ = (1+ da;;,)(X — #) + days (Y—y)+ da,;(Z— 3), 


(AY ST = day (X— ©) +(1+ das») (Y — y) + da,;(Z— 2), 
| 21 — 5 — das; (X — x) + dass (Y— 7) +(1+da33)(Z — 2). 


Nous avons posé 
































































































































re LCR CES 
t= Ha Be) Ba fe a(S) =) fee) Seah 
ei 
dan= a) +) = ee) 
tan Bpea( gh) ea gr) + ala) = Lee) ee) ee] 
as He) ea Se) Be) [EE + 4) AC 
tu a(t) (2) + ul) | a(t) Bl) Bee 
me He) ala) al se) >) Sal Bo ge 
tv a) Ma Bea ge) 1) u) geal] 
Ces formules se résument en la suivante : 


12. Les coefficients a;;,. — On remarquera l’analogie que présentent 
les différentielles da;; avec les rotations infiniment petites relatives au 
déplacement d'un trièdre trirectangle. Notre calcul est d’ailleurs appli- 
cable au cas de deux transformations infiniment voisines quelconques 
indépendamment des paramètres qui servent à les définir. 

Nous supposerons, dans ce qui suit, qu’on prend comme variables 
indépendantes les coordonnées x, y, = du point M du milieu déformé, 
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et nous poserons 
(21) day; = A;j,-dxL + Ajjg dy + &ijs dz. 


On a, par conséquent, d’après la formule (20), 


a O%; 0% fp Ye Ox; 0% 
(22) ee Ee eel ee ee FE Be 
02, 023020, OF, 02,50%: 03, Ox; Ox, 
re Buy) = 5): 


De l’equation (22) il résulte immédiatement que, dans les coef- 
ficients à trois indices a;;,, on peut intervertir l’ordre des deux derniers 
indices 

Ay Azz. 


Dans les deformations infiniment petites que l’on considere habi- 
tuellement en élasticité et qu’on suppose définies par des équations 
de la forme 

ce =cH+u, y=y-+», = 5-- ww, 


les coefficients a,;;, se réduisent aux dérivées secondes des depla- 
cements «4, ?, w. 

Le nombre des coefficients indépendants a;;, est égal au nombre 
des dérivées secondes des coordonnées de l’un des systèmes par 
rapport à celles de l’autre, c’est-à-dire à 18. Nous étudierons plus 
loin les relations qui existent entre ces coefficients et les différents 
éléments de la déformation. Mais nous allons d’abord nous occuper 
des dilatations dans la déformation différentielle (dT). 


13. Dilatation linéaire dans la déformation (dT). — Si nous dé- 
signons par e la dilatation linéaire d’une fibre dans la déformation 
homogène (T), par e’ la dilatation de la méme fibre ou d’une fibre 
parallele dans la déformation (T’), le rapport de déformation corres- 


1+ e' 
e La 
e 





pondant pour la déformation différentielle (dT) sera egal à 


transformation des cosinus directeurs s’obtiendra par des formules 

analogues aux équations (7); soient a’, 8’, y’ les cosinus que la trans- 

formation (dT) fait correspondre à «, 6, y; nous aurons trois équations 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Mar 1913. 27 
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de la forme 
pol! 
1+ e 





a’ = (1+ da,,)a + da, 5 + da;;y. 


‚Mais comme la nouvelle direction est infiniment voisine de la pre- 
mière et que la différence des dilatations est infiniment petite, il est 
naturel de poser 





e = e +de, a'—= a + da, B'= 6 + dB, y=) 4 dy. 


Substituant ces valeurs dans l’equation ci-dessus, négligeant les infi- 
niment petits du second ordre, nous trouvons 





de \ 
(: + rar ) a+ da = (1+ da,,)a + da,ß-+ day3y. 


/ 


Ce qui nous donne enfin le systeme 











| de 
da+a oe a das, + B da: + y das, 
à MAMIE : 
(23) ' dB + B mer das; + B day + y dass, 
de = 
| dy +Y am a das; + B dass + y dass. 


On retrouve d’ailleurs les mêmes résultats en différentiant les for- 
mules (7) où l'on regarde a, 8,, y, comme des constantes, et en 
remplaçant ensuite ces cosinus directeurs de la fibre initiale par 
leurs valeurs en fonction de a, 8, y données par les équations (8). 

Ajoutons membre à membre les équations (23) après les avoir mul- 
tipliees respectivement par a, 6, y; il vient 


de 


(24) 





1 Le Zr da;; + B? dass + ve dass + By (daz. + düs;) 


+ ya (da33 + da3,) —- aß(dası + da). 


3-7 > 2 gi de : eh ae ER 
La différentielle logarithmique Tae’ Prise en considérant &,, By, Yo 


comme des constantes, se calcule done à l’aide des coefficients de la 
déformation différentielle (4T) comme la dilatation linéaire dans les 
déformations infinitésimales ordinaires. 
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14. Rotation moyenne. — La rotation moyenne de la déformation 
différentielle a pour composantes 


I à 
dpi = —( days —— das; hs 
2 


_ 
D 
Qt 

— 


I 
dp = > (da, — da;,), 


IPs - (das; — day). 


Dans le cas des déformations infiniment petites les quantités dp, sont 
les différentielles des composantes de la rotation moyenne, mais dans 
les déformations finies ces quantités ne sont pas des différentielles 
exactes, du moins en général. Toutefois, nous pouvons, sans incon- 
Op; Op: Op; 
0x’ oy’ Oz 
pectivement, dans l'expression de dpi. 

On aura donc 


vénient, désigner par 





‚ les coefficients de dx, dy, ds, res- 


OP, I 
(26) era a See os 
Les autres expressions analogues se déduisent de celles-la par une 
permutation d'indices. 
Les identités a;;, = a;,; donnent la relation 
dan SOPs Op 


Ox Oy Gz 





Nous croyons utile de faire remarquer ici que si les déformations 
homogènes (T) et (T’) sont des déformations pures, la rotation de la 
déformation différentielle (dT) est néanmoins différente de zéro, à 
moins que les axes des dilatations principales de (T) et de (T') ne 
soient parallèles. Ce résultat correspond au fait que les déformations 
pures finies ne constituent pas en général un groupe de transfor- 
mations. 


15. Dilatation cubique. — Soient dV, un élément de volume infiniment 
petit entourant le point M, du milieu initial; dV et dV’ respectivement, 
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les transformés de ce même volume par les déformations homo- 
gones Oly et (Te 
La dilatation cubique de la déformation différentielle (4T) est égale 
À NP 
à—— — I. Or, nous avons 
d\ , 
AN (1 + () ) dV, 


et 
daV'=(1+ 0 + d0) dV,; 


par conséquent 





On sait d’autre part que la dilatation cubique de la déformation (dT) 
est représentée par la somme 


D'où résulte l'identité 
d® 


27 da, + da ae SS 
( 7) 11 22 33 1+0 


Il est facile de vérifier directement ce résultat par le calcul. En 


différentiant l'équation 
DO OCEAN 








Di Oy, 0e 
toy ey OY. 
se IX, OY» 03 
EN LAS 
DROITS 05,5 


on trouve en effet 


lys) LE d( y, 2) Ox d( y,3) 0% 
20) CARE EE CE CARS 
aly vag UE. d(%5, To) OY A(X. Yo) ; 03, 





Remplacons, dans le second membre, les déterminants fonctionnels 
binaires par leurs valeurs tirées des équations (4), nous avons 


ox dx OY, , [ Ox Os Ox 
l —— me) J — Jo f — el. ee za . 
do (+8) | 5 Ic: als.) + Fee d =) | 


\ 





d'où enfin, en vertu des formules (20), 


dO = (1+ @) (da,, + dass + dass). 
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16. Dilatation superficielle. — Différentions les équations (23) en y 
regardant £,, No» G comme des constantes. 
La première donne 


De ENS TT DE) Ur, | ‘Oy ony 
Er) le) er nn d( Qe) ie | 


En remplaçant dans le second membre de cette équation les 
cosinus &,, No, Co par leurs valeurs tirées des équations (13) et pro- 
cédant de la même manière à l’egard des deux autres équations du 
système (12°) on obtient le système 





\ 


) ——(Ëda;+n das; + € das), 


8) 


“a + dog (= 5) 


I 


| 


I 


+ 





dE +E “og ( 


I 


+ + 
I © 


| 


if 





: — (€ day, + n dass + € das), 


(28) | da + nd log ( 


+ + 
= © 


— (Ë das + n dass + ¢ das). 





© 


On déduit de là 
1+ 0 fr R 
(29) dos (+) = 2 day, + n° dass + € daz; + n E( dass + dass) 
+ È E(day3+ day, ) + En(da;, + das). 


La forme quadratique qui figure au second membre de l’&quation (29) 
est exactement la même que celle qui représente la dilatation linéaire 
dans la formule (24). Ce résultat s'explique si l’on se reporte à la 


. . . IN) I —+- @ ven , 
signification du rapport 6 = dont nous nous sommes déja occupés 
1+E 





au n°8. Dans une déformation finie, la dilatation de l’épaisseur d’une 
couche ne correspond pas en général à une dilatation linéaire, parce 
que la fibre normale à la couche initiale ne correspond pas à la fibre 
normale à la couche déformée. Au contraire, dans une déformation 
infiniment petite, les deux fibres normales se correspondent, ou plus 
exactement, chacune d’elles correspond à une fibre infiniment voisine 
de l’autre. Il en résulte que la dilatation de l’épaisseur d’une couche 
doit être alors représentée par la même forme quadratique que la dila- 
tation linéaire de la fibre normale à cette couche. 
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Expression des dérivées secondes des coordonnées in iliales en - 


fonctions des coefficients a;;,. — Considérons les trois équations 


OT 


dy 





10% Ox, 
= day; = 02, A + 
9 | oy =) 
res | re ha 
JS 7085 
— das; = 3 a( Sa) + 


Ox 


dYo 


oy 


a 





dYo 
03 


Oyo 





a 
d( 


Ovo 


Ox; 


029 


0 \ dx ar 
0. Li ) ) 029 = cs ; 
Yo 
Ox; / 


)+ 





oy O53» 
0%, a(S) 1 
Deh de). 


0Z;) 


Ce système peut être résolu par rapport aux trois différentielles qui 
figurent dans les seconds membres et fournit pour ces quantités les 








valeurs suivantes : 
= Ic = Le das, + 5 das) + das, 
—a( te) = aus + da en das, 
—a( 54) = = eo day;+ = das; + = da;;. 


Si l’on désigne par uw l’une quelconque des coordonnées initiales x, 
Yo, Zo, considérée comme fonction des coordonnées finales a, y, z, on 
a par conséquent 





ou du du Ou 
Ic — af) = a das; da3;. 
(69 Gre a Ou te phere 100 
En égalant de part et d'autre les coefficients de dx, dy, dz, on 
5 ; , Ser d'u 
obtient lexpression de chacune des dérivées secondes ——— en 
j0Tk 


fonction linéaire et homogene des coefficients aijx, 


{ 


| ee 


0x ; 0%, 


du 


du du 
dijk + I— Oz ik 


— 0x Ov 


Li 2, Lo, L3= 3, U= (Xo, Yo; 20)]l- 


As jhe 


(31) 


Si l’on connait en un point les valeurs numériques des dérivées 
du du du 
premières 


LL CREER 
Os 


Ox Oy 


culer les 18 valeurs numériques des dérivées secondes 


et celles des 18 coefficients a;;,, on pourra cal- 


d'u 


es: 
Ox; Ox; ee 
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coefficients a;;, ne se trouvent donc assujettis à aucune restriction en 
ce qui concerne leurs valeurs numériques en un point fixe. Mais il n’en 
est pas de mème de leurs dérivées. Les 54 dérivées premières s’expri- 
meront en effet à l’aide des 30 dérivées troisièmes des fonctions x,, 
Vos = et devront, par conséquent, vérifier au moins 24 équations de 
condition que nous allons déterminer. 


18. Equations aux dérivées partielles auxquelles satisfont les coef- 
ficients ajjx. — Cette question se ramène à la recherche des conditions 
de compatibilité d'un système d’équations aux dérivées partielles. Si 
l’on suppose connues les 18 fonctions a;;;, les trois. coordonnées ini- 
tiales x,, Yo, 20, considérées comme fonctions des variables x, y, z, 
vérifient un même système de six équations aux dérivées partielles du 
second ordre 

du Ou Ou Ou 


Li ON SS Fran 
27k 02 


u dar 
>) OZ j Ox}. ts Ox “ik dy 


Asjk = 0 MERE PSM 

Nous avons donc à exprimer que le système (52) admet trois 
solutions distinctes dont le déterminant fonctionnel, par rapport aux 
variables x, y, z, est différent de zero. 

Les conditions relatives aux dérivées secondes 


BEE 
dx; 0Zr Ox, Ox 
J k k l 





sont des conséquences des identités 
Qijk — Qikj» 


Il restera donc à écrire simplement que les dérivées troisièmes 
satisfont en vertu du système (32) aux conditions 


2 0 Ou 0 d'u 

(33) eae) ee ee 
Ox, 02; 0x, Ox, OL; 0x 

Kerivons les équations (32) sous la forme 


Pu D | Ou 
ER 5, Arik > aa ze I 
Xj OT y vey 
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Differentions par rapport à a, et remplacons, dans le résultat, les 
dérivées secondes par leurs valeurs tirées du mème système (32); 
permutons enfin les indices 4 et et écrivons que la condition (32) est 
vérifiée : nous obtenons l’équation 


day, + dar Due 
Ÿ | | N (AirkArjı ze Airı@rjk) id: 





ama Ox OX}, uud 0x; 


i r 


: ‘ : taie 2 du : ; 
Les coefficients des trois dérivées partielles == doivent être nuls 
or 
séparément. En effet, s’il n’en était pas ainsi, les fonctions u veri- 
fieraient une même équation linéaire et homogène du premier ordre, 


de la forme 
du du du 


A— +B-—- +0—=o. 
ox Oy “dz 
I] serait donc impossible d’en trouver trois solutions, dont le déter- 
minant fonctionnel fut différent de zéro. 
Les conditions de compatibilité du système (32) se ramènent done 
finalement à la forme 


JA ;;k 0a; ;1 


oe ) Ox, OX; 





+ Ai kay jit AigkAaji disk A3j1— dit Ujk— Viet Majk — isi Az; k- 


On sait d’ailleurs, par la théorie des équations aux dérivées par- 
telles, que les équations (34) sont suffisantes. Si elles sont vériliées, 
les conditions de compatibilité relatives aux dérivées d'ordre supérieur 
de la fonction inconnue « seront elles-mêmes satisfaites en vertu des 
équations (34) et de celles qui en résultent par différentiation. 

Le nombre des équations (34) est égal à 27; mais si l’on tient compte 
des trois identités 


CITE das dass Odin, da; JA j39 


Oz oy Ox Oz dy Ox 
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on reconnait qu'elles se réduisent à vingt-quatre conditions dis- 
tinctes. 


19. Déformations qui correspondent a un systeme donné de coeffi- 


cients a; Supposons les conditions de compatibilité satisfaites. 


Jk 
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Pour résoudre le système des six équations (32) on pourra se donner 
arbitrairement les valeurs de la fonction wu et de ses dérivées premières 
en un point quelconque. Les dérivées d’ordre supérieur sont alors 
déterminées et s'expriment en fonction linéaire et homogène des 
dérivées initiales. Le système admet une première solution évi- 
dente U,= 1. Si l’on en connait trois autres U,, U,, U,, dont le deter- 
minant fonctionnel soit différent de zéro, la solution la plus générale 
sera de la forme 
u = do + &U, + a,U,+ az Us, 


Ay, dis Ay, a, désignant des constantes arbitraires. 
Les coordonnées initiales æ,, 3), =) seront done définies en fonction 
de x, y, 3, par trois expressions de la forme 


X, — do + + da U, + Az U;, 
Yo= b+ DU + 6,U,+ 6; Us, 
sy) — Co + c U, + c,U,+ Calls. 


Les constantes a;, b;, c; étant arbitraires, nous avons cette propo- 
sition : 


Quand on connaît une déformation quelconque correspondant à un 
systeme donné de fonctions a;;, on obtient la déformation la plus gene- 
rale du système en combinant la déformation considérée avec une de for- 
mation homogene arbitraire effectuée sur le milieu inttal. 


20. Calcul des différentielles des coefficients de la dilatation lineaire. — 
Pour l'étude de diverses questions relatives aux déformations il est 
utile d'exprimer les différentielles des coefficients de la dilatation en 
fonction des différentielles da;;. Nous n’entrons pas dans le détail du 
calcul qui est extrêmement simple. On trouve : 


2 der 2(&ıı day, + C42 day, == C13 Aa»), 
= des 2 (6; days ++ €22 d'age + C23 dasa), 


— de, = 2(€3, days + E32 das + C33 dass), 


(39) : 
— des —= (Ey daı3 + E22 dag + Cy, das) + (631 daıa + C329 dag + 633 das); 

— des — (es day, + 632 dass + ess dass) + (eu dais + C12 das; + C13 dass) 

| — des = (ei da; + Er dass + 13 dass) + (es day, + 629 dag, + C23 dass). 


Pour les coefficients de la dilatation superficielle on trouve les 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Mat 1913. 28 
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résultats suivants : 


db; => 2[ Ei; day, + IL, s da; + Es da; — E,, (day, ok dass + day3) |, 


Os 0 de 0 0, 6 6) lues, cays. te. nie Ste a és ie 6 Net en es Le 0) (616 a ER FT DT 


(36) CA ce DER das, + Es. dass + | ha das; 
+ E;ı dass + En dass + Er; daz; — 2E2;, (da), + dass + dass), 


oa ee vis ee 010 4: 90 bb Bien a wm ware ein oies lee) see Peel ie ner detre) sp NIUE 


Une propriété remarquable, commune à toutes ces expressions, c’est 
que les coefficients des dilferentielles da;; sont les coefficients mémes 
des formes quadratiques qui interviennent dans les formules de la dila- 


tation. 


21. Probléme inverse. Expression des coefficients a;;, en fonction 
des coefficients de la dilatation. — Nous traiterons le problème inverse 
seulement pour la dilatation linéaire. Introduisons trois différentielles 
auxiliaires dw,, dw,, dw, définies par les formules : 


€31 daya+ E32 dass + C33 days — (Ey, dAy3 + 22 Ags -+ 2; dass) = dw,, 
(37) { €11 day3+ C12 dass + 13 dass —(es1 day, + C32 day, + Ey; dass) = dod, 
Ca AA, + Cor day, + €23 day — (E11 days + er day + €43 day) = dos. 


A l’aide des systèmes (35) et (37) nous formons les combinaisons 
de la forme suivante qui contiennent seulement trois inconnues : 


| 
| I 
C11 day + Eı2 dg, + 43 day = — zden 
IQ I I 
(38) 91 day, + Ca Ado, +093 dass = 5 dos — „den, 
I I 
€3; day, + C39 day, + 233 das = — se = desi. 


\ 


à À - I I = 
Le déterminant des équations (38) est égal — = —; les mineurs 
| (38) gal = 7075108 eurs 


sont les coefficients E;, de la forme adjointe. On a donc 


2da £ WP 
= TE: = E,, de,, + Ey, déy.-+ E,; des + Es do, — Es dos, 
2 day, \ SE 
(39) = Gane) = E,, de, + En des + Es; dey; + Er; uw, — Es, dos, 
2 das, 


— —— = E,, de Ess dei Es, de E;; dw, — Es dos. 
(1+ 0)? 21 dep + Ego lie + Lys de; + Ey; Aw; 23 493 
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Les autres quantités da,; se calculeraient évidemment par un pro- 
cédé semblable. Pour avoir Pure les expressions des coefficients a;;, 
il suffit de développer les deux membres de chacune des équa- 
tions (39) en fonction linéaire de dx, dy, ds, et d’égaler de part et 
d'autre les coefficients des mêmes différentielles. I faut done que 
nous ayons d’abord le développement de chacune des quantités dow,. 
Or, en se reportant aux équations (35) et (37) on vérifie facilement 
les identités suivantes : 











dw, = (SE Æ an) a as — 52) dy ‘i ee Se) ds, 


AE. des de;, ae des dess at 2 
(40) 2 Br (5 od wt) a fam a) 4 +(e vi as ed 
/ 


des des des, Poe, on) a 
| ar ( Oy 5 Te) de . rt) dy a ( Oy Ox = 




















Portant ces valeurs dans les equations (39) et dans les équations 
analogues, nous trouvons finalement : 


Aa | de;; deix 7 wu) 
(41) (+ OP =E (5 2 dr; Ox, 


Herten We . ee Lee 22 
(Ge eta Zr) + Bis ( So la in. 


02; OX, Ox}, Ox; or, 














22. Relation des coefficients a;;, avec les accolades de Christoffel. — 
La forme du résultat offre un intérêt spécial par la manière dont elle 
se rattache à la théorie des formes quadratiques de différentielles ('). 

Considérons une forme quadratique quelconque des différen- 
ANRT 12, IL) 


Ne 2 Cik dx; de, 


dont nous designerons par E le discriminant et par E;, les coefficients 
de la forme adjointe. 


(!) Curistorret, Transformation der homogenen Differentialausdrücke zweiten Grades 
(Journal de Crelle, t. 70, p. 46). — Lipseuitz, Unteruchungen in Betreff der ganzen 
homogenen Funktionen von n Differentialen (Ibid,, p. 71). — DarBoux, Lecons sur les 
systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes, Livre II, Chap. II. 
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En introduisant une notation due à Christoffel, nous poserons 
kK ol 3% 3) de; Æ de;ı La des ; 
i Digi Dat, LE OX; 


Wr el ee 
| 


Appliquons ces formules à la forme quadratique (10°) qui repré- 
sente élément linéaire du milieu initial en fonction des coordonnées 
du milieu déformé 





et ensuite 





Der deidri,— 15?" 


. de a , \ I 
Eu s de cette forme est égal à ——- 
et rappelons que le discriminant E de cette forme est éga Ho 
Nous trouvons immédiatement 
ASV ARG 
SUR SES £ 


Nos coefficients à trois indices coincident donc, au signe près, avec 
les accolades de Christoffel relatives à la forme quadratique considérée. 
Cette rencontre est particulièrement intéressante, parce que les points 
de départ sont entièrement différents. 

La détermination de la déformation quand la dilatation est donnée 
est un problème bien connu. Les résultats qui précèdent en donnent 
la solution immédiate. On calcule d’abord les coefficients a;;, par les 
formules (41) ou à l’aide des accolades de Christoffel, et l’on forme les 
équations linéaires (32). La discussion du n° 19 s'applique. Toutefois 
les constantes a,, a,,... ne sont plus entièrement arbitraires, mais 
sont assujetties à la condition de donner à l'élément linéaire une 
valeur déterminée. Il en résulte que, si l’on connait une solution 
du probleme, tous les autres s’en déduisent par un déplacement 
euclidien. 
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CHAPITRE II. 


LES COVARIANTS FONDAMENTAUX DU SECOND ORDRE. 


23. Généralités. — 24. Dilatation seconde. — 25. Définition de la torsion. — 26. Expres- 
sion analytique de la torsion. — 27. Indicatrice des torsions. — 28. Caractére dissy- 
métrique de la torsion. — 29. Expression des coefficients de la torsion en fonction de 
la dilatation. — 30. Application. — 31. Rotation dérivée. Rotation de la rotation, — 
32. Composantes du vecteur D. — 33. Expression des coefficients a;;; en fonction des 
covariants. . 


23. La considération des covariants fondamentaux, dont nous allons 
nous occuper, permet d'exprimer les dix-huit coefficients a;;,en fonc- 
tions des coefficients des trois formes algébriques dont chacune a une 
signification géométrique et mécanique indépendante des axes de 
coordonnées. La premiere est une forme ternaire cubique qui repré- 
sente ce que nous appelons la dilatation seconde; elle comporte 
dix coefficients; la seconde est une forme quadratique qui définit 
la distribution des torsions mécaniques; les six coefficients de cette 
forme sont liés par une relation linéaire, ce qui réduit à cing lenombre 
de paramètres dont elle dépend. La troisième, enfin, est une forme 
linéaire dont la considération peut être remplacée par celle d’un 
vecteur; elle dépend de trois paramètres indépendants. Le nombre 
total des arbitraires qui figurent dans l’expression des trois formes 
considérées est done égal à dix-huit, comme celui des coefficients a;;,. 

L'ensemble de ces trois formes présente une analogie évidente avec 
les quantités géométriques introduites par M. Woldemar Voigt dans 
l'étude des relations linéaires entre un vecteur et un tenseur. 


24. Dilatation seconde. — Si l’on remplace, dans l'expression de la 
’ 


at ; : \ rf 
différentielle logarithmique — 





ar définie par l’equation (24), les quan 


lités da; par leurs valeurs (21), on obtient une expression qui est 
linéaire et homogéne par rapport aux différentielles dx, dy, dz; 
supposons maintenant que la direction du déplacement infiniment 
petit défini par ces différentielles coincide avec la direction «, 8, y; 
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on aura alors, en désignant par ds l’arc élémentaire correspondant à ce 
déplacement, 


Te 
De eras 








= LA; jp jp Hj Hy CL 7; Ka das 3), 


(42) 


Veen Dre re y). 


Nous donnons le nom de dilatation seconde à cette dérivée loga- 
: 5 NA ‘ ; EN | 
rithmique —— —> prise comme nous l'avons déjà indiqué en regar- 
I-Feds 


dant &,, B,, y, comme des constantes, c’est-à-dire en se déplaçant 
dans le milieu déformé suivant les lignes qui correspondent aux droites 
du milieu initial. Nous désignerons par D,(&, 6, y) la forme cubique 
des cosinus qui représente la dilatation seconde dans la formule (42) 
et nous posons 


(43) Do(a, B, y) = Bei, a? + 3211 2° B + 6c, aBy5 


les coefficients c;;, ne changent pas quand on permute leurs trois 
indices d’une manière quelconque. 
Leurs valeurs sont exprimées en fonction des a,j, par la formule 


(44) IC Qijk + Ajit Azz. 


Suivant un procédé couramment employé en Géométrie et en Méca- 
nique on peut représenter la variation des dilatations secondes en un 
point M, en fonction de la direction &, 8, y, par une surface du troi- 
sième ordre que nous appelons l’izdicatrice des dilatations secondes. 
Il suffit de porter à partir du point M (ou de toute autre origine) et dans 
la direction considérée, un vecteur MI dont la longueur est définie par 


l'égalité 
= 1 
VD; (a, 6, y) 


Quand la direction varie, le point I décrit Vindicatrice. Le cone 
asymptote de l’indicatrice des dilatations secondes est formé par les 
tangentes aux fibres pour lesquelles la dilatation seconde est nulle. 

Cette indicatrice est indépendante des axes de référence au méme 
titre que l’ellipsoide des dilatations. 

La forme D,(z, 8, y) est un covariant différentiel de la déformation 
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par rapport au groupe des déplacements euclidiens, c’est-à-dire, en 
termes plus simples mais équivalents, par rapport aux transformations 
de coordonnées. 

Les invariants propres de la formule D,, ou les invariants simultanés 
de cette forme et de toute autre forme invariante sont done des inva- 
riants différentiels de la déformation par rapport au groupe euclidien. 


25. Définition de la torsion. — Dans la mécanique des corps minces 
la torsion d'une fibre rectiligne est la déformation qui se produit 
quand l’une des extrémités de la fibre restant fixe, la section droite 
de l’autre extrémité tourne d’un certain angle autour de l’axe de la 
fibre. 

Telle serait, pour une fibre dirigée suivant l'axe Oz, la déformation 
définie par les équations suivantes : 


f ‚= + #0 
ree COS == RSR 
a a 


(49) | px, Sin Co 
v TT u. 
| à al de a 





3 — 45 
la section droite menée par l’origine reste fixe; les autres tournent 
d’un angle proportionnel à la cote z,. 

La considération de la déformation différentielle (dT) permet 
d'étendre facilement cette notion de torsion aux milieux continus 
à trois dimensions. 

Remarquons d’abord que, dans le voisinage d’un point M du milieu, 
l'orientation des fibres ou des feuillets issus de ce point est déterminée 
par la déformation homogène (T) tangente en M. Cela posé, considé- 
rons une fibre infiniment petite MM’ issue de M. La déformation (T) 
étendue à tout le milieu amène le point M dans sa position définitive 
et oriente tous les éléments infinitésimaux issus de ce point. Si, lais- 
sant ensuite le point M fixe, ainsi que les directions issues de ce point, 
on applique aux éléments issus de M la déformation différen- 
tielle (dT), l'orientation finale de ces derniers éléments se trouvera 
également obtenue. La rotation moyenne de la déformation (dT) n’a 
pas en général son axe dirigé suivant MM’, mais on peut la décom- 
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poser en deux rotations dont les axes sont respectivement paralléle 
et perpendiculaire à MM’. C’est la première composante qui produit la 
torsion de la fibre. 

D'après cela nous appellerons torsion totale de la fibre élémen- 
taire MM’ la projection de la rotation moyenne de la déformation infini- 
tésimale correspondante (dT) sur la direction de la fibre, et torsion 
moyenne, le rapport de la torsion totale à la longueur de la fibre. 

Pour les fibres élémentaires nous n’aurons guère à considérer que 
la torsion moyenne, que nous appellerons alors plus simplement la 
torsion de la fibre ('). 


26. Expression analytique de la torsion. — L'expression analytique 
de la torsion résulte immédiatement de ces considérations. Conservant 
les notations du Chapitre Il, nous désignons par ds la longueur de la 


fibre élémentaire MM’, par «a, 5, y ses cosinus directeurs et 


par 7(2, 6,7) la torsion moyenne correspondante. La torsion totale 


sera donc : 
tr ds = à dp; + Ê dp, + y dp:, 


et la torsion moyenne 
pr dpa dp; 
ER re herab 
Or, 0n4 
dp; ba OP; OP; OP: 
FRS lors re 








et, par conséquent, il vient 


5 Ip Op: Op: 
nl a. B., y) — Fu na» OP» > SOPs 
Un A tice Ox Eu Oy eee 


Ops Op: OP Ip; OPs Op 
CNRS Miss ve 3 SRE 
en me) eer 2) t Bere 


L’expression de la torsion est done une fonction du second degré 
des cosinus directeurs de la fibre; elle est formée avec les coefficients 
différentiels des rotations ¢p;, comme la dilatation linéaire, dans une 
déformation infinitésimale, avec les dérivées partielles des déplace- 














(1) Voir Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 30 mai 1910 et 10 avril 1917. 


or 
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ments. Nous poserons 
(47) Ta,B,y)=tu®+ Tee B? + tas yy? + 2T23 By + 2T31 YH + 2T 248. 


Les coefficients 7;; s'expriment immédiatement soit à l’aide des 


se nt . dp; AG , Te 
coefficients différentiels “““, soit à l’aide des coefficients ir 














ax}, 
| OP: 
Tu = Fe = Q391 — 4231, 
Toast Ops a= a 
m Aa, 
Ki 
Ip; 
733, — ae = 413 — A493, 
(48) { ; 
OP; OP» 
2723 = dy == AD = Aa12— joe + 4433 — 4313) 
dpi OPs 
2T31 — We A FT = 393 — A233 + A244 — Yar, 
OP. | Op, 
2Ti2 — IE ae Oy = &31 — A341 + A301 — soi. 


Ils satisfont identiquement, comme dans le cas des déformations 
infinitésimales, à la relation 


(49) eit Tag + lis == O0. 


27. Indicatrice des torsions. — La variation des torsions en un point, 
en fonction de la direction des fibres, est représentée par une indi- 
cation quadratique dont l’équation, quand on prend le point M comme 
origine, est de la forme 

eyes) a et D 


Le cône asymptote de l’indicatrice est toujours réel et capable d’un 
trièdre trirectangle inscrit. Il est formé par les tangentes aux fibres 
pour lesquelles la torsion mécanique en M est nulle. C’est pourquoi 
nous lui avons donné le nom de cône d’ıntorsion. 

La considération de l’indicatrice des torsions met immédiatement en 
évidence les éléments qui jouissent de quelque propriété importante 
relativement à la torsion. Nous appelons axes et plans principaux de 

Aun, Ec. Norm., (3), XXX. — Mat 1913. 29 
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la torsion les axes et les plans principaux de l’indicatrice, et {orsions 
principales les torsions des fibres dirigées suivant les axes. 


28. Caractere dissymétrique de la torsion. — En vertu de la rela- 
tion (49), la somme algébrique des torsions principales est nulle. 

Le signe de la torsion d'une fibre dépend essentiellement du sens 
choisi pour définir les rotations positives. Il varie, par conséquent, 
avec l’orientation du trièdre des axes de coordonnées. Une transfor- 
mation par symétrie, ayant pour effet de changer le sens des rotations, 
change aussi les signes des torsions. Si nous donnons, avec M. Voigt, 
le nom de zenseurs aux quantités géométriques définies par des formes 
quadratiques des cosinus, nous voyons donc que la torsion est repré- 
sentée par un tenseur, mais c'est un tenseur axial. 

Le caractère dissymétrique de la torsion est d’ailleurs mis en évi- 
dence par les formules (48), quand on considère les expressions des 
coefficients 7,; en fonction des coefficients a;;,. 


29. Expression des coefficients de la torsion en fonction de ceux de 
la dilatation. — En remplaçant dans les formules (48) les coefficients 
a;;, par leurs valeurs tirées des équations (41), on obtient les valeurs 
des coefficients 7,; en fonction des coefficients de la dilatation linéaire. 
Nous aurons, suivant la notation de Christoffel, 


+ 


Dans le cas des déformations infinitésimales, ces expressions se 
simplifient et l’on a simplement 


RIP 


les crochets remplacant alors les accolades. 
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Si l’on voulait appliquer ces formules aux coefficients de la dila- 
tation, tels qu’on les considère habituellement dans la theorie de 
Pélasticité, il faudrait observer que tous nos calculs ont été effectués 
sur la forme quadratique de la formule (10), qui donne le rap- 

I 
(+e)? 
infinitésimales, est 1 — 2e, tandis que la valeur approchee du rapport 
inverse, (1+ e)*, que l’on considère dans les calculs ordinaires, 
est 1 + 2e. Il en résulte un changement de signe dont il y aurait lieu 
de tenir compte dans les calculs. 


port La valeur approchée de ce rapport, dans les déformations 


30. Application a un exemple. — L'application de notre théorie de 
la torsion à un exemple montrera que notre definition n'est pas arbi- 
traire, mais qu’elle correspond bien au sens ordinaire du mot torsion. 
Considérons d’abord la déformation définie par les équations (45). La 
déformation inverse serait donnée par les équations 


2, = #cos—+y Sin —» 

a ‘ a 
Vo =— ASIN. y COS —» 
ne a Y a 


- er 
CT os 


Le calcul de l’élément linéaire donne 


L'+y?+ a ,, y 


2 2 
dx, + dy, + dz} = dx? + dy? + dz? + — dx ds — — dy dz. 
a a 


Pour l'expression des coefficients aa;; de la déformation différen- 
tielle (¢T), on trouve 


da == ris = da =e) 
11 22 33. , 


dz dy dz 





da,,=— —; da,,=— — +2->> 
a a a? 
ds dx ds 

u —) dss na dr 
a a a 


day da 


Les composantes de la rotation infiniment correspondante sont, par 
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1 da ds 
48 =—3( aa +35) 
ET Pi dz 
dp, = N —- +25)» 


az 


dp ei 


consequent, 


d’où l’on tire l’expression de la torsion 


a? + ß? i (Ba — ay)y 


R r ( TEE A 
(90) T(O, P> y) ni: a 2 a a? 


La formule (50) montre que la torsion des fibres paralléles a Oz est 
, À x I Care , . 
constante et égale à =. Cette quantité représente bien le rapport 


obtenu en divisant l’angle de rotation de chaque section droite par la 
distance de la section considérée à la section droite invariable z =o. 
Les fibres perpendiculaires à Oz ont aussi une torsion constante ; 


. . . « ey ’ x I 
celle-ci est de signe contraire à la première et égale a — —. 


Il serait facile d’achever l'application à la déformation (45) des 
formules générales que nous avons établies et d’en vérifier l’exac- 
titude sur cet exemple simple. J'ai considéré, dans mon précédent 
Mémoire, d’autres exemples relatifs au cas des déformations infinité- 
simales. 








31. Rotation dérivée. — Appelons rotation dérivée suivant une 

direction donnée x, 8, y, la rotation ayant pour composantes les 
dp, dp. : is + . , 

rapports _ a ane où ds désigne un are élémentaire porté dans la 


direction considérée. Les composantes de la rotation dérivée sont, par 
conséquent, les valeurs suivantes : 





dp, _ oe pi UP 1 
ids RAP dy * 193’ 
Ap, _ er UD Ws IPs 
dae ta p Oy ANA 0s” 


dp; oe, Op; OP; 
dr dx gar; Oy ? Os. 
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x 


La considération de la torsion permet d’appliquer a la rotation 
dérivée le procédé de décomposition de Helmholtz en parties symé- 
trique et dissymétrique. 

Posons 


_ 





Be Opa 
if oy 02)’ 


rt, “Ps _ Pe), 
oz da 


(22: RATE 
de dy Ji 


4 Lee ; dp; 
Les expressions des rapports différentiels + pourront alors 
Brectite 


D 


_ 


©) 





D | — 


P3 = 





dp, _ 1 dr 
ds 3 da IP, 
dp, _1 dr vas 
ds = 3 op Pen} 
dp, 1 0t 
mete On ye 


Le vecteur ®, qui a pour composantes 9,, 2, 93, Se présente comme 
la rotation de la rotation; il intervient dans l’étude de la flexion où 
nous le retrouverons. Avec la dilatation seconde et la torsion, i] cons- 
titue le système de nos trois covariants fondamentaux du second 
ordre. 

Lorsqu’on effectue une transformation de coordonnées, les coeffi- 
cients de chacun de ces trois covariants changent de valeurs, mais les 
nouveaux coefficients de chaque forme transformée s’expriment uni- 
quement à l’aide des coefficients de la forme analogue relative au 
premier système d’axes. 

La considération du vecteur ® peut évidemment être remplacée, au 
point de vue algébrique, par celle de la forme linéaire du cosinus 


PLX + G2 + Os7- 
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32. Calcul des composantes du vecteur ®. — Les expressions des 
composantes ©,, 9, 9, du vecteur ® s’obtiennent immédiatement en 
remplaçant les coefficients différentiels de la rotation par leurs 
valeurs 





1 (Op: Ops I 
ean (2: = be) = (Ban — 122 — Ast Azıs), 
a Oy z 4 
1/OP, OP; I ! 
(51) ee ES PR pe = 7 au A933; — Ari in) 


131 — 4311 — A322 + Asp). 


| 


ma f ops dpi I 
ee Cpe mao À 


Si l’on ajoute et retranche la même quantité a,,, dans l'expression 
de 9,, on trouve, en tenant compte de la permutabilité des deux der- 
niers indices des coefficients a;;x, 


A Heat gat + dass — (411 + Mina A133). — 


Or, on tire de l’equation (27), 


0 log(1+ ©) 
Ou 





= Ai + dons + A331. 


Il reste à transformer la somme @,,, + Qo + dyss. 
Désignons en général par A(u) le paramètre différentiel du second 
ordre de Lamé relatif à la fonction wu : 


du d'u du 
AVE Ox? LE Oy? ‘i 02? 





En remplaçant les coefficients a,;, par leurs valeurs, nous trouvons 


Ox Ox Ox 
Ant dat 133 = Oa, A( 2%) + dy, ar ao Ts AU), 
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et les équations (51) deviennent 

















ee A LN Ne Da 
4 Ps — + re) Ox Sr a a 0) a pe 
ey er kh va War 
( )2) | a» eo o oy De Ox, A( 2») A OY» ( o) D 02, A(z,) 
ı 00 z 3 Os 
493 Tara le eA, ae 


Dans le cas des déformations infinitésimales, ces formules se 
réduisent a la forme suivante, que j’ai donnée dans mon premier 
Mémotre : 











0 
A= — Au, 
0) 
hope = = — Ap, 
meer, 


A > al RE AG Koss A 1g Ox CU ap > > 
Dans les equations (92), les dérivées Da CE prises par rapport 


aux variables initiales, pourraient être remplacées par leurs valeurs 
tirées du système inverse des formules (4) 

dx A yo, 3 

ee ee LEE ONCE" 

IX, ai vos) 
de manière que les expressions transformées ne contiennent plus que 
des dérivées prises par rapport au mème système de variables x, y, =. 
On trouverait ainsi 
A(x) A(yo) Az) 

OX» Oy 03, 








I 00 en See 

Does eae ) , : 
191 er re) dx vi (1 ie ¢ ) Oy 0} dy 
OX» OY» 02, 

03 Os 03 


33. Expression des coefficients a;;, en fonction des coefficients des 
covariants. — Les équations (44), (48) et (51) expriment les compo- 
santes des trois covariants en fonction des coefficients 4,;,; on peut 
inversement exprimer ces coefficients à l’aide des covariants. Le calcul 
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est trés simple et donne les résultats suivants : 


iii = City 
/ 
ee 4 
ir Ta FEN Des 3 


4 
133 — Cy33 + 3 Tas — 5 9; 
3 3 
2 2 
A193 — A132 = C193 — Zst 3 22 
2 2 
113 = 1314 = Cus + 3 Tı2 ae 3 Ps 
2 
A119 = dj = Cia + 2 Tai 3 Ÿ2 
Aula + reo 3 Y2, 
A222 — Co92, 
er 49. 4 
933 — Co33 — Cent D», 
53 2 2 
(93) 393 — A239 — Co23 — FRE zs 39 
9 
Qq31 — oi = Cya3— Tu + 3 T3 
2 2 
A912 — gai = Cıa + gta 3 Pr 
Æ 
= 4 4 
Q311 — C113 — IE Don 393 
Aa 4 
392 — C993 + FE Crau 393 
A333, — C333) 
. 2 2 
1393 = A332 — Co33 + gta 39 
2 2 
331 — 4313 = C33) + 3 tat 3 ?1 
2 2 
2342 — 2301 = C123 — 32 T ses 


L'ensemble de ces dix-huit formules se résume en trois identités 
dont nous écrivons seulement la première : 


(94) A + Ayo? + 339" + 2 493 BY + 2Ai 317% + 2 41948 
ro); = eee ; 4 4 
= 5 ot 59 alas, + Op Eyes) 
3 da 3 (YTB Gry) Rat 3 ( Di + Ps 193) 
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Les deux autres identités se déduisent de celle-là par permutation 
des indices et des cosinus &, 8, y. 


CHAPITRE IV. 


FLEXION DES FIBRES ET DES FEUILLETS. 


34. Composition des incurvalions. — 35. Autre représentation de la courbure.— 36. Cour- 
À > 


; 2 , x mr . . . ae 
bure d’une fibre déformée. — 37. Calcul de la différentielle logarithmique a 





38. Décomposition de la courbure. Définition de la flexion. — 39. Décomposition de 
la flexion totale en ses trois composantes. — 40. Autre forme des formules. — 41. Élé- 
ments géométriques de la flexion. — 42. Incuryation et flexion des feuillets. — 
43. Remarque sur la transformée de la courbure initiale. — 44. Flexion géodésique. 


34. Composition des incurvations. — On sait que l'étude du mouve- 
ment du triedre de Serret, lié à une courbe gauche, conduit à repré- 
senter la courbure par une rotation ('), dont l'axe est perpendiculaire 
au plan osculateur et dont la vitesse angulaire est mesurée par l'inverse 
du rayon de courbure. Ce mode de représentation se prête à la compo- 
sition par addition géométrique. 

Soit R la rotation figurative de la courbure w d’un arc infiniment 
petit ds. SiR est la résultante de deux autres rotations R’, R’ ayant 
leurs axes dans le plan normal de l'élément ¢s, la courbure correspon- 
dante © pourra elle-mème être considérée comme la résultante des 
courbures w’ et w”, figurées respectivement par les rotations R’, R’. 

Désignons par x, y, 3 les coordonnées d’un point M de la courbe; 
par 

CRC 
a, BY, y 


N N 
a", Br, /" 


les systemes de cosinus directeurs de la tangente, de la normale prin- 
cipale et de la binormale, et par > le rayon de courbure. Les compo- 


(') Dargoux, Leçons sur la Theorie générale des surfaces, Livre I, Chap. I. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Mat 1913. 30 - 
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santes de la rotation figurative de la courbure, suivant les axes de 
coordonnées sont : 


On peut représenter, à l’aide de ces quantités, tous les éléments 
relatifs à la courbure. 

L’axe de courbure est le leu des points qui restent immobiles 
dans le mouvement résultant de la rotation R, et d’une translation 
dont la vitesse, égale à l'unité, est dirigée suivant la tangente. Si l'on 
appelle X, Y, Z les coordonnées courantes, les points de l'axe vérifie- 
ront par conséquent les équations suivantes : 


a+R,(Z— zs)—R;(Y—y)=0, 
B+R3(X—x)—R;(Z — s)=0, 
Y ER ER ER X =) 0, 
qui sont compatibles et se réduisent à deux conditions distinctes en 
vertu de légalité 


Rio + R:6 +R: —=1. 


Ces équations peuvent être remplacées par le système 


(4 a(X—«)+6(Y—y)+y(Z—3) =o, 
X—2 Y—y 1-3 

(98) a 6 y |+1=0, 
R, R; R; 


dont la signification géométrique est évidente. 

A chaque courbure composante R’, R’,..., on peut faire corres- 
pondre des éléments analogues à ‘ceux de la courbure résultante : un 
plan de courbure, perpendiculaire à l'axe de la rotation figurative; un 
centre, un rayon, un cercle, un axe de courbure et même une normale 
principale de courbure. 

Dans mon précédent Mémoire sur les déformations infinitésimales, 
J'ai indiqué une construction tres simple de l’axe de la courbure 
résultante de deux courbures données, connaissant les axes des 
courbures composantes, et j'ai montré que cette construction est la 
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transformée par polaires réciproques de l'addition géométrique des 
valeurs. 


3». Autre représentation de la courbure. — Au point de vue de la 
composition des courbures, il existe une seconde représentation qui 
offre les mêmes avantages que la rotation figurative. Elle consiste à 
porter sur la normale principale de courbure une longueur mesurée 
par la valeur de cette courbure. Cette longueur peut, d’ailleurs, être 
prise soit dans le sens du rayon, soit dans le sens opposé, pourvu que 
l’on adopte la même convention pour toutes les courbures compo- 
santes. Nous la supposerons, en général, portée dans le sens opposé 
au rayon. En désignant par H,, H,, H, les composantes du vecteur 
ainsi obtenu, on aura donc 


t 


Dee 0 A 
p 
Les relations entre le nouveau vecteur figuratif H (H,, H,, H,) et la 
rotation R(R,, R,, R,) sont données par les formules 


R,=H,y—H,8, H,=8R,—yR, 
R = H;o — H,y, H,—=yR,—caR;, 
R=HB- Ho H=oR—BR.. 


L’equation (56) devient, par l’emploi des nouvelles notations, 
(56') H,(X — 7) +H,(Y —y) + H,(Z—3) +1=0. 


Elle représente le plan polaire de Pextrémité du vecteur H par rapport 
à la sphère imaginaire 





(X— 2)’+(Y 


Il résulte de la que l’axe de courbure est la polaire de l’extrémité du 
vecteur H par rapport au cercle imaginaire obtenu en coupant la 
sphère précédente pac le plan normal de la courbe. Si l’on représente 
la composition des courbures, d’une part par lPaddition géométrique 
des vecteurs correspondants H’, H’, ... et, d’autre part, par la cons- 
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truction des axes indiquée dans mon précédent Mémoire (‘), la cor- 
respondance par polaires réciproques entre les deux figures est alors 
évidente. 


36. Courbure d’une fibre deformee. — Les formules relatives à la 
transformation de la courbure des fibres s’obtiennent facilement en 
faisant usage des formules de Frenet. Nous conservons les notations 
indiquées au n°35 pour la courbure et les cosinus directeurs de la 
tangente, de la normale principale et de la binormale dans le milieu 
déformé. Les mêmes lettres affectées de l'indice zéro désigneront les 
quantités analogues du milieu initial. Nous avons établi au n°5 Îles 
équations de la forme 


Différentions, en regardant &,, 8), y, comme variables et en tenant 
compte des formules de Frenet; nous trouvons 
Ox L 


PES N 02, 
+ade= (+ B+ 527) 


si) 


a! ds 


ds, 
Po 


dx dx dx 
= au d( = | + Bod (5) eae ae) 


Si l’on remplace a, 8), y, par leurs valeurs tirées des formules (8), 
il vient 





(97 Tee) 


Ox Ox Ox 
ova Sz.) + Bel oy) We ) U a dan +B 0e) 


Il reste à transformer la parenthèse 


Ox a ee Te GES ‘ 
OX A OY x da, °° 


La déformation homogène (T), tangente en M, fait correspondre à la 
normale principale initiale une direction MN, qui diffère, en général, 
de la normale principale de la courbe déformée. Nous appellerons 
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%,, 5, y, les eosinus directeurs de cette transformée et e, la dilatation 
linéaire de la fibre élémentaire correspondante; nous aurons alors, 
en vertu des équations (7) du n°5, 


HAE 0 


CR) Go D PV. 
( 1); da, yo‘ oT 92 Yo 


L’équation (57) et les deux autres équations analogues deviennent 
donc, quand on en divise les deux membres par (1+ e)ds = (1+e)*ds, 





























x ade 1+e, @! day, dass da; ; 
oa ate Mee get re Da 7 + Ty a? 
0 1+ e ds (1-2 2)* 05 ds ds ds 
ß' 0 COMME ed, das; dag, day, 
ae Fred (rc) pee ds ie aan) ae? 
y! 2%} de _ ı+& y: das, +6 dass dass 
ne Bed lt re) pg ds ds Yds 
37. Calcul de la différenuelle logarithmique - = =: — La dérivée loga- 


; : IN de : . : 
rithmique —— —, qui figure dans les premiers membres des équa- 
1+e ds 


tions (58), est prise en considérant «,, 8,, y, comme variables; elle 
diffère par conséquent de la dilatation seconde, qui est une dérivée de 
la même quantité, mais prise en regardant «,, B,, y, comme des 
constantes. La différence entre ces deux quantités se caleule facile- 
ment à l’aide des équations (58) qu'on ajoute membre à membre 
après les avoir multipliées respectivement par @, 6, +. 

_On trouve | 


bende (ict es) (ax, PB, + v/s) ! 
Dep CNE een pre te?) 





Ou encore 


i Tae __(i+e,) cos), 


nr MER ET PT PET 








(39) 


> 


en désignant par 9, l’angle que forme, dans le milieu déformé, la 
direction de la tangente MT avec la direction MN, transformée de la 
normale principale initiale. 
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38. Décomposition de la courbure. Definition de la flexion. — Nous 
effectuerons une première transformation des formules obtenues pour 


la courbure, en éliminant la dérivée logarithmique „entre les 


ae 
(1 +e)d 
équations (58). Pour écrire le résultat de l’elimination sous une forme 
simple nous remarquerons d’abord qu’on a 


By'— yBi =o", ...; 


les expressions By, — yß\, ... se tranforment de la même manière en 
introduisant les cosinus directeurs de la perpendiculaire commune a 
la tangente MT et à la direction MN,, transformée de la normale princi- 
pale initiale. Le plan (P) déterminé par ces deux directions est le 
transformé du plan osculateur initial par la déformation homogène (T) 
tangente en M. Nous désignerons par «’, 8°, y, les cosinus directeurs 
de la normale du plan (P), et nous aurons par suite 


1 ! za, 2% 
byt = Vo, =e, sind, 
yay— ay’, = Bi sing, 


I R IT IR Han 
aß, — Ba, = y; sind, 


9, désignant l'angle déjà défini plus haut. En introduisant ces nota- 


. 11° . . ’ . 7 de aes 
tions, l’élimination de la dérivée Tees entre les deux derniéres 


équations (58) nous donne 


dass 2 das; \ 


SEA ds Vas ) 


“ar 











ou 1+e . a, da: 
— = ——— sing, + + B( x + 
p (1-8)? Po ds 


day, dass das; 


ds ds 











Remarquons maintenant que les deux directions MT et MN, sont les 
transformées de deux directions rectangulaires du milieu initial; par 
conséquent si nous désignons par E la dilatation superficielle du 
feuillet élémentaire appliquée en M, sur le plan osculateur initial, 
nous aurons 

(1+ e)(1+ e,)sin§,=(1+ E). 


D 
vo 
O 
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L’équation (60) devient done 





a” is Ken da das: da. 
(61) pee a | (= +B 32 La tp =) 


(po tl et Oo ds ds ds 


k 
nn | a PEER Pr ——,— a À . 
1 ds * p ds Vds 
On trouverait de la même manière 


p a (te)? Po 
da. dass das. 
T4 (2 31 er ß Le 33 


Oo ds que ds er ds 


\ 


6" ı+E £6 dai,» days day, 
+y(2 | . ) 








ds ds Cds ) ; 
(61°) 
H \ 


y 1+E y, das, à dae day, 
TERN & iP my, = 
0 (1+ €)* po ds ds ds 


> day, daz dais 
5 ( ds gee ade Tk ae ): 











Les formules (61) et(61’) représentent les projections de la rotation 
figurative de la courbure de la fibre dans le milieu deforme. L’examen 
des seconds membres montre que cette rotation se décompose en 

+E 1 ; 

Spey ay représente la transformée de la 
courbure de la fibre initiale par la déformation homogène (T) tangente 
en M; elle est nulle pour les fibres primitivement rectilignes; la 
seconde rotation est indépendante de la courbure initiale; elle est la 
mème pour toutes les fibres droites ou courbes qui admettent la même 
tangente. C’est à cette seconde composante de la courbure que nous 
donnons le nom de flexion de la fibre. 

On remarquera l’analogie que présente notre décomposition de la 
courbure avec le théorème de Meusnier : la flexion joue ici un rôle 
comparable à celui de la courbure des sections normales dans la 


deux autres. L’une égale à 


théorie des surfaces. 


39. Décomposition de la flexion totale. — En faisant usage de l’iden- 
tite (54) et des deux autres identités analogues on peut transformer 
l'expression des composantes de la rotation figurative de la flexion; 
nous désignerons ces composantes respectivement par F,, F,, F, et 
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nous aurons 


[ F, = Bla da, — ya das, 


OD, On, l 
a — — 
dG | 3)” 
OD, =) 
=3(7 da a Oy 03 
OD, OD, 
Ste + da ) cae 


I 


I 
Ci os) ae (ony ip); 


wol En 
FER 


re] 


; if 
ch Gr) = 3 (93% — my), 





we 


Yo| > 
ie ae 
Nie 


I 





, 4 
(5 =F rs) a 3 (91 — 92%). 


XIE 


Les équations (62) montrent que la flexion peut, à son tour, se 
décomposer en trois flexions partielles qui se rattachent aux trois 
covariants fondamentaux, et que nous distinguons respectivement par 
les noms de flexion de dilatation seconde, flexion de torsion et flexion 
cyclique ou polaire. Les projections sur Ox des rotations figuratives 
correspondantes sont : pour la flexion de dilatation seconde 


Ca, D 
(8 ay (x 208)? 








Nh 
|e 


O1 = 


pour la flexion de torsion 


ne 
ri 


QI 


I OT 7) 
un pete np a e 
2 0a se 


et pour la flexion cyclique 


m { 
F"=- 


SEN 
— 
-6 
w 
~~ 
-C 
= 
TD 


40. Autre forme des formules de l'incurvatıon. — Designons par 
a, 8, 7, les cosinus directeurs de la normale principale relative à la 
première composante de la courbure, c’est-à-dire à la courbure de la 
transformée de la fibre initiale par la déformation homogène tangente 
en M. Ona 


=Biy—8, Prey, Va a 6 — Bia, 


et de méme, en considérant la normale principale proprement dite de 
la fibre déformée, 


I f2 


a= By— 78, Beya-ay | Yate Bea 
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Tenant compte de ces relations et de l'identité 





SI da Pda da: 
D,( ©, 8 = Nele rs + 6 ria + y mu), 


on déduit des équations (61) et (61’) le nouveau système 











e- IE CT Aa das dar; 
p (ite)? py rer“ ds Hip He Todes’ 

à E £6. ai hs 2 day: 
aye EE Done. 2 dass, 
ee Pee (te eo, CUP aide ee ap ds 
7. __1+E Y2 = da; ee . da;; 
p (i+e)® po LR ET ke as mac ds tds 


L’introduction des covariants fondamentaux donne aux seconds 
membres des en (63) la forme équivalente 


A 


—+,——-—2D,+5 


a! +E) a 1 0D, af Ot 
= re Lo 3 Oa Te 


Q 
À 
| 
TD 
SE 
S 
pone eee 


4 
=e salapı +ß9.+79), 


(63') | 


Les systèmes (63) ou (63’) pourraient aussi se déduire facilement, 
par un calcul direct des formules (58), en tenant compte de I’ un 
tion (59) et des relations évidentes 


= A 00801 a,53ind,, 


Au point de vue de la décomposition de la courbure et de la flexion, 
il est évident que les équations (63°) ont exactement la même signifi- 
cation et la même portée que les équations (Or), (61°) et (62). 


Al. Éléments géométriques relatifs à la flexion. — La flexion étant 
l’une des composantes de la courbure il y a lieu de lui faire corres- 
pondre les mêmes éléments géométriques que pour la courbure. Nous 
aurons donc pour chaque direction de fibres, en un point donné, un 
axe de flexion, un plan de flexion analogue au plan osculateur, une 
normale principale de flexion, un rayon, un cercle, un centre de 
flexion. 


Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Juin 1913. 31 
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Si l’on représente la flexion suivant la méthode indiquée au n° 35, 
par un vecteur H porté sur la normale principale de flexion dans la 
direction opposée au rayon de flexion, on aura, pour les composantes 
de ce vecteur, les expressions suivantes : 





1 OD, Dy Or Ot f 
H=aD— > + 3 (Pr) + gle — alan t+ Beet yell 
£ ee 1.003 200707 Ot ee “ 
(64) BD. 3 Ge + 3 (75-25) + ale Blapı+ Bart yes) 


), 2 
HD 1 OD, ( Ot IT 


ee HER q Os D3.) |. 
à yt 5 ase — B52) + al Ps Y(%O+ BO. + 7 %3)] 


L’axe de flexion sera défini par les deux équations 


| «(X —-z)+P(Y-y)rylZ2—2)=0; 


Ds, OD, ; | OD, A ee 
-3|X-2) re + (Y Host and | 





Xa NT > 


% BEN 
Ot gr Ot 


da 0B dy 


os] D 


un [9 (X—2)+ %(Y—y)+9(Z2—2)]+1ı=o. 


La première représente le plan normal; dans la seconde on a séparé 
les termes provenant des différentes flexions composantes. 

Le plan de flexion, perpendiculaire à l’axe de la rotation figurative, 
est représenté par l’équation 


FX —x)+ER(Y— 7) + F3(Z— 5) = 0. 


Il est inutile d’insister sur le calcul des autres éléments, qui se 
déduisent facilement de nos formules. 


42. Incurvalion et flexion des feuillets. Flexion normale. — 
Lorsqu'une fibre appartient à un feuillet donné S, la courbure de la 
fibre peut se décomposer, conformément à la théorie des surfaces, en 


RECHERCHES SUR LA GÉOMÉTRIE DES DÉFORMATIONS FINIES. 243 


une courbure normale et une courbure tangentielle ou géodésique. 
La normale principale de la première est normale au feuillet, celle de 
la seconde lui est tangente. Nous allons d’abord nous occuper de la 
courbure normale. 

Soient a, b, e les cosinus directeurs de la normale au feuillet S dans 
le milieu déformé, E la dilatation superficielle du feuillet au point 
considéré M, w langle que forme le plan osculateur de la fibre avec 
la normale au feuillet, w, l'angle du plan transformé du plan oscu- 
lateur initial avec la même normale, w, l'angle du plan osculateur 
initial avec la normale au feuillet initial. 

Les angles w, et w, sont les compléments des angles que forment 
respectivement dans les deux milieux le feuillet élémentaire consi- 
déré avec le feuillet élémentaire situé dans le plan osculateur pri- 
mitif. Par conséquent, si nous désignons par E la dilatation super- 
ficielle du plan osculateur primitif en M, nous aurons, en vertu de 
l'équation (19°) du n° 9, 

COS 6 (1+ 0)(1+e) 


tee) Bose. Cree Bi (ie EN 





Cela posé partons des équations (63) que nous ajouterons membre 
à membre après les avoir multipliées respectivement par a, b, cet en 
y remplacant E par E’ suivant la notation ci-dessus. Nous trouvons 








p a (LE 6)? Po yaad 








: nl ci 3 
cos (1+ E’) COS 6); EN ( day; day, we); 


ds 6 ds 7 ds 


ou bien en vertu de l’équation (66) 











cOSH) ._ 1+0 COSM X /_ da,, da; _ da 
eee (ie) 


AN ed, = 

Designant par R le rayon de la courbure normale du feuillet suivant 
la fibre considérée et par R, le rayon analogue du milieu initial, nous 
avons done 


an 1+ 0 I \ ( du „dan das; 
(08) He tice ENT as man 2? N ds Gee days aa) 
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D'où nous tirons enfin par l’introduction des covariants fondamentaux 





(69) J cu oud Ay! at Cae gS Ge Dance) 
? a a Re 8k od 08 oy 
a b c 
2 4 : 
15 — (a pi + b 9%-+c9;). 
9 | dt ot at Dare 93 
da O06 Oy 


Les équations (68) et (69) mettent encore en évidence la décompo- 
sition de la courbure normale en une somme de deux courbures : la 
premiere est la transformée de la courbure normale initiale par la 
déformation homogene tangente en M; la seconde, indépendante de la 
courbure initiale, est la flexion normale du feuillet suivant la fibre 
considérée. L’equation (6g) donne aussi la décomposition de la 
flexion normale en ses trois composantes relatives aux covariants 
fondamentaux. 


43. Remarque sur la transformée de la courbure initiale. — La forme 
de la première composante de la courbure est remarquable par sa 
simplicité. Posons | 
) 1+0 I 
RME N, 





Si nous désignons par € la dilatation de l'épaisseur d’une couche 
appliquée sur la surface considérée en M, ona 


SE] SE 


ls 
— 


Tar 
Par 





— 
es 


et l'équation précédente devient 


I IHE 1! 
rer; 





Si l’on fait varier la direction de la fibre sur le feuillet autour du 


: See. | < 1,975 : 
point M,, dans le milieu initial, la courbure = s'exprime par une 


0 


fonction homogène du second degré des cosinus directeurs &,, Ba, Yo- 
En remplaçant ces cosinus pat leurs valeurs en fonction de «a, B, yon 
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. I I . . . 
obtient pour le rapport Grey m, Une expression qui est aussi homo- 
0 

gene et du second degré en «, 6, y, et dont la considération fournit 
I 
+ Les 
| R, 
axes de cette nouvelle indicatrice sont les directions transformées 
des diamètres conjugués communs à l’indicatrice initiale et à l’ellipse 
suivant laquelle le plan tangent au feuillet coupe l’ellipsoide des 
dilatations linéaires du point M,, dans le milieu initial. 


Vindicatrice de Dupin relative à la courbure transformée 


AA. Flexion géodésique. — Pour le calcul de la courbure géodé- 
sique il est plus simple de partir de la rotation figurative dont les 
composantes sont données par les équations (61) et (61’). L’axe de la 
rotation figurative de la courbure géodésique est normal à la surface; 
on obtiendra done l’expression de cette rotation en ajoutant membre 
à membre les équations (61) et (G61’) après les avoir multipliées 
respectivement par a, b,c. Le résultat se décompose encore en deux 
parties, l’une qui dépend de la courbure initiale de la fibre et de la 
position du plan osculateur, l’autre qui dépend uniquement de la 
flexion et que nous appelons pour cette raison la flexion géodésique. 
Au point de vue de la première composante il y a toutefois une dille- 
rence avec le résultat obtenu pour la courbure normale, en ce sens 
que la courbure géodésique de la fibre transformée par la déformation 
homogene (T) ne s’exprime plus uniquement à l’aide de la courbure 
géodésique initiale et de la dilatation linéaire de la fibre. 

La rotation figurative de la flexion géodésique a pour expression 


Ka aF, -|- bE, + cr, 


où F,, F,, F, ont les valeurs définies par les formules (62). 

On voit que les formules relatives a la flexion des fibres et des 
feuillets prennent, par l’emploi des covariants fondamentaux, une 
forme exactement semblable à celle que nous avons obtenue précé- 
demment pour les déformations infinitésimales. Les conséquences 
que nous en avons déduites, au point de vue des propriétés géomé- 
triques, subsistent donc entièrement, sans la moindre modification, 
et il est inutile de les reproduire ici. 


ee © Q Q ee 








SUR 


UNE CLASSE DE TRANSCENDANTES 


GENERALISANT 


LES FONCTIONS ELLIPTIQUES ET LES FONCTIONS ABELIENNES, 


Par M. Emme PICARD. 


1. Dans deux Mémoires insérés dans les Acta mathematica (t. XVIII 
et XXIII), j'ai indiqué une classe étendue de transcendantes nouvelles 
satisfaisant à certaines équations fonctionnelles. Ayant repris cette 
question dans mon cours en avril 1911, en donnant les démonstra- 
tions dans tous leurs détails, je voudrais faire quelques remarques 
générales à ce sujet. 

Soit donnée une transformation birationnelle 


| Dea ing Ear a A mm 


(T) ne, ie Rae thar oR 
| a Dale La; wins Han) 


\ 


imielanteles poimt douvle 2, =2,=..—a, — 0. On pourra, en 
général, écrire dans le voisinage de ce point 


X= a1, +O (21,22, ++ en); 
Nee An Lp + Qt La, OL: nals 


les termes Q étant des développements de Mac-Laurin sans termes du 
premier degré. 
Les transcendantes uniformes dont il s’agit, /, (2), fa (3), «+65 fn (2). 
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admettent une premiere période, soit 277; relativement au change- 
ment des en z + © (w étant une quantité que nous pouvons supposer 
réelle et positive), on a d’autre part 


fi (5 + 6) ) = 174% 3) fal By cor peels 


J'ai démontré l’existence de telles fonctions, ayant partout à distance 
finie le caractère de fonctions rationnelles, en procédant par approxi- 
mations successives. Mon point de départ était le suivant. Soit tout 
d’abord, dans le plan de la variable complexe s = x + 1y, une bande 
parallèle à l’axe Oy, limitée à gauche par l'axe des y et à droite par une 
parallèle AB à Oy située à une distance w de l’origine; on considère de 
plus une bande de largeur tres petite (fixe d’ailleurs), comprenant Oy 
à son intérieur, limitée à gauche par la parallèle # à Oy et à droite par 
la parallèle 7 au même axe. Soit maintenant l’équation fonctionnelle 


f(s +ow)—af(z)=P(:), 


P (z) étant une fonction méromorphe dans tout le plan, admettant la 
période 277, et holomorphe dans la bande zz’. On démontre qu’on 
peut satisfaire à cette équation par une fonction f(z), de période 277, 
méromorphe dans tout le plan, et holomorphe dans la première bande 
(Oy, AB) et un peu au delà à droite et à gauche. 

Ceci démontré, partons de fonctions doublement périodiques de 
seconde espèce 


fish All +. Sa (4), 


aux multiplicateurs respectifs (1, @,), (1, @2), ..., (I, @), et envisa- 
geons les approximations successives correspondant aux équations 


[APCE 0) a IP) + OLN) AVE) oo PV 


À CE +0) = an fa) + OLA MEN AM) SMa) 


Bien entendu, les séries Q peuvent cesser d’étre convergentes, 
mais, d’aprés leur provenance, leur signification n’en est pas moins 
déterminée. 

On suppose que les fonctions initiales /?(z), ..., f,(z) n'aient pas 
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de pôles dans la bande zz’. De plus, toutes les fonctions 
(2) SPC) fs) ney Fn (a) 


deviennent, quel que soit p, infinies respectivement dans la bande 
(Oy, AB), comme 


(3) J? (4); F2 (2); Rit n (2): 


Ces conditions, jointes à la périodicité 274, déterminent successi- 
vement, dans tout le plan, les termes de la suite (2), en s'appuyant 
sur le lemme préliminaire énoncé ci-dessus. 

On démontre enfin que, st les modules des termes de la suite (3) sont 
assez petits dans la bande ii, les termes de la suite (2) ont des limites 
parfaitement déterminées pour p—#. Ce sont les transcendantes 
cherchées. 


2. On pourrait, pour arriver au même résultat, procéder en faisant 
d’autres approximations successives. Par exemple, comme je l'avais 
fait dans mes premières recherches sur ce sujet, remplacons a,, 
TAAL, asc ee Mn ON is Noy ses An, PALAU X 0. HA 
(u. étant une constante) dans la transformation T du début. Nous 
pourrons, en prenant la transformation sous la seconde forme, écrire 


X,=a,2, + Pi (2%, 22, nf): 
a RU ie Re re ek RARE N 


Ay An Lp + Piz, Voy eee Cm p-)- 


On peut alors chercher à satisfaire aux équations fonctionnelles qui 
correspondent à (4), en prenant pour f, (2), f,(z), »--, /,(s) des series 
ordonnées suivant les puissances de u, soit 


Vz tet. (Sones rt PP Cg ea, 
any). slg pete UA Sra NN 
Ina mie) tun (s)+-.-+ pe f(s) +.. 


On prend pour /{(s), ..., /°(s) des fonctions arbitraires double- 
ment périodiques de seconde espèce aux multiplicateurs (1, a, ), :.., 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Jun 1913. 32 
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(1, a,). Quant à 
(6) lee en. Im (2) (p2ı), 


elles sont holomorphes dans la bande (Oy, AB). 

Dans ces conditions, tous les coefficients des puissances de p. sont 
déterminés dans les développements (5), et l’on peut établir que, sz le 
module de u. est suffisamment petit, les series convergent et donnent, 
dans la premiere bande, les fonctions cherchées. L’extension se fait 
ensuite dans tout le plan au moyen de l'équation fonctionnelle elle- 


méme. 


3. Si l’on n'assujettissait pas les fonctions de la suite (6) à être 
holomorphes dans la première bande (Oy, AB), on pourrait obtenir 
d'autres développements analogues à (5). Reprenons les formules du 
paragraphe précédent en nous bornant, pour simplifier l'écriture, au 


cas de deux équations. Soit 
Nn 2-7), 
Ya Ser, y) 


la transformation birationnelle; en remplaçant a et y par ux et wy, 
puis X et Y par uX et wY, on obtient 
X=ar+ P(x, 7,1), 
Ye OO (x, 7, 1): 
En partant des développements 


JS) Spe yeep fas ee 
9(5) = 90(5) +upi(s) +B? O2(5) +..., 


a 


QQ 


et substituant, il vient 
fotz +o)=a fo(), 
9(3 Ho) b Do(3), 


et, d’une manière générale, 


| Sate + o)) =a f,(3)+ Bae Dos - + HER 9-1) 


eae = 4 (pz1), 
D5(3 +9) — bo,(s) + Q, (fo: Do: er er Do) 


(7) 


les P, et Q, étant des polynomes. Au lieu de procéder, comme au para- 


= 
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graphe précédent, pour obtenir les f, et 9,, c'est-à-dire les supposer 
holomorphes (p21) dans la première bande (Oy, AB), on peut déter- 
miner /, et 9,, en prenant pour elles des polynomes en 


FRONT lets Op; 


qui sont completement determines par les équations (7). On obtient 
alors pour f(z) et 9 (z) des développements conduisant à des expres- 
sions définies pour toute valeur de w, mais les fonctions uniformes 
J (s) et 9(¢) ainsi obtenues ne sont pas méromorphes dans tout le plan 
de la variable z. Klles admettent, comme points singuliers essentiels, les 
pôles de f, et 9. | 

On peut d’ailleurs arriver par une autre voie aux fonctions précé- 
dentes. Supposons |a|>1, |b|> 1, et envisageons les équations 


fonctionnelles 
F(au, bv) =R[F(u, ¢), O(a, )], 


)] 
Pau, bv) = S[F(u,v), ®(u, ¢)]. - 


Comme je l’ai montré ('), elles définissent des fonctions uniformes 
Fu, ¢) et D (u, v) de wet¢ dans les plans des variables complexes u 
et ¢, holomorphes autour de u = =o, et ayant partout à distance 
finie le caractère de fonctions rationnelles. On voit alors qu’en posant 


fs) =F [fo(4), 90(4)], o(s) = ®[ fo(s), 9(2)], 


on obtient des fonctions uniformes de z, satisfaisant à nos équations 
fonctionnelles primitives; elles ont comme points singuliers essentiels 


les pôles de f,(z) et de 9, (2). 


_ 4. J'ai essayé autrefois d’étendre les recherches ci-dessus, de ma- 
niere a obtenir des fonctions de plusieurs variables, généralisant les 
fonctions abéliennes comme les fonctions du paragraphe I généralisent 
les fonctions elliptiques. Mais des difficultés nouvelles se présentent 
et je n’ai pas abouti. Il ne sera peut-être pas cependant sans intérêt 
d'indiquer ces difficultés en se bornant d’ailleurs à un cas très parti- 


(1) Voir Comptes rendus, 4 juillet 1904, et aussi la Note I dans le Tome II de ma 
Théorie des fonctions algebriques de deux variables, p. 465. Le cas de a = b avait été 
envisagé a un autre point de vue par M. Poincaré (/ournal de Mathématiques, 1890). 
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culier. Soient w et w’ deux constantes positives et soient 


X—=R(z, y), NEC), 
RICE AU SE N'ES (ae, 79 


deux substitutions birationnelles permutables du type considéré anté- 
ricurement avec le point double a=y =o. Une question se pose 
naturellement. Existe-t-il des fonctions uniformes f(z, z') el > (3, 2’) 
des deux variables complexes z et z', ayant partout a distance finie le 
caractère de fonctions rationnelles, admettant par rapport à z et à z' les 
périodes 271, et telles que : 


f(z+0,3')=RT/(s, 3), 9(z, 2')], f(s, 2+o)=R'L[/(2, 2), ps], 
) ( 


R[ 
8 : 
D ols 40, ")= Sls, sh (2) os 2 +0") = IL flz, 2), 005, 5") 


La 





En suivant la même marche qu’au paragraphe 3, on est conduit à 
former le système d'équations 


Jos 79, 2) = a Tete, 52), Tete ar Bye] plays) =I Pele Do Gr nf pee Op “ak 


(9) 
%(2+9,2)=b5b9(2,7'), 9p(3+0,2)=bo,(3, 3) + Qp[ Sos Pos + + +1 Spt) Pr-ı], 
où p21, et le système analogue pour la seconde substitution 
fie, Sols, 3’ + o')=al fos, s'), fps, 3'+ 0") =a" fy(s,3') + Pos Pos - ++» fo 9p-ıl) 
Do( 3; en on = b' 9,(3, oa), 9,(3, 3!+ w') = b' 9p(3, 3!) + USER Dos ++ Sy peas Pp-1]- 


Considérons, dans les plans des deux variables complexes z et z’, les 
premières bandes (Oy, AB) et (Oy’, A’B’) relatives respectivement à 
met’. Pour appliquer l’analyse qui a réussi plus haut, il faudrait 
pouvoir satisfaire aux équations (9) et (10) par des fonctions de 
périodes 274, /, et 9,, holomorphes quand 3 et 3’ sont respectivement 
dans la première bande de leur plan (p étant supérieur ou égal à un). 
Or, cela n'est pas possible en general('), et l'on ne peut arriver par cette 
voie à prouver l'existence, qui reste douteuse, de fonctions périodiques 
uniformes de deux variables ayant partout, à distance finie, le carac- 
tère de fonctions rationnelles, et satisfaisant aux équations fonction- 
nelles (8). 





(1) Les deux transformations birationnelles et permutables envisagées sont générales, 
c'est-à-dire ne présentent aucune particularité en dehors des hypothèses explicitement 
faites. 
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On peut au contraire facilement, en opérant comme a la fin du para- 
graphe précédent et s'appuyant sur ce que les substitutions sont per- 
mutables, satisfaire aux équations (9) et (10) en prenant pour /, et 9, 
des polynomes en fo, 9, +++» fps) 0,3 Il ne reste plus alors d’arbi- 
traire que /, et 9,, pour lesquelles on peut prendre des fonctions 
arbitraires quadruplement périodiques de seconde espèce. Mais on 
obtient ainsi des fonctions uniformes de 3 et de z’ ayant des singula- 
rites essentielles à distance finie. Les transcendantes ainsi obtenues sont 
d'une nature tout autre que les fonctions abéliennes. Le doute exprimé 
plus haut subsiste donc, et une recherche intéressante reste a faire, 
qui mérite d’être tentée. 


5. A un tout autre point de vue, l'étude précédente appellerait 
encore des recherches ultérieures. Nous avons démontré l'existence 
de fonctions satisfaisant aux relations fonctionnelles, en supposant 
que certaines fonctions initiales (§ 1) ou bien le nombre u. (§ 2) sont 
assez petits. Nous avons ainsi trouvé des solutions voisines de zero 
dans une région convenablement choisie. Nous avons raisonné par 
continuité, comme on le fait dans tant de théories, passant d’une solu- 
bons(ıcı lassolution /,=—/, —...— /f, —,0) à une solution voisine: 
Le prolongement de ces fonctions (par rapport à p., par exemple), 
resterait à étudier; dans les questions les plus diverses on rencontre 
toujours devant soi les mêmes difficultés. 





RECHERCHES 


LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVE 


L'ÉTUDE ASYMPTOTIQUE 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU SECOND ORDRE (*), 


Par M. P. BOUTROUX. 





INTRODUCTION. 


ik: 


_M. Painlevé a, comme on sait, résolu le problème suivant : « Deter- 
miner toutes les équations différentielles du second ordre 


y'=R(y', 9, +), 


où Rest rationnel en y’, algébrique en y, analytique en x, dont l’inté- 
grale est uniforme ou, plus généralement, a ses points critiques 
fixes. » 

Les Tableaux d'équations publiées en 1900 par M. Painlevé ont 
dû être complétés par M. Gambier; mais sa méthode épuise la 


(1) Mémoire couronné par l’Académie des Sciences (Grand prix des Sciences mathé- 
matiques, 1912). 
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question, et c’est cette même méthode qui a permis à M. Painlevé lui- 
même, puis à MM. Chazy et Garnier, d'entreprendre avec succès la 
détermination des équations du troisième ordre dont les intégrales ont 
leurs points critiques fixes. 

Rappelons que la méthode de M. Painlevé est caractérisée en ces 
termes par son auteur (Acta Math., t. XXV, p. 11): « Il m'a fallu, 
dit-il, constituer une double méthode qui répondit a un double objet 
1° trouver de nouvelles conditions nécessaires pour qu’une équation 
différentielle ait ses points critiques fixes; 2° décider si ces conditions 
sont suffisantes. 

» La premiére partie de la méthode (recherche des conditions 
nécessaires ) est à la fois tres simple et très élémentaire. Elle s’applique 
avec une extrême facilité à une équation différentielle d’ordre quel- 
conque, ou, plus généralement, à tout système d'équations aux 
dérivées partielles dont l’intégrale ne dépend que d’un nombre fini de 
constantes. 

» La seconde partie de la méthode (recherche des conditions sufft- 
santes ) est d’un caractère plus subtil; elle peut être étendue aux équa- 
tions du troisième ordre ou d’ordre supérieur; mais les complications 
qu’elle entraine croissent avec l’ordre différentiel ». 

Ainsi, lorsque, par élimination, on a formé une équation différen- 
tielle dont l'intégrale générale peut être uniforme, le plus difficile reste 
à faire : il faut montrer qu’effectivement (') les intégrales de cette équa- 
tion n’ont pas de points critiques. Constatation peu encourageante : 
car prouver l'absence de singularités critiques, ce n’est donner encore 
qu'une propriété négative des fonctions définies par l'équation diffé- 
rentielle. A quelles difficultés ne se heurte-t-on pas si l’on veut obtenir 
des propriétés positives de ces fonctions, si l’on cherche à connaitre 
leur structure comme on connaît, par exemple, la structure des fonc- 
tions elliptiques ? 

Effectivement, nous ne connaissons encore, à l’heure qu'il est, 
aucune propriété fonctionnelle notable des transcendantes découvertes 
par M. Painleve. Sans doute, l'intervention inattendue de ces transcen- 
dantes dans certaines questions relatives aux équations linéaires, 


(1) Cf. PAINLEVÉ, Bull. de la Soc. math., 1900, p. 31 et suiv. 
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intervention signalée par MM. Schlesinger et Richard Fuchs, précisée 
depuis, et étudiée dans des cas nouveaux par M. Garnier, est un fait 
nouveau bien remarquable : mais la constatation de ce fait ne nous a 
pas conduits jusqu’ici & une connaissance plus intime des transcen- 
dantes elles-mêmes (vozr à ce sujet notre septième Partie ). 

Si les recherches qui font l’objet du présent Mémoire réussissent à 
apporter quelque lumière sur la nature et les propriétés distinctives de 
ces fonctions, c’est en rattachant le problème de M. Painlevé à un pro- 
bléme plus général. Partant d’un ensemble de caractères fonctionnels 
que nous restreignons progressivement, nous déterminons et étudions 
les familles de fonctions et, tout d’abord, celles qui vérifient une 
équation différentielle algébrique, auxquelles appartiennent ces carac- 
tères : nous retrouvons ainsi, pour un ensemble de caractères particu- 
liers, les transcendantes de M. Painlevé. Lors done que nous parvenons 
à ces fonctions, nous nous trouvons déjà savoir qu’elles sont uniformes 
ou à points critiques fixes (la seconde partie de la méthode de M. Pain- 
levé ne nous est plus nécessaire) et nous en connaissons déjà certains 
traits caractéristiques. Et, d’autre part, nous sommes en mesure de 
situer ces fonctions parmi l’ensemble des fonctions (uniformes ou 
non) qui leur sont apparentées. 

La conclusion générale à laquelle nous parviendrons peut être 
résumée par la formule suivante : Les transcendantes de M. Painlevé, 
transformées en posanty = 2” Y,X = 2’ et choisissant convenablement 
les exposants m, /, sont des fonctions asymptotes aux fonctions dou- 
blement périodiques (nous expliquerons en détail ce qu'il faut entendre 
par ce mot asymptote ); elles sont aux fonctions elliptiques ce que les 
fonctions méromorphes de Bessel sont aux fonctions circulaires ('). 

Considérons, par exemple, l'équation 


(A) YHV rR, 





(1) Ce rapprochement nous donne, en quelque manière, la norme des propriétés dont 
jouissent les transcendantes de M. Painlevé. Les fonctions de Bessel possèdent certaines 
propriétés remarquables des fonctions circulaires, les fonctions elliptiques en possèdent 
d'autres. On ne pourra retrouver chez les transcendantes nouvelles, en fait de propriétés 
classiques, que les propriétés communes aux fonctions de Bessel et aux fonctions ellip- 
tiques. 
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. r 2 3 REA T 
que le changement de variables X = + a*, y = ya Y, transforme en 


(A!) Yoga Yi. 


„| < 


Les fonctions de Bessel Y(X) sont asymptotes aux fonctions 
tang (X — X,) intégrales de Y’= Y* +1 : l'étude de cet asympto- 
tisme fera l’objet de notre première Partie. Considérons pareillement 
l'équation 











(B) y= Oy — Oa, 
Vf 5 = 
que le changement de variables X = Sie) y = VæY transforme en 
: vi. BEN : 
B' ee te 
er ans D URL 


nous verrons que les intégrales de (B') peuvent être caractérisées 
comme fonctions asymptotes aux intégrales de Y” = 6 Y? — 6. 
Pareillement l’équation 





2 
C "—9)% ory + >a, 
(6) 9 ) ye ae 3 
; —_ u 2 3 
que le changement de variables y = ÿx Y, X = = a traneformeen 
Ve I Y a à 
Cc") YP ees eg YOY 
( ; X 9 X2 X A 





a ses intégrales asymptotes aux intégrales de Y’ = 2 Y° — 2Y. 

Et ainsi de suite (vorr notre quatrième Partie). 

Les propriétés asymptotiques des intégrales Y(X ) que nous mettrons 
en lumière ne sont pas toutes, nous l’avons dit, propriétés exclusives 
de fonctions uniformes ou de fonctions à points critiques fixes. Ainsi, 
par exemple, pour étudier asymptotiquement l'équation (B’) et la 
comparer à Y’ = OY? — 6, il est utile, sinon nécessaire, d'introduire 
dans Péquation un paramètre p, et variant à partir de zéro. C’est ainsi 
que, pour étudier l’équation (A), nous considérerons l'équation plus 
générale 


(A bis) De tee 
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Ê 2 Le ’ . . 
ou, en posant y = 2? Y, X = x * , Péquation équivalente 
+? 
. : 1 4 x 
(A’ bis) Dee ya, 
Ber X 


équation qui varie entre Y’= Y?+1 et (A) pour & variant entre o 
et ı : pareillement, pour étudier l’&quation (B), nous considérerons 
l'équation plus générale 


(B bis) ye byt bal, 


Auzenposanly =a VY, X= 


+ 


fe 
ea æ , l’équation équivalente 
E24 





(B’ bis) er _ 5p. Y te 4 (ue — 2) x 


N me OY 2.6: 
+4 X (+4) X 


équation qui varie entre Y” = 6 Y* — 6 et (B’) pour uw variant entre o 
et 1. Nombre de résultats que nous obtiendrons s’appliqueront donc 
à l'équation (B dis) comme à Péquation (B) : or les intégrales de 
l'équation (B bis) n'ont pas leurs points critiques fixes. 


L'étude asymptotique des équations (B’), (C’), ... nous fera 
connaitre en premier lieu l'allure des « branches d’integrales » Y(X) 
(suivies sur l’ensemble des rayons issus, par exemple, de l'origine), 
la distribution de leurs infinis (ou des points où elles prennent une 
valeur donnée quelconque), le mécanisme des permutations des fonctions 
inverses; nous verrons qu'on peut décomposer les régions éloignées 
du plan X en cases où une branche Y(X) ne prend qu’un nombre 
limité (donné) de fois toute valeur donnée et qui se rapprochent 
arbitrairement de parallelogrammes des périodes lorsqu'elles sont 
arbitrairement éloignées. 

Les intégrales Y(X), dont la structure est la plus régulière et peut 
être prise comme type, sont les intégrales symétriques, qui sont méro- 
morphes en X =o [il est clair que, pour l'intégrale générale de (B’), 
(B’ bis), (C’), ..., l'origine est en général point critique]. Ces inté- 
grales symétriques sont intéressantes à étudier à cause des analogies 
qu'il y a entre elles et les fonctions de Bessel correspondantes, 
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Écrivons Péquation ( A’ dis) sous la forme 





ER 


x 


cette équation admet une intégrale Y,, holomorphe et une intégrale Y,, 
méromorphe à l’origine. Ces intégrales sont liées par la relation 


: A 2p —1 
Yop = Vian + cn Ge 

et Y,, se développe sous la forme a,,X + a,,X’+ ..., où 

din ap) == 1 d3,(3 2p) == Ay»; Asp) (D + 2p) =24;p asp, 


Écrivons semblablement l'équation (B’ bis) sous la forme 


: bé Y re 3 
Y* + LES en NG =6Y?—6; 


cette équation admet une intégrale Y,,,, holomorphe et une intégrale 

Ye meromorphe -à lorieine. Ces intégrales sont liées par la 
2(m,n) O fo) 

relation 


: 3 6+n— 2m 
Y BT | 1(m,#m—n—12) ahi Gx ae ? 


et Yu se développe sous la forme 


7 79 4 T6 
Y 1(m,n) — REN ain G(m,n) N‘ Ze 2: 
ou 
x(n n) (2.1 + 2m+n)=— 6, Geim.n) (6.5 + 6ne+ n) = CA (nn) 


&40(m,n) (10.9 FT 1010 EN) —==12. Gs(», 1) ds(min)e 


x 


Il serait intéressant de poursuivre l'étude du développement Y jin,» 
pour les diverses valeurs de m, n. Mais revenons à l'intégrale generale 
Y(X) d’une équation (B’), ou (C’). | 

La connaissance de Pallure des Y(X) permet de choisir en toute 
connaissance de cause les développements ou modes de représentation 
de ces fonctions qui rendront le mieux compte de leurs caractères 
distinctifs ; elle permet aussi d'étudier les propriétés que l’on pourrait 
appeler propriétés périodiques des fonctions Y(X ). 

Soient X, et X, deux points où une même intégrale Y(X) prend la 
même valeur n : sous certaines conditions, qui seront ultérieurement 
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précisées, je dirai que la différence X, — X, est une période de l’inté- 
grale; cette période est en général fonction de X, de n et de la valeur n/ 
prise par Y’ au point X; en vertu de l’asymptotisme des Y(X) elle sera 
(pour des n et n° donnés) d’autant plus voisine d’une constante 
que |X| sera plus grand. 

Pareille généralisation de la notion de période répugne au premier 
abord et parait bien artificielle : cependant mes recherches relatives 
aux intégrales Y(X) m'ont de plus en plus convaincu que la conside- 
ration des fonctions-periodes doit jouer un role important dans l'étude 
de ces intégrales. Il en est ainsi surtout pour certaines valeurs parti- 
culières de n. 

Considérons, par exemple, les pôles Km des intégrales de 





l'équation (B’). Ces pôles sont tous, sans exception, des pôles doubles; 
l'intégrale assujettie à être infinie en X, est entièrement définie si 
l’on se donne, avec Ne la valeur d’un certain paramètre C qui est le 
coefficient (arbitraire) de (X — X,)‘ dans le développement de l’in- 
tégrale autour de X,. Si l’on regarde X, comme fonction de X, ou de C, 
cette fonction est nécessairement holomorphe partout où elle est finie. 
C’est la un fait gros de conséquences : en approfondissant l’étude de 
la fonction X,(X,, C) et des fonctions connexes, il semble que nous 
touchions au cœur des nouveaux êtres analytiques introduits dans la 
Science par M. Painlevé. 

Je n’ai point, dans le présent travail, tiré de l’introduction de 
la notion de période toutes les conséquences qu’elle comporte, car j'ai 
dü traiter longuement un problème préliminaire qui est assez ardu à 
cause de l'insuffisance des moyens dont nous disposons pour 
l’aborder : il s'agissait de préciser les conditions dans lesquelles 
la fonction X,(X,) devient infinie et critique, c’est-à-dire d’étudier 
les intégrales Y(X), ou les intégrales y(x) correspondantes, qui ont des 
pôles rejetes à l'infini. J'ai appelé ces intégrales intégrales tronquees : 
remarquables en elles-mêmes à cause de leur structure exception- 
nelle, elles sont en outre le pivot des recherches que nous avons. 
entreprises. 

Les poles de Vintégrale générale de equation (A) sont distribués 
suivant trois demi-lignes qui partent d’un cercle de rayon fini 
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entourant x = o et s’éloignent indéfiniment en affectant une forme de 
plus en plus rectiligue pe première Partie, § 3-5; pour les inté- 


grales symétriques, dont ıl a été question plus haut, ces demi-lignes 
sont l’axe réel positif OA, et les demi-droites OB, OC, issues de 


l’origine, qui font avec cet axe les angles - = 1 particulier, il 
existe trois intégrales de (A) pour lesquelles deux demi- lignes de pôles 
sont rejetées à l’infini; ces intégrales, fonctions de pene tronquees, 
n'ont done plus, chacune, qu’une demi-ligne de pôles, laquelle 
coincide avec l’axe réel positif ou avec l’une des demi-droites OB, OC 
(voir § 4-5). Dans toute direction autre que celle de la demi-ligne de 
pôles, l'intégrale Y (déduite de y en posant y = YxY) tend vers une 
limite finie (+ J — 1). 

Considérons d’autre part l'équation Y’=6Y*—6 : les intégrales 
ironquees de cette équation sont les dégénérescences des fonctions 
elliptiques p dont une ou deux périodes deviennent infinies; il existe 
deux intégrales tronquées et deux seulement polaires en un point 
donné X,. 

J'ai recherché ce que deviennent ces intégrales tronquées lorsqu'on 
ee de l’equation YY=6Y?— 6a l'équation asymptote (B’). Voici, 

transportés à l’equation (B) en y, æ qui correspond : à (B’), les prinei- 
paux résultats obtenus : 


Appelons (ig. 1) OA l'axe réel positif du plan +, et OB, OC, OD, OE 


Fig. 1. 


T At ST 
les demi-axes qui font avec OA les angles - EN —. Pour toute 


t 





position de a, non située sur un des cing demi-axes, il existe cing inte- 
grales tronquées polaires en 2; elles sont tronquées respectivement 
dans les directions OA, OB, ..., OE. J'entends par la que chacune de 
ces intégrales a une ligne de oles extréme, c’est-à-dire un ensemble 
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de pôles distribués sur une ligne qui va de l'infini à l'infini et dont 
les deux extrémités sont asymptotiquement parallèles à deux demi- 
axes tels que OB et OE; sur tout chemin du plan x qui s'éloigne indé- 


finiment à droite de cette ligne de pôles extreme (c’est-à-dire du côté 
1 


de OA), l'intégrale tronquée reste finie, et Y eal à a tend vers 
une limite finie (+1). A gauche de la ligne de pöles extreme, par 
contre, l'intégrale n’est pas tronquée : la distribution de ses pôles de 
grand module est normale. 

A l'étude des intégrales tronquées polaires en æ, sont liées cer- 
taines fonctions remarquables. Pour déterminer une intégrale y(x) 
polaire en 2X, il faut, comme nous l’avons dit plus haut('), se donner 
une valeur du paramètre c, coefficient de (x — a,)* dans le dévelop- 
pement de l'intégrale. Appelons c, la valeur de ce paramètre qui 
donne l'intégrale tronquée dans la direction OA. Lorsque x, varie, C, 
engendre une FONCTION UNIFORME (*) de x, : cette fonction n’a d’autres 
singularités qu'une coupure rectiligne qui se trouve sur le prolongement 
OA’ de OA entre un certain point A, de ce prolongement et = — 0; 
elle offre des particularités curieuses que nous signalerons au para- 
graphe 16 (troisième Partie ). 

Envisageant de même les quatre autres intégrales tronquées polaires 


en &,, nous obtenons quatre autres fonctions uniformes à coupures, 


Cy (ay), +, Cela). On devine le rôle que vont jouer ces fonctions dans 
l'étude de la période x, (a, ce) — x, [transformée en x de la période 
X, (X,, C)—X, envisagée plus haut |. 

A gauche de la ligne de pôles extrême correspondant à l’intégrale 
tronquée dans la direction OA, se trouvent d’autres lignes de pôles 
asymptotiquement parallèles à OB, OE: nous les appellerons ligne de 
pôles penultieme, ligne de pôles antepenultieme, etc. Appelant c/ le para- 
mètre de l'intégrale en un pôle a d’une quelconque de ces lignes, on 
pourra étudier la fonction c! (a) comme ona étudié la fonction c, (æ,). 
Exceptionnellement, il pourrait arriver qu'une mottié de la ligne de 








(1) Nous avons noté ce fait plus haut en considérant la fonction Y(X). Il se présente 
également pour la fonction y (x). 
(2) Observons qu'en tous les pôles 1, x, ..., de la ligne de pôles extrême, le para- 


mètre est donné par la même fonetion cy (xs), où l’on fait 2) = 21, 2», ete. 
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pôles pénultième fat rejetée à l’infini dans la direction OC ou OD: 
l'intégrale serait alors une inzegrale bitronquée. Nous n’insisterons pas 
sur cette éventualité dont l'intérêt est secondaire, mais nous attache- 
cherons, par contre, une grande importance aux INTEGRALES TRITRONQUEES 
dont le nombre total est 5. 

Une intégrale tritronquee est une intégrale tronquée suivant trois des 
cing directions spécifiées plus haut, telles que OE, OA, OB: elle ne 
présente des pôles (en nombre infini) que sur les rayons qui s’éloignent 


EN 
indéfiniment dans le seul angle COD; lorsque x croît indéfiniment 
1 


ee 


dans toute autre direction, Y Ca à x a tend vers +1. Il n’y a 
qu'une intégrale tritronquée dans les trois directions OE, OA, OB, 
comme il n’y a que deux intégrales de Y”= 6 Y* — 6, dont les deux 
périodes soient infinies. — Les cing intégrales tritronquées de l’équa- 
tion (B) doivent jouer dans l'étude de cette équation le rôle qui 
revient, dans la théorie des fonctions de Bessel, aux trois intégrales 
(simplement) tronquées. 


La notion d'intégrale tronquée est, comme je le disais plus haut, à 
la base des propriétés périodiques des transcendantes de M. Painlevé. 
J'ai cherché à montrer, dans la sixième Partie de ce travail, comment, 
en partant de cette notion, on peut, a priori et sans aucuns caleuls, 
faire une étude systématique des fonctions méromorphes définies par 
les équations du second ordre. Bien que je n’aie pas appliqué aux 
équations du troisième ordre la méthode que je propose, il ne me 
paraît pas douteux qu’elle ne s’etende à cet ordre et aux ordres supé- 
rieurs (en ce qui concerne, du moins, les équations à intégrales 
méromorphes). 

Soit, par exemple, à définir la période aux pôles de y(æx). Je consi- 
dere une intégrale y(æ) qui a un pôle en x, avec paramètre c voisin 
de c, (voir plus haut le sens de ces lettres). Cette intégrale présente une 
« ligne de pôles » ..., ©, 4, yy, Ly, …, qui est tout entière rejetée a 
l'infini dans la direction OA pour c = c,; ces pôles se permutent dans 
l'ordre des indices croissants ou décroissants, lorsque e décrit un petit 
lacet fermé (A) autour de c, : on peut, dès lors, regarder comme l’une 
des périodes de l'intégrale y(a) la différence de deux pôles consé- 
cutifs æ,5, &,, permutée par ce lacet (À). 
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Appelons, d’autre part, e,, le paramètre de l'intégrale en XL,» : lais- 
sant x, fixe, on peut étudier e,, comme fonction de ¢ ou comme fone- 
tion æ&,, (voir § 17 et § 24 et suiv.). L'étude de ces fonctions nous 
permettra d’opposer les intégrales du ¢ype monopériodique (telles que 
les fonctions de Bessel) aux intégrales du type bipériodique (telles 
que les fonctions de Painlevé) et de montrer que les équations qui defi- 


nissent les premières sont toujours réductibles à des équations du premier 
ordre. 


Pour étudier les périodes correspondant aux divers pôles d’une même 
intégrale y(x), ou Y(X), on envisage une Zgne de pôles, soit la 
ligne de pôles ..., Def Lior Lau . définie ci-dessus, et l’on se 
demande : d’une part, comment varie la ligne de pôles lorsque l’un de ses 
sommels, Lis, Se déplace; d'autre part, comment se comporte la suite des 


paramelres Ci5, Cy yy «es Cams +. qui définissent une méme intégrale aux 


pôles de Ces questions peuvent être résolues, indépendam- 
ment de la théorie des intégrales tronquées, au moyen de l'étude 
asymptotique directe des intégrales y (a) ou Y (X) quelconques. C’est 
la voie que nous avons suivie dans la deuxième partie de ce travail. 
PuiDelaiveGe NS oe, ca... les parametres dé l'intégrale (X) 
sur une ligne de pôles du plan X, nous démontrons que, pour 7 crois- 
sant indéfiniment, les paramètres c,, c_, tendent vers les limites = 2, en 
sorte que, sur la ligne de pôles indéfiniment prolongée, Y(X) tend 
vers une fonction circulaire, intégrale tronquée de Y’ = 6 Y? — 6. Il 
en est ainsi du moins pour une ligne de pôles (') définie comme il a 
été dit plus haut. On peut définir d’autres lignes de pôles sur lesquels 
C, tend vers une autre limite. Si l’on considère, par contre, une suite 
de pôles s’éloignant indéfiniment dans une direction autre que celle 
d’une ligne de pôles, la suite des paramètres correspondants n’a en 
général aucune limite. L’élucidation complète de ces faits était néces- 
saire pour expliquer exactement en quoi consiste l’asymptotisme des 
intégrales de (B’) et des fonctions elliptiques p (voir plus bas Intro- 
duction, II, et deuxième Partie). 


(1) Nous développerons, au paragraphe 9, la définition de la ligne de pôles à laquelle 
conduit l'étude asymptotique de l'équation différentielle. 
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ne 
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Tels sont les premiers résultats auxquels nous conduit l'étude des 
transcendantes définies par les équations (B) ou(B’). Les autres équa- 
tions de MM. Painlevé et Gambier donnent lieu à une analyse toute 
semblable; nous n’avons donc pas cru nécessaire d’en faire un exposé 
détaillé; d’ailleurs les démonstrations de notre sixiéme Partie s’ap- 
pliquent indistinctement à toutes les équations de M. Painlevé. 

Par contre, il était opportun de prolonger nos recherches d’un autre 
côté. J'ai dit plus haut que pour étudier les fonctions asymptotes à un 
type donné, par exemple aux intégrales de Y” = 6 Y? —6, il était utile, 
et même nécessaire, de sortir du cadre des fonctions uniformes. II 
importait donc, pour donner à notre travail toute sa signification, 
d'expliquer d’une manière précise en quoi consiste l'étude asympto- 
tique des fonctions non uniformes, définies par une équation différen- 
tielle. Mais peut-être convient-il, au préalable, d'expliquer un peu 
notre point de vue en faisant quelques remarques et donnant quelques 
définitions d'ordre général. 


Il 


Determiner et étudier une classe de fonctions analytiques qui pos- 
sède quelques propriétés choisies a priori, c’est le problème ordinaire 
de la théorie des fonctions. Les propriétés d’où l’on part ne s'imposent 
pas, il est vrai, d’une manière nécessaire; le plus souvent, on ne sait 
pas à l'avance, lorsqu'on se pose une question nouvelle, si elle est 
purement artificielle ou si elle étendra le champ de nos connaissances. 
Il semble permis cependant de ranger dés maintenant, parmi les carac- 
tères fonctionnels susceptibles de fournir un point de départ avanta- 
geux, ceux qui ont trait à l'allure d’une fonction au voisinage d’un 
point singulier transcendant. 

Ces caractères peuvent être rangés sous deux chefs : 1° allure ou 
mode de croissance de la fonction le long des rayons qui aboutissent 
au point singulier transcendant (la fonction suivie sur l’ensemble de 
ces rayons à partir d'une valeur initiale donnée sera appelée branche 
de fonction); 2° mécanisme des permutations qui échangent entre elles 
plusieurs branches de fonction. Il conviendra d’ailleurs d’étudier simul- 
tanément à ce double point de vue la fonction proposée et son inverse. 

Notre définition de la branche de fonction est arbitraire : mais il est 
commode de fixer une fois pour toutes la nature des chemins sur les- 
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quels le prolongement analytique d’une fonction sera regardé comme 
constituant une branche, et le plus simple est évidemment d'imposer 
a ces chemins la condition d’étre rectilignes. 

Moyennant cette convention, étude des branches de fonctions se 
présente comme une application et une suite de la théorie de la crots- 
sance dont les bases ont été posées par M. Borel. 

Supposons, en particulier, que le point, transcendant ou non, au 
voisinage duquel on étudie une fonction y (x) soit à l’infint, et consi- 
dérons une branche de cette fonction sur l’ensemble des rayons issus 
d'un point arbitraire. La croissance de la branche peut être qualifiée, 
suivant les cas ('), de rationnelle au sens étroit, d’exponentielle, de 
rationnelle au sens large. Nous allons préciser cette classification dont 
nous aurons à faire un fréquent usage. 


LE 


1° Designons par y(x) la branche considérée, supposons qu’on 
puisse trouver un exposant réel À, positif ou nul, et une constante a 
telle que la différence y(x) — ax’ tende vers zéro ou (*) que le rapport 
y(æ)/ax” tendent vers 1 sur les rayons considérés. Nous dirons que la 
branche y(a) est asymptote à la fonction ax*. Dans le cas particulier 
où À est rationnel, nous ajouterons que la branche y(x) est algebroide. 
Dans le cas particulier où À est entier, nous dirons que la branche est 
rationaloide. Si À est nul ou entier positif, la branche sera dite holo- 
morphoide. 

Ces définitions s'étendent d’elles-mémes au cas d’un point 2, quel- 
conque situé à distance finie; les rayons sur lesquels on suit la 
branche de fonction convergent alors vers &,. Toutefois, nous convien- 
drons de n’appliquer l’épithète asymptote qu'aux branches de fonc- 
tions suivies sur un ensemble de rayons indéfiniment prolongés. 

Nous remarquerons qu'une branche de fonction y (x) peut être, 
d'après notre définition, algébroide en x, sans que la fonction y (x) 


soit une fonction algébroide au voisinage de x,. 


2° Supposons que, sur les rayons infinis considérés plus haut, la 





(1) Cf. mes Lecons sur les fonctions définies par les équations différentielles du pre- 
mier ordre, 1908, Chap. Il. 

(2) Lorsque À est positif, il n'y a asymptotisme au sens ordinaire du mot que dans la 
première des deux hypothèses indiquées ici. Nous prendrons toutefois la liberté d'employer 
la même terminologie dans les deux cas, leur distinction étant sans intérêt pour notre étude. 
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branche y (x), à partir d’une certaine valeur de |a|, ne cesse pas d’être 
holomorphe. Nous dirons que la branche (si elle n’est pas fonction 
entière) est entieroide ou asymptote à une fonction enliere. 





Sila branche, toujours finie sur les rayons considérés, présente une 
infinité de points critiques convergeant vers æ = %, on démontre 
qu’elle a encore une croissance ou allure exponentielle ('), mais elle 
n’est pas asymptote à une fonction entière, sauf toutefois dans un cas 
paruculier : 

Soit æ; un point critique arbitrairement éloigné. Parmi les rayons 
sur lesquels est définie notre branche de fonction, considérons celui 
qui passe par a,, et appelons æ un point quelconque situé sur ce rayon 
au delà de +;. Au point æ nous obtenons une détermination différente 
de la branche y (a) suivant que sur le rayon considéré (supposé infini- 
ment peu déformé), nous passons à droite ou à gauche de x;. Mais 
supposons que, quel que soit & (sur le rayon considéré), la différence 
des deux déterminations tende vers zéro lorsque x; est arbitrairement 
éloigné. Alors la branche y (x), suivie sur un rayon quelconque indé- 
finiment prolongé, est asymptote à une fonction entière : nous dirons 
en ce cas que la branche est semi-entiéroide. 


3° Supposons, en dernier lieu, que le long des rayons sur lesquels 
elle est suivie, la branche y (x), à partir d’une certaine valeur de |x|, 
ne cesse pas d’étre méromorphe. Nous dirons que la branche (si elle 
n’est pas fonction méromorphe) est méromorphoide ou asymptote a une 
fonction méromorphe. 

Si la branche présente des points critiques a; en nombre infini, elle 
n'est pas, en général, asymptote à une fonction méromorphe. Cepen- 
dant, comme ci-dessus, nous dirons que la branche est semi-meromor- 
phoide dans le cas particulier où la différence des deux déterminations 
permutées par x, tend vers zéro avec a! et tout point x du rayon 
passant par x;. 


* 
* * 


C'est de branches de fonctions méromorphoides et semi-méromor- 
phoides que nous avons à nous occuper dans ce travail. 
Pour caractériser d'une manière précise une branche de fonction 





(1) Loc. cit. Chap II, Su 
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meromorphoide, il faudrait savoir comment sont distribués les zeros 
et les ınfinıs de cette branche f(a); ou, mieux encore, il faudrait 
résoudre le probléme fondamental suivant : Décomposer le champ de la 
variable x en un ensemble de regions &, juxtaposées, dans chacune des- 
quelles la « branche » f(x) prend une fois et une seule, ou un nombre fini 
de fois, toute valeur donnée. (Le champ de la variable sera ici le do- 
maine extérieur à un contour fermé.) 

Ce problème comporte une solution complète lorsque la fonction 
admet des périodes ou un groupe de transformations simple. Dans le 
cas général, on ne peut le résoudre que partiellement en se plaçant à 
un point de vue qualitatif. Il convient, semble-t-il pour définir les 
régions A relatives A une certaine fonction f(x), de fixer son atten- 
tion, non point sur la forme et sur le contour de ces régions, mais sur 
le mécanisme des permutations de la fonction inverse x(f), qui font 
passer d’une région à la voisine. Les regions & se laisseront alors 
répartir entre un certain nombre de familles, nombre qui parait 
devoir ètre toujours fini pour une branche f(x) asymptote à une fonc- 
tion méromorphe de genre fini; pour échanger les déterminations de 
æ(f), situées dans deux régions contiguës d’une même famille, on 
devra faire tourner le point / autour d’un même point transcendant ou 
autour de points critiques algébriques appartenant à un même sys- 
teme (') (ces points, rangés dans l’ordre où ils opèrent, formeront 
une série linéaire ou une série à double entrée); les diverses familles 
de région A qui correspondent à une mème fonction f(x) seront rat- 
tachées par des régions-raccords ‘spéciales (en nombre fini si les 
familles sont elles-mêmes en nombre fini). 

Telles sont les conclusions auxquelles parait devoir conduire l'étude 
générale des fonctions méromorphes de genre fini ou des branches de 
fonctions meromorphoides(*).Dans le cas d’une branche de fonction semr- 
meromorphoide, la décomposition du champ de la variable en regions: 
n’est possible que si l’on rend la branche uniforme en traçant dans 
ce champ un nombre infini de coupures ; cette décomposition n'offre 
plus d’interet; par contre, on pourra toujours caractériser la fonction 





(1) Nous verrons, à l’occasion des divers types de fonctions étudiés dans ce travail, ce 
qu'il faut entendre par là. Nous ne pouvons aborder ici le cas général. 

(2) Cf. mes articles, publiés dans les Actes du Congrès de Rome, 1909, et dans les 
Annales Scientifiques de l'École Normale supérieure, 1909. 
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par le mécanisme des permutations de la fonction inverse (cf. deuxième 
Partie, p. 316 et suiv.). 

L'étude que nous allons entreprendre nous permettra d’effectuer la 
décomposition en régions & dans un cas particulièrement facile à 
saisir : le cas où les fonctions étudiées ont même structure qu'une 
fonction méromorphe élémentaire, ou sont, plus particulièrement, 
asymptotes à une telle fonction. 


* 
# x 


Partant d’une fonction méromorphe connue, nous pouvons nous 
demander a priort s'il existe des branches de fonctions f(a) qui aient 
une structure semblable sans être cependant réductibles aux trans- 
cendantes classiques. 

Prenons pour exemple la fonction y = sinx. La structure de cette 
fonction est déterminée par les caractères suivants : on peut décom- 
poser le plan a en une série de bandes contiguës (séparées par des 
lignes simples allant de l'infini à l’infini) dans chacune desquelles 
sinæ prend deux fois et deux fois seulement (exception faite pour 
les valeurs situées sur les frontières des bandes) toute valeur donnée. 
Lorsque x s'éloigne indéfiniment à l'intérieur d’une bande, au-dessus 
ou au-dessous de l'axe réel, y tend vers l'infini. Pour passer d’une 
détermination de x = are sin y figurée dans une bande donnée a une 
détermination située dans une bande contiguë, il faut faire tourner 
successivement y autour de deux points critiques algébriques. Du 
point de vue où nous nous placons, ces caractères seuls sont essen- 
tiels. Le fait que deux points correspondants de deux bandes contigués 
quelconques soient séparés par une distance constante, le fait que les 
points critiques algébriques qui permutent la suite des déterminations 
de aresiny coincident tous avec les points + 1, ces deux propriétés 
;apitales de la fonction sinus Winterviennent qu’au point de vue quan- 
titatif, et elles pourraient disparaître sans que la structure de la fonc- 
tion entière et de son inverse se trouvent affectées. 

Ainsi, il sera facile de construire une infinité de fonctions, ou 
branches de fonctions, semblables, quant à lear structure, à la fonction 
sinus. 

Prenons par exemple 

Vif ———__ | etn, 


On tet 


/ 
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où les z, sont des nombres voisins de 1. Nous pouvons donner à ces 
nombres des valeurs assez rapprochées de ı pour que la fonction Y (a) 
ait même allure que sin +. Les régions & relatives à Y(x) (dans cha- 
cune desquelles Y prend deux fois toute valeur donnée) seront des 
bandes s'étendant de l'infini au-dessous de l’axe réel à l'infini au- 
dessus ; pour x s’éloignant vers l'infini à l’intérieur d’une bande, le 
module| Y | croitra indéfiniment et sera de l’ordre de grandeur de e!*'; 
enfin, pour passer d’une bande à la voisine, il faudra faire tourner le 
point Y autour de deux points critiques respectivement voisins des 
points +1 et —1. 

Moyennant un choix convenable des «, (que nous ferons tendre vers 1 
pour ninfint), nous pourrons nous rapprocher plus encore de la fonc- 
tion sinus. Nous pouvons faire en somme que le rapport Y /sin x tende 
vers 1 pour æ arbitrairement grand (les zéros de sin x exclus). Numé- 
rotons alors les régions & dans l’ordre où nous les rencontrons dans 
le plan aw; les frontières de ces régions seront asymptotiquement 
parallèles à l’axe imaginaire; les points critiques de la fonction inverse 
correspondant à a, tendront vers + 1 et — 1 lorsque 7 croitra indéfi- 
niment. Une fonction Y (x) ainsi constituée sera asymptote à la fonc- 
tion Sin x. 

Nous définirons d’une manière semblable des fonctions méromorphes 
asymptotes a tangæ. Soit 


hu 
x I 
Al IE et 
Ve Oy NT 


Thies 22 een NT 
Brant 


où &,, 8, désignent des nombres voisins de ı et tendent vers la limite 1 
lorsque n augmente indéfiniment. Nous pouvons donner aux nombres 
a,, 8, des valeurs assez rapprochées de 1 pour que la fonction Y(x) 
ait même structure que tangæ et que la différence Y (x) —tangx 
tende vers zéro lorsque || croît indéfiniment (le voisinage des pôles 
de tangæ étant exclus). Les régions & relatives à Y(x) seront des 
bandes dont les frontières sont asymptotiquement parallèles à l’axe 
imaginaire ; pour passer d’une bande à la voisine, il faudra faire 
tourner le point Y autour d’un point critique qui (s’il n’est pas trans- 
cendant et voisin de +7) appartiendra à un systeme de points cri- 
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tiques algébriques convergeant vers les limites + vet —ı (vide infra, 
premicre Partie, p. 286-287). 

Considérons pareillement la fonction p (x) de Weierstrass. Nous 
pouvons décomposer le plan a en une série de cases a dans chacune 
desquelles p(x) prend deux fois et deux fois seulement toute 
valeur donnée. Pour faire passer x d'une case donnée à une case 
nouvelle, ayant avec la première un côté commun, il faut faire 
tourner y autour de deux points critiques déterminés : a, 8, 
ou ß, x, ou ß, y, ou y, 6. Imaginons maintenant que nous fassions 
subir de légers déplacements aux pôles doubles de p(x), déplace- 
ments qui seront infiniment petits pour les pôles infiniment éloignés. 
Nous pouvons ainsi former une fonction méromorphe Y(a) qui aura 
mème structure que p(x). Aux parallélogrammes des périodes de 
p (x) correspondront, pour Y(x), des cases (extérieures les unes aux 
autres) affectant approximativement la forme de parallélogrammes, 
dans chacune desquelles Y (x) présentera un pôle double et prendra 
deux fois toute valeur finie et deux fois seulement, sauf pour les 
valeurs situées sur les frontières des cases. Les points critiques de 
x(Y) seront tous algébriques et pourront être répartis, sans ambi- 
guite, entre trois séries 1, 2, 3 qui, lorsqu'on fait tendre les «a, et 6, 
vers zéro, convergent respectivement vers trois points fixes a, 6, y. On 
peut donner aux cases la forme de quadrilatères curvilignes aux quatre 
sommets desquels y prend une même valeur 1. Pour faire passer &. 
d’un sommet à un autre (le long d’un côté d’une case), il faut faire 
tourner Y autour de deux points critiques appartenant à des séries 
déterminées : point de la série L et point de la série 2; ou bien : point 
de la série 2 et point de la série 3, etc. 


A l’occasion des fonctions Y (x) qui ont même structure que p (+), 
nous devons faire quelques remarques qui vont nous obliger à allonger 
encore la liste de nos définitions. 


1° Une fonction méromorphe qui donne lieu, comme p(æ) à une 
division du plan en cases A peut être dite fonction du type biperio- 
dique. Plus généralement, je dirai qu’une fonction méromorphe y (x) 
est du {ype pluripériodique si toute branche x(y) de la fonetion inverse 
suivie (sur un ensemble de rayons convergents du plan y) à partir de 
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conditions initiales finies, ne prend que des valeurs intérieures à un 
contour fermé du plan a: on peut, dans ces conditions, définir une 
case R à l’intérieur de ce contour. La qualification pluripertodique 
indique que, pour la fonction considérée, toute région A (simple- 
ment connexe) est nécessairement contigué à plus de deux autres 
régions &. 

Généralisant encore cette définition, nous dirons qu’une branche de 
fonction y (x) est du type pluripériodique (') si toute branche de x (y) 
qui est, au voisinage de ses conditions initiales, inverse de la branche 
y(x) considérée, satisfait aux conditions énoncées ci-dessus. 

2° En formant la fonction Y (x) définie ci-dessus, on peut évidem- 
demment imprimer aux pôles doubles de p(x) des déplacements assez 
petits pour que la différence Y — p(x) soit arbitrairement petite avec 
|a|-' [excepté aux pôles de p(x)]. En ce cas, Y(x) sera asymptote 
à p(æ). Mais il est un autre cas notable auquel nous aurons affaire 
dans la suite de ce travail. 


Considérons une famille de fonctions Y (a) construites comme il a 
été dit plus haut et dépendant d’un paramétre. Envisageons, d’autre 
part, l’ensemble des fonctions p(x — x,) qui vérifient une même 
équation différentielle telle que p” = 6 p* —O6. Si dans toute case &, 
arbitrairement éloignée, relative à l’une quelconque des fonction Y, 
cette fonction diffère arbitrairement peu d’une fonction p(æ — x,), 
nous dirons que la famille des fonctions Y est asymptote à la famille 
des fonctions p(a —x,). Si les Y(x) sont, comme les p(a—2,), 
définies par une équation différentielle, nous dirons que les deux 
équations différentielles sont asymptotes (?). 

Considérons, plus généralement, deux familles de branches de fonc- 
tions semi-méromorphoides définies par deux équations différentielles 
et donnant lieu, chacune, à une décomposition du plan en cases &. 
Si, dans toute case arbitrairement éloignée, relative à une branche de 


(1) Nous rencontrerons, dans la suite de ce travail, de telles branches de fonctions et 
nous donnerons de leurs périodes une définition précise. 

(2) Dans ces conditions, une fonction Y(x) ne sera asymptote à aucune fonetion p 
déterminée, sur les chemins x qui s’éloignent indéfiniment dans une direction quelconque : 
mais il y aura en général asymptotisme entre Y (x) et une fonction p déterminée sur les 
chemins qui s’eloignent dans la direction d'une ligne de pôles (vide supra, p. 265). 


Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Juin 1913. 39 
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la premiere famille, il existe une branche de la seconde famille, arbi- 
trairement voisine de cette branche, nous dirons que les deux equa- 
tions différentielles ou les deux familles de branches de fonctions sont 
asymptoles, 


* 
Re 


Les remarques et les definitions qui précédent nous permettent 
d'aborder d’une manière systématique l’étude asymptotique des 
branches de fonctions et, en particulier, des branches méromorphes, 
méromorphoides ou semi-méromorphoides. 

Cette étude ne sera faite ici que dans des cas particuliers. Je consi- 
dère, dans la cinquième Partie de ce travail, l’équation du second 
ordre | 


(e) =L(z,7)y?+M(zx,7)r +N(z,y) 


rationnelle en y, équation d’où est parti M. Painlevé, et je me propose 
d'étudier les branches d’integrales de cette équation au voisinage du 
point x =o, que nous supposons être point transcendant. 

Dans le cas où l’équation ne dépend pas de x, elle s'écrit 


RQ re M(y)s+N(y) (zy ye 


or cette équation a été l’objet de travaux (!) dont les résultats peuvent 
être appliqués ici. Nous saurons déterminer, par exemple, l’allure des 
branches d’intégrales y (3) (suivies sur un ensemble de rayons con- 
vergents du plan y) etle mécanisme des permutations qui échangent 
ces branches. De là nous déduirons la solution de divers problèmes 
tel que le suivant : Trouver toutes les équations (e), indépendantes 
de x, dont les branches d’integrales sont rationaloides en tous leurs 
points; parmi ces équations (e) se trouvent celles qui ont leurs inté- 
grales uniformes. 

Si maintenant l’on a affaire à une équation-(e) dont le second 
membre (en fant que fonction de x) a ses branches algébroides (*) 
pour 2 — +, on pourra toujours effectuer un changement de variable 
Y= ay, £ =!" Xo etel ote saenoivele@ecquaiion | leet ee 


(1) Posant z = u-!, l'équation s'éerira uw’ + Lu + Mu?+ Nu3= 0. 
(2) Vide supra, p. 267. 
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contienne, comme termes dépendant de X, que des termes qui tendent 
vers zéro avec |X|, et soit asymplole à une ou à plusieurs équations 
indépendantes de X (voir ci-dessus le sens que nous attachons à cette 
locution). Telle est la proposition qui me paraît dominer l'étude des 
branches d'intégrales des équations (e) ou, plus généralement, des 
équations y” = R(x, y, y‘) algebriques en x, y, y’. Cette proposition, 
toutefois, n’est pas démontrée dans le présent travail où il n’est ques- 
tion que des équations (E) asymptotes à des équations dont les inté- 
grales sont uniformes. 

La méthode qui permet d'étudier ces dernières équations (E) [et, 
par conséquent, les équations (e) correspondantes] est cette méthode 
même qui, appliquée aux équations de M. Painlevé, conduit aux 
résultats dont j'ai parlé plus haut; et, tant que nous ne nous occupons 
que des propriétés asymptotiques des intégrales, nous n’avons point de 
aison de limiter notre étude à ces équations très particulières dont les 
intégrales sont uniformes ou ont leurs points critiques fixes. C’est 
ainsi que, dans la seconde Partie de ce travail, voulant étudier 
l'asymptotisme des équations Y” = 6 Y* — 6 et (B’) (vide supra), nous 
ferons porter nos raisonnements sur l’équation rationnelle la plus 
générale (du second ordre et du premier degré) qui est asymptote a 
Y’ = 6 Y? — 6, a savoir sur l’équation 





d2VY 


qx? = 6Y?—6+q,Y'+1Y+ po, 


OÙ Py, Pis 91, sont des fonctions de X qui tendent vers zéro avec X~'. 
areillement, les conclusions auxquelles conduit l'étude asympto- 
i ed lars afı IQ 1e 1 À Py za 1 N in 
tique de l'équation (A) de Bessel s'appliquent à l'équation plus géné 
rale 
Ye YF ] Se Pi Y Sir Po» 


où p, et p, sont des fonctions de X qui tendent vers zéro avee X". 


270 P. BOUTROUX. 


PREMIERE PARTIE. 


L'ÉQUATION DE RICCATI. FONCTIONS DU TYPE MONOPERIODIQUES. 


4. L’equation de Riccati rationnelle : allure des branches d'intégrales. 


Considérons l’équation rationnelle (') du premier ordre et du pre- 

mier degré 
N 

i t= aay 
où P et Q sont des polynomes en x et y. Si l’on connait les degrés de 
P et Q, il est possible de déterminer (?) a priori l'allure des diverses 
branches d intégrales de (1). [Je répète (*) que j'appelle branche d’inte- 
grale définie par les conditions initiales x,, y,, l’ensemble des carac- 
téristiques suivies (à partir de la valeur y,) le long des rayons issus 
du point æ,.] En general, les branches présentent des points critiques 
arbitrairement éloignés. Pour qu'il n’en soit pas ainsi, et pour que 
nous puissions avoir des intégrales asymptotes à des fonctions uni- 
formes (voir l’Introduction), il faut que l’équation (1) soit une équation 
de Riccati. Placons-nous dans cette hypothèse et, après avoir fait 
disparaitre le terme du premier degré en ajoutant à.y une fonction 
rationnelle, considérons l’équation 


(2) y'= Ay? + Ad, 


où A,, A, sont des fonctions rationnelles de x. Nous allons examiner 
l'allure des branches y (x) pour les grandes valeurs de |x|. Nous 
devrons, pour cela, distinguer (*)divers cas suivant les valeurs relatives 
des degrés (positifs ou négatifs) p, et p, de A, et Ay. 


(1) L’équation de premier ordre n'étant étudiée ici qu'en manière d’introduclion, j'en 
viendrai tout de suite à l'énoncé des résultats qui offrent de l'intérêt pour la suite de 
mon travail. 

(2) Cf. mes Leçons sur les fonctions définies par les équations différentielles de pre- 
mier ordre, Chap. I. 

(3) Cf. Introduction, supra, p. 267. 

(*) Pour la méthode de démonstration, voir loc. cit. 
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l. Soit py + ps << — 2. 

St A, 0, l'équation (2) admettra, pour les grandes valeurs de | x |, 
deux sortes de branches d'intégrales rationaloides | à croissance (") 
rauonnelle] : les premières seront de l’ordre de grandeur de [æ/*", et 
les secondes de l’ordre de grandeur de |x |" 72. 

Plus précisément, pour les premières, l'inégalité 

O 





ly’ A |< | a Pet, 


où x est positif arbitrairement petit, est satisfaite à partir d’une 
certaine valeur de ||: on en conclut que le rapport —2— tend vers 1 
fade 
lorsque x s'éloigne indéfiniment dans une direction quelconque. 
Les branches de la deuxième sorte satisfont, à partir d’une certaine 
valeur de |x|, à l'inégalité 


! 
FR Ds pe ee (x arbitrairement petit); 





on en déduit que leur produit par — f Arde tend vers l'unité quand x 
devient infini. 

Toute branche d’integrale de l’équation (2) est nécessairement 
rationaloide au voisinage de =», et appartient à l’une des deux 
sortes que nous venons de définir. 


Il. Sort maintenant p, + Ps > — 2. 
Posons 


AT XPo(Aay+ M); As æP:( 43 + alos), 
wy, + étant deux fonctions rationnelles de degrés négatifs, et a,, a, 
deux constantes. Le double changement de variables 


Po— Pa 


(3) Ve 2 Ye æ?+PitPs— X?, 





ou l’exposant 2 + p,+p, est positif par hypothèse, mettra l’équa- 
tion (2) sous la forme 








DD, + D: AY : Pa Po y 
Po P2 22 Ay + oho, )Y? + (as + obey ) + = A 


/ 
(4) 2 ENT 








(1) Cf. Introduction, supra, p. 267. 
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\ >; / , 
OU y; AZ et -l, tendent vers o avec X~' comme des puissances 


negatives de X. 

Cette transformation faite, on peut démontrer que les intégrales Y(X) 
de l’equation (4) sont des fonctions asymptotes aux fonctions périodiques 
définies par l'équation 


2 + Po + Pa y h 
(4 bis) AB =a, EU 
2 


que l’on obtient en supprimant dans (4) les termes qui tendent vers zero 
vec Kale 

C’est la un fait que nous étudierons en détail dans les paragraphes 
suivants. Retenons-en dès maintenant ceci : Les plus simples des fonc- 
tions asymploles aux fonctions trigonometriques sont fournies par 
l’equation de Riccati rationnelle où p,+ p,>> — 2. On passe de ces 
fonctions asymptotes aux intégrales de l'équation de Riccati en opé- 
rant le changement de variables (3). Ainsi, dans le cas où les inte- 
grales y(x) sont des fonctions méromorphes, elles ont pour 
2 + Pr + Po, 
a ieee 


ordre à l’une quelconque de ces fonctions correspond un 


réseau de régions (') RA uniformément distribuées (en forme de 
bandes), dont la largeur est de l’ordre de grandeur (?) de leur distance 
= (Pit P2) 


à l’origine élevée à la puissance 
2 + Po + Pa 


III. Soit enfin p, + pi = — 2. 
Le changement de variables 
Po Pa 


2 


Pere et, pore! ÿ 





met l’equation (2) sous la forme 


—t—=a,+ a Te Eat An ae on ee 
dt 2 


du P2— Pp 


nn 
Or 
~~ 


(1) Voir VIntroduction, p. 269, et, en particulier, l'exemple de fonction asymptote a 
tang x éludié p. 271. 
(2) D'une manière générale, si Y(X) est asymptote à une fonction trigonométrique et 
1 


si l’on pose x = X, À étant un nombre rationnel positif, la fonction Y(x) présente un 

réseau de bandes «A dont la largeur est de l’ordre de grandeur de leur distance à l’ori- 

1 — À 
X 





gine élevée à la puissance ; l'ordre de Y (+), si elle est méromorphe, est À. 
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où Ab, et A, sont fonctions holomorphes de 2 au voisinage de ¢= 0, et 
nulles pour ¢= 0. On voit alors que, pour les intégrales u(¢), l’origine, 
si elle n’est pas point d’holomorphisme, est un point transcendant ordi- 
naire isolé. Les branches d’intégrales (suivies sur un ensemble de 
rayons convergeant vers ¢ = 0) tendent (') vers une racine, u,, du tri- 


Dh), . A . 6 
nome au, + ER u + a, (celle qui rend négative l'expression 


on) 2) A : 
2 AU + Pa Ps et sont développables par rapport aux puissances de ¢ 





es 
ied bed — 249 ll; 


etdez ° . (Si ce dernier exposant est entier, le développement 
procédera, exceptionnellement, par rapport aux puissances de 2 et 
de loge.) 

Ainsi, lorsque æ tend vers l'infini sur l’ensemble des rayons issus 
d’un point x, y (a) est rationaloide comme il arrivait pour 


Py Ps <—2 (cas I); 


mais il n’y a plus cette fois qu'une sorte ou famille de branches d’inté- 
grales. 


L’analyse qui vient d’être résumée nous fait connaître l’allure des 
fonctions méromorphes nouvelles (irréductibles aux fonctions ration- 
nelles ou trigonométriques) que définit l'équation de Riccati. Ces fonc- 
tions sont, à la transformation (3) près, des fonctions asymptotes aux 
fonctions circulaires. L’intérét de ce fait apparaîtra plus loin lorsque 
nous constaterons que les fonctions méromorphes nouvelles définies 
par les équatious du second ordre (fonctions de M. Painlevé) sont, a 
une transformation (3) près, des fonctions asymptotes aux fonctions 
doublement périodiques. 

Dans les paragraphes qui vont suivre, je prendrai comme type 
d’equation (2) l'équation 


(6) Y+2p-=Y’-+1, 


qui définit les fonctions de Bessel. Quoique ces fonctions aient été 
l’objet de nombreux travaux, les faits qui vont nous occuper n’ont 


(1) Une seule branche d’intégrale tend vers la seconde racine du trinome. Cf, Loc. cit. 
( Lecons, ete.), p. 50 et suiv. 
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guère attirer l’attention des analystes; ils ne sont pas, en effet, en 
rapport direct avec les propriétés fondamentales de l'équation linéaire 
qui correspond al’équation (6); leur importance se manifestera lorsque 
nous étudierons des équations du second ordre analogues a (6), mais 
non réductibles a des équations linéaires. 


2. Les fonctions de Bessel et l'équation (A). 


Considérons l'équation 


(6) Yt aps =Yi+r 


que nous €crirons aussi 


P- 
+ 2 


y te a 
ven = cn RH 





(6 bis) ogres 


L’équation (6) est intégrable au moyen des fonctions de Bessel. On 


I 
U 
pose Y= — aL et l’on a 


u! 


(7) u" +2p—- tu=0. 


4 


Les intégrales se réduisent, comme on sait, à des fonctions élé- 
mentaires lorsque p est entier. D'une manière générale, si p n’est pas 
un entier négatif, on a les deux intégrales particulières 

x a N ee 
2(2p +1) 2.4(2p+1)(2p+3) — 


Uy X'-2P | p= Se + = —- : 
va 2(2p—3) 2.4(2p—3)(2p—5) °° 


WZI— re 





Faisons, d’autre part, le changement de variables 








be 2 +2 

(8) PLAN X — in 
p+ 2 

nous obtenons l'équation 

(9) y — yr er, 


équation dont les intégrales sont méromorphes pour toute valeur 
positive de u. 


Ainsi la fonction Y (a), si x. est un entier pair, ou la fonction Y?(x), 
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pot 2 


© 





si u. est un entier impair, est une fonction méromorphe d’ordre 





2 


4 


(cf.§ I, cas II, p. 278). La fonction y (x) est également d'ordre Ê 





Nous nous attacherons spécialement, dans la suite, au cas où = 1, 
c'est-à-dire à l'équation 


(A) yzy?’+ 38e 


que le changement de variables 


Es ok 
(10) eet, yey 
transforme en 
A! Me Y — Y2+ 
(A’) Y'+ ES UE Y?+ 1. 


Montrons d’abord comment les intégrales de (A’) et de (6) sont 
asymptotes aux fonctions tang(X — X,) et comparons-les à ces 
fonctions. 


3. Distribution approximative des zéros et pôles de grand module 
d'une intégrale Y(X). 


Placons-nous dans l’un des demi-plans limités par Paxe réel du 
plan X, et, dans ce demi-plan, considérons les régions éloignées 
ou |X='|<e, € étant donné arbitrairement petit. Nous allons voir que, 
dans ces régions, les zéros et les poles des intégrales Y (X) de l’equa- 
tion (6) sont approximativement distribués comme ceux des fonctions 
tang(X — X,). En joignant ces zéros ou ces pôles deux à deux, on 
obtient une ligne brisée asymptotiquement parallèle à l'axe réel, et, 
lorsqu'on s'éloigne indéfiniment sur cette ligne brisée, la distance de 

5 





deux zéros ou pôles consécutifs tend vers +. 
Vérilions ces faits en ce qui concerne les zeros. On raisonnera de 
même sur les pôles en faisant le changement de variable Y=Z"'. 
Partons d'un point X, (de module supérieur à <~') où Y =o. Au 
voisinage de ce point la fonction Y(X) varie approximativement comme 
tang(X —X,), puisque, dansPéquation (6), le terme en 2 est tres petit. 
Or comment se comporte la fonction Y = tang(X —X,) pour X 


Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Juin 1913. 36 
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variant de X, à X, + 7°? Le point représentatif de cette fonction décrit 
un lacet fermé issu de l’origine et entourant l’un des points Y= + x. 
Appelons À ce lacet que, pour fixer les idées, nous supposerons tracé 
autour du point + 7 et tout entier à distance finie (bornée) de ce point; 
soient / la longueur du lacet, 2 une limite supérieure de |tang(X — X,;)| 
sur ee contour, et A une limite inférieure de | tang’ | ou [tang? +1 

Le lacet A étant ainsi défini, faisons circuler sur ce lacet le point Y 
qui représente l'intégrale Y(X) de (6). Tant que l’on a, pour Y 
variant sur (A), | 








: k Ê k 4 I 
(11) Rire Beate PS ee! 


l'équation (6) donne (' ) 





? 





| | Sphe 
—ı|< — ou 


I dX ı6phe 
Yar k 


Fri dl & 


d’où l’on déduit, pour un point Y quelconque du lacet A, 


16phle 


(12) arc tangY —X+Xo|< 5 — 





Or, on peut toujours prendre € assez petit pour que l'inégalité (12) 
entraine comme conséquence les diverses inégalités (11). Done elle ne 
cesse pas d’être vérifiée tout le long du lacet A. A l'extrémité du lacet, 
X prend une valeur X, qui est un zéro de la fonction Y(X), et l’on a 


16phle 


CET ieee 


X,— X te à 
Le rapport —— tend vers Punité lorsque &”', ou X,, augmente 
T 


indéfiniment. 
Ayant ainsi défini le point X,, nous definirons semblablement des 








(1) Pour étudier les propriétés asymptoliques des intégrales de (6), on peut aussi faire 
le changement de variable Y = H +£ 


. La fonction H(X) satisfait à l'équation 
H' — H?—1 = p(i — p) X-?, 


dont le second membre est de l’ordre de grandeur de | X |-?, quelle que soit la valeur 
de H. 
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points X,, X,, ..., X_,, X_,, -.. tels que les différences 
X,—(X,+ 27), X,;—(X,+ 37), Ser X_,—(X»o—T) 


soient de l’ordre de grandeur de e. Ces points sont les sommets d’une 
ligne brisée qui s'éloigne indéfiniment dans les deux directions réelles. 

Ces conclusions s'appliquent, nous l'avons dit, aux pôles de Y(X) 
comme à ses zéros. Nous allons désormais, au lieu des zéros, envi- 
sager les pôles, qui sont les zéros de la fonction entière u dont (— Y) 
est la dérivée logarithmique. 


Ligne de pôles. — Considérons le demi-plan situé au-dessus de 
axe réel, et partons, en particulier, d’un pôle x (de module supé- 
rieur à ¢~') voisin de l’axe imaginaire. Si nous définissons comme il 
vient d’être dit les pôles NENNE EN es en faisant décrire 
au point Y~‘ le lacet A (dans un sens ou dans l’autre), nous constatons 
que, si|X,| est assez grand, tous ces pôles ont un module supérieur 
à e '; on peut donc leur appliquer, à tous, les calculs faits plus haut. 





Ainsi, la ligne brisée ..., er, xe ea qui joint ces poles est une 
ligne, indéfinie dans les deux sens, asymptote à deux droites paral- 
leles à l’axe réel : nous appellerons cette ligne ligne de pôles. 

La ligne de pôles, construite comme il vient d'être dit, estcomposée de 
segments rectilignes. On peut la construire autrement en la définissant 
comme le chemin indefini décrit par X lorsque le point Y~' tourne inde- 
finiment (dans l’un ou l’autre sens) sur le lacet À défini plus haut. 


Je dis que, lorsque X s'éloigne indéfiniment au-dessus de la ligne de 
pôles, la fonction Y(X) [celle qui est infinie en X,| ne peut plus présenter 
de pôles et tend vers la limite Y =i, comme il arrive pour la fonction 
tang (X — X,). 

Pour démontrer cette proposition, nous ferons d’abord la remarque 
suivante. Appelons y, y’ les cercles du plan Y qui ont pour centres les 
points Y = +7 et pour rayon une petite longueur donnée « Amenons 
le point Y de l'infini au contour y le long d’un rayon et faisons-lui 
décrire indéfiniment ce contour dans l’un ou l’autre sens. Quel est le 


chemin correspondant décrit par X à partir de X,? Le (') point X, 


(1) La méthode de calcul exposée plus haut conduira directement à ce résultat. 


284 P. BOUTROUX. 


s’cloignant de xe prend, lorsque Y atteint le contour y, une position X’ 
quiest sûrement au-dessus de la ligne de poles sia est assez petit. Il décrit 
ensuite une ligne £ , que l’on peut indéfiniment prolonger dans les deux 
sens et quiest nécessairement tout entiére située au-dessus de la ligne de 
poles. En faisant franchir cette ligne à X, on rapprocherait Y der. 
Opérant de même avec y, nous obtiendrons une ligne ¢’, tout entière 
située au-dessous de la ligne de pôles, ligne £’ qui est décrite par le 
point X lorsque Y tourne indéfiniment sur y’. Si X franchissait cette 
ligne, Y se rapprocherait de — z. 

De ces remarques je conclus tout d’abord que Y(X) n’a pas de pôles 
au-dessus de la ligne de pôles définie plus haut. Supposons en 
effet qu’elle en ait : Y(X) admettra alors une seconde ligne de 
pôles, située au-dessus de la première, telle qu'il n’y ait aucun 
pole entre elle et la première ligne de pôles; si l’on s'élève alors 
de la première a la seconde ligne de pôles, on franchira suc- 
cessivement une ligne £ sur laquelle |Y—z|=a, puis une 
ligne g,, sur laquelle |Y+i|=a; mais, d’après les remarques 
faites ci-dessus, il y a nécessairement entre £ et £, des points où 
Y est infini; on en déduit l'existence d’une ligne de pôles située entre 
£ et £/ et, par conséquent, située entre la première et la seconde ligne 
de pôles : conclusion qui est en contradiction avec nos hypothèses. 

J'ajoute que Y end vers 1 lorsque X s'éloigne indéfiniment au-dessus 
de la ligne de pôles ('). En effet, au-dessus de la ligne £ qui correspond 
à la ligne de pôles considérée, Y se rapproche de 7. Supposons alors 
que, pour des valeurs arbitrairement grandes, X’, de X, la difference 
| Y —z| surpasse un nombre donné ß. En faisant varier Y' de | Y(X)] 
à o, puis le long du lacet A défini plus haut (p. 282), on définira une 
nouvelle ligne de poles située tout entiere au-dessus de ¢ et, par 
conséquent, au-dessus de la premiere ligne de pôles : or nous venons 
d'établir qu'une telle ligne de poles ne saurait exister. 


Déplacement de la ligne de pôles. — Ayant ainsi déterminé l'allure de 


la fonction Y(X) au-dessus de la ligne de pôles qui passe par X,, 





(1) La réciproque n'est pas vraie. Lorsque le point Y tend vers 7, le point X ne 
s'éloigne pas nécessairement vers l'infini comme il arrive pour la fonetion tang (X — Xo). 
Voir à ce sujet la fin du paragraphe 3 dvs. 
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voyons maintenant ce que devient cette ligne lorsque le pole initial se 
déplace avec continuité. 

D'après les théorèmes relatifs à la continuité des intégrales, toute 
la ligne se déplace d’une manière continue lorsque X, varie. 

Si X, tend vers l'infini dans une direction non parallèle à l’axe réel 
(et au-dessus de cet axe), tous les sommets de la ligne de pôles tendent 
vers l’infint en méme temps. 

Supposons au contraire que X, descende au-dessous de la ligne 
de pôles initialement considérée. Les calculs que nous avons 
faits plus haut ne sont, on se le rappelle, applicables au voisinage 


de X, qu'autant que LES Lors done que X, se rapproche 


de l’axe réel, la détermination des pôles ..., X_,,..., X,,... ne peut 


plus être faite comme tout à l'heure. Par contre, les pôles NX de 
grand indice auront sûrement un module supérieur à e', et nous 
pourrons toujours en déduire la suite des pôles Ne re Pret 
Xi Xorss ---- En d’autres termes, notre ligne de poles tnitiale se 
décompose en deux demi-lignes de pôles, asymptotiquement parallèles 
al axe réel, s’éloignant indéfiniment, l’une vers la droite, l’autre vers 
la gauche. Entre ces deux demi-lignes de poles, il y a une lacune que 
les calculs effectués plus haut ne nous permettent pas de combler. 


Développement des intégrales par rapport aux puissances de p. — 
Les intégrales Y(X) de Péquation (6) sont développables par rapport 
aux puissances de p, sous la forme Y=Y,+pY,+p°Y,+..., les 
coefficients étant définis par des équations différentielles linéaires, et 
le développement convergeant sur tout chemin où les intégrales sont 
holomorphes. 

Faisons en particulier Y,— 7, et supposons que X s'éloigne indéfi- 
niment au-dessus de la ligne de pôles considérée ci-dessus. Dans ces 
conditions, Y est holomorphe au voisinage de l'infini et tend vers 7; 
donc le développement en puissances de p est convergent, quel que 
soit p, pour les grandes valeurs de |X], et les coefficients Y,, Ya, ... 
sont des fonctions de X qui tendent vers zéro sur le chemin considéré. 

Cette conclusion s’étend immédiatement aux intégrales de l’équa- 
tion 





Y’= Y?+1+p9(X), 
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où 9(X) est une fonction rationnelle ou algébrique de degré négatif. 
L'étude asymptotique de cette équation est identique à l'étude asymp- 
totique de l'équation (6). 

Les diverses propositions qui précèdent s'appliquent au demi-plan X 
situé au-dessus de l’axe réel. Au-dessous de l’axe réel, les choses se 
passent de la même manière. Si X, a une partie imaginaire de grand 
module, on peut définir une ligne de pôles qui s'éloigne indéfiniment 
de part et d'autre de X, : pour X tendant vers l'infini au-dessous de 
cette ligne de pôles, Y [c’est-à-dire l'intégrale Y(X) qui admet X, 
comme pôle] tend vers —7. Si ensuite X, se rapproche de l'axe réel, la 
ligne de pôles se décompose en deux demi-lignes de pôles. 


3 bis. Définition d'un réseau de bandes &. 


De la construction des lignes de pôles résulte immédiatement, 
a droite et à gauche de l’axe imaginaire du plan X, la construction 
d’un réseau de régions A, en forme de bandes, dans chacune des- 
quelles Y prend une fois toute valeur donnée (voir Introduction, p. 270 
et suly.). 

Placons-nous d’abord dans la région (limitée par une parallèle à 
l'axe imaginaire) où (') la partie réelle R(X) > e='. A partir d’un point 
quelconque, X,, situé dans cette région, nous pouvons définir une 
demi-ligne de poles qui s’eloigne indéfiniment vers la droite. Appli- 
quant alors à cette demi-ligne de pôles le raisonnement développé plus 
haut : nous voyons que si le point X (sans sortir de la région où 
R(X) > €!) s'éloigne indéfiniment au-dessus ou au-dessous de la demi- 
ligne de pôles, Y reste fini et tend vers +7 ou —v. Mais de quelle 
manière ? Il est facile de voir que si Y tend vers +7 suivant un rayon 
ou suivant un chemin qui ne s’enroule qu'un nombre fini de fois 
autour de #7, X ne devient pas infini, mais tend vers une limite 
finie. Lors donc que X s'éloigne indéfiniment, Y tend vers +1 en s’en- 
roulant autour d'un ensemble infini de points critiques n convergeant 


8 
vers Zt. Ges points critiques correspondent aux valeurs Y pour 


(1) Sur la définition du nombre e, voir le paragraphe précédent. 
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= \ NT . : 
lesquelles Y? + 1 — 2p x = 0 [voir l'équation (6)]. Ils sont tous algé- 


briques et chacun d’eux permute deux déterminations | car on ne peut 
avoir simultanément ex — Ce — 0 |- Ils forment d’ailleurs, dans 
dX &ŒX | I 
l’ordre où ils permutent la suite des pôles X,, Xs, --+, une serie uni- 
linéaire ..., 44, No» Ni, +... Ainsi, d’après une terminologie que J'ai 
proposée ailleurs ('), les points =: sont, pour la fonction X(Y) des 
points transcendants tndirectement critiques de la premiere espèce et de la 
premiere sorte. 


Menons alors, dans le plan de la variable Z = Y~', une coupure en 
spirale passant par Y-'=o et allant vers + TV et — x en s’enroulant, 
à ses extrémités, autour des deux suites de points ..., nn, Homans -. et 
+++) None Naty «++ [points critiques de X(Z)] qui convergent vers + 1 
et — 2. On constate qu’à ce chemin du plan Z correspond, dans le 
plan X, une série de lignes ..., L,, L,, L,, ... qui vont de l'infini 
(au-dessous de l’axe réel) à l’infini (au-dessus de l’axe réel) en 
passant par les divers points ... RENTE X BR Ges lignes ne se 
coupent pas entre elles et sont asymptotiquement parallèles à l’axe 
imaginaire. Elles délimitent (?) une série de bandes x dans chacune 
desquelles la fonction Y(X) prend une fois et une seule toute valeur 
donnée. 


4. Description complète des intégrales des équations (A) et (A’). 


Lorsque = 1, l’équation (6 bis) devient l’equation (A’) transformée 
de (A) par le changement de variables (10) (vor § 2, p. 281). Envi- 
sageons les fonctions Y(a) et y(x) correspondantes et proposons- 
nous d’etudier leur allure dans tout le plan de la variable X ou x. 

Soit d’abord Y(X) une intégrale de (A’) qui présente une ligne de 
pôles arbitrairement éloignée au-dessus de l’axe réel. Nous avons vu 
que si X tend vers l'infini au - dessus de cette ligne de pôles, Y tend 
vers z et ne peut plus présenter de pôles. D'autre part, si X tend vers 





(1) Cf. mes Leçons, ete., Chap. Ul, et le Mémoire cité à la note suivante. 
(?) Sur celte décomposition du plan en bandes A, voir P. Bourroux, Ann. Scient. de 
l'Ecole Normale supérieure, 1908, et Actes du Congrès de Rome. 
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l'infini au-dessous de l'axe réel sans que sa partie réelle devienne 
inférieure à et (voir p. 285), Y tend vers — z et ne peut non plus pré- 
senter de pôles. Ainsi, à supposer que nous fassions varier X d’une 
manière continue à partir d’un point de notre ligne de pôles pris 
à droite de l’axe imaginaire, et suivions notre intégrale Y(X), nous ne 
pouvons rencontrer une nouvelle ligne de pôles, ou, plus exactement, 
une nouvelle demi-ligne de pôles, qu'à gauche de l’axe imaginaire et 





après avoir tourné autour de l’origine (ig. 2). Si nous partions par 
la gauche, la conclusion serait la même. 


Transportons-nous maintenant dans le plan x (en posant 
>. DS N - : ; 
X= 3 a) et considérons la fonction meromorphe y(x) qui a, en 


dehors de l’origine, les mêmes pôles que Y(x). Appelons OA l'axe 
réel positif du plan x, OB et OC les demi-axes qui font avec OA les 


T AT 


2 + ‘ . Ä r DEN [orice \ 
angles =» — (fig. 3). A l'intégrale Y(X) eonsidérée tout à l’heure, 





i ER 
C 


présentant une ligne de pôles arbitrairement éloignée au-dessus de 
l'axe réel, correspond une intégrale Y(X) ou y(æ) qui présente une 


RS 
ligne de pôles arbitrairement éloignée dans l'angle ABO et est asympto- 
uquement parallèle aux axes OA, OB. En dehors de cette ligne, y(æ) 
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ne peut plus avoir qu'une demi-ligne de pôles asymptotiquement paral- 
lele a OC. 

Lorsque « tend vers Vinfint au-dessus de la première ligne de 
poles [direction de la flèche (1)], Y tend vers z et y vers ¢ Væ, la 
détermination du radical étant arbitrairement choisie (on a deux inté- 
grales différentes suivant que l’on affecte le radical d'un signe ou de 
l’autre). Lorque x tend vers l'infini dans la direction des flèches (2) 
ou (3), y tend vers + iVæ, le signe du radical changeant chaque fois 
que l’on franchit une demi-ligne de pôles. 


Lorsque dans l'angle ‘AB, la premiere ligne de pôles s’eloigne 
indéfiniment, la fonction y(a) devient, à la limite, uNE roncrion 
MEROMORPHE QUI N’ADMET, EN TOUT ET POUR TOUT, QU'UNE DEMI-LIGNE DE POLES 
ASYMPTOTIQUEMENT PARALLÈLE A OC. Nous appellerons cette fonction 
intégrale tronquée de l’équation (A) (vide infra, § 5, p. 291). 

Lorsque la ligne de pôles initiale se rapproche de l’origine, elle se 
décompose, comme nous l’avons vu plus haut (§ 3), en deux demi- 
lignes de pôles. Considérons en particulier la demi-ligne de pôles 
asymptotiquement paralléleaOA et faisons-la pénétrer dans l'angle AOC: 
lorsqu'elle s’abaisse dans cet angle, la demi-ligne rejoint la demi- 
ligne de pôles asymptotiquement parallèle à OC; elle forme avec elle 
une ligne de pôles, tout entière située dans l'angle Koc, et dont tous 
les points tendent ensemble vers l'infini; à la limite, on a une 
intégrale tronquée, y(x), qui n’admet, en tout et pour fout, qu'une 
demi-ligne de pôles asymptotiquement parallèle à OB. 

En faisant tendre vers l'infini, dans l’angle Boc, les deux demi- 
lignes de poles parallèles à OB et OC, on aura une troisième intégrale 
tronquée: 


5. Intégrales réelles; intégrales symétriques et intégrales tronquées. 
Lorsque p est réel (') dans l'équation 


(6) Ye aps vtr, 


(1) u est alors réel dans l’équation (6 dis). 
Ann, Ec. Norm., (3), XXX. — Jurter 1913. 37 
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toute intégrale Y(X) qui présente un pôle sur le demi-axe réel positif 
du plan X est réelle sur tout ce demi-axe. Il en est de même de la 
transformée y(a), intégrale de (9), sur tout l'axe réel. 

L’équation (6) admet, en particulier, deux intégrales réelles remar- 
quables qui sont méromorphes dans tout le plan X. Ce sont, au signe 
près, les dérivées logarithmiques des fonctions entières u, (X), u,(X) 
définies plus haut (§ 3, p. 280) comme solutions de l'équation 
linéaire (7). Nous les appellerons Y,4,,, Yocp), et les écrirons : 


Yip== Gap XP Agp A? ss 


2P —1I > 2 
Y= Ks Ei byX-+ bsp) er aK 


les coefficients a et b étant définis par les égalités 


CIRE IE bip(1+2—2p)—=1, 


Azp(3 nz an an O35, (9 = 2 = 2p) = Ota 


qui montrent que l'on a l'identité 
2p — ] 


Yop == Vip + x 





Tous les pôles des intégrales Y,, et Y,, sont situés sur l’axe réel. 
Ces intégrales sont asymptotes à des fonctions tang(X — X,) où X, est 
réel. 

Appelons, en particulier, Y, et Y, les intégrales méromorphes de 





l'équation (A’) correspondant aux valeurs & = 1, p= 2 Effectuons 
le changement de variables (10) et considérons les fonctions y, (x) et 
y.(x) transformées de Y,, Y,. Ces fonctions sont symétriques par 
rapport aux trois demi-droites OA, OB, OC (fig. 2, p. 288); leurs pôles 
sont tous situés sur le demi-axe réel positif OA et sur les demi-axes 
OB, OC. 

Désignons dont Para pe eet D D cn cee ee 
poles de l’integrale y, (qui est, en outre, infinie à l’origine); puis 
deplacons le pôle a, avec continuité sur l’axe réel en le rapprochant 
de l’origine : nous allons nous demander ce que devient Vintégrale 
réelle y(x) qui varie d’une manière continue à partir de l'intégrale 


Y:(æ). 


i= 
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Nous avons 
du 
(13) 7= fu (u = Kit + kits), 
ax 


k, et k, étant deux constantes, et &,, uw, étant les fonctions entières qui 
ont pour dérivées logarithmiques y, y,. A toute position réelle du 


: k 
pole a, correspond une valeur réelle de 15 et, par conséquent, une 


intégrale y(æ) dont tous les pôles sont réels ou imaginaires con- 
* (> 
jugues. 


Lorsque a, se rapproche de l’origine, l'intégrale y présente, au vol- 


Fig. 4 


te 





sinage de l’origine, sur l’axe réel négatif OA’, un pôle a,, pole qui 
coincide avec Boren pour y(x)=y,(a). Ce pole s’éloigne indéfi- 
niment sur OA’ sans Jamais rétrograder. D’ailleurs, lorsque a, devient 
nul, y(a) coincide de nouveau avec y,(æ). On en conclut qu’il y a, 
entre la position initiale du pôle a, (correspondant à l'intégrale y, ) et 
l’origine, une position intermédiaire, a, de ce pôle pour laquelle a, 
est rejeté à Vinfini sur le demi-axe OA’. Pour cette position intermé- 


diaire (qui est unique) tous les pôles b,, b,, ..., ¢,, Ca, ... sont simul- 
tanément rejetés à l’infini : lintécraLe y(æ) N’A PLUS QUE DES PÔLES 
REELS POSITIFS, @,, @,, ...; elle est TRONQUEE (voir SA). 


Nous définirons de même une intégrale tronquée y,(a) dont tous les 
ro) ? BEN 
pôles sont sur le demi-axe OB et une intégrale tronquée y.(x) dont tous 
les pôles sont sur le demi-axe OC. 
On déduira facilement de Pégalité (13) qu'il n’y a pas d’autres inte- 
grales tronquées que l’integrale réelle y,(æ) et les a rip re 


A ces trois intégrales correspondent trois valeurs du 1 rapport À 
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6. Le réseau des bandes A. 


Nous allons maintenant pouvoir achever, pour les intégrales des 
équations (A’) et (A) la détermination du réseau de bandes A (voir 
S 3 bis) dans lesquelles Y (ou y) prend une fois toute valeur donnée. 

Considérons, par exemple, une fonction Y(x) ou y(æ) qui a une 
demi-ligne de pôles a,,a,,... sur le demi-axe réel OA et une ligne de 


pôles éloignée dans l’angle OBC. 
Prolongeons, suivant OA’, OB’, OC’ les demi-droites OA, OB, OC 
(fig. 5). L'analyse faite au paragraphe 3 dvs établit existence d’un 





a(n+1) 


réseau de bandes a situées dans l'angle BOC. Ces bandes sont 
limitées par des lignes infinies ..., uns daneiy) --- qui ne se coupent 
pas entre elles et sont asymptotiquement parallèles à OC’ et OB’ (voir 
au § 3 dis la définition des lignes L du plan X qui se transforment en 
lignes / du plan x). Nous aurons un second réseau de bandes & 


ergs Ak : N ee 
(limitées par des lignes ..., len, 4ynsi) ---) dans l’angle A’OC’ et un 


‘ EBEN 
troisième réseau dans langle A’OB'. 

Cela posé, deplacons comme tout à l'heure le pole a, sur l’axe réel 
vers l'origine et au delà. Les poles a,, ..., a,, ... restent tous réels et 
se déplacent simultanément vers la gauche. Les autres pôles, deux i 
deux imaginaires conjugués, continuent à former une ligne de pôles 
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aa oe 
dans langle BOC. De la, et des résultats obtenus au paragraphe pré- 
cédent, nous tirons les conclusions suivantes : 


1° Les lionesar Do in, + se deplacent et se déforment 
avec continuité tout en conservant leurs propriétés ; elles ne se coupent 
Jamais entre elles et restent asymptotiquement paralleles a OB, OC’ 
(Y tendant vers #7 sur leurs extrémités); elles délimitent toujours 
(quelles que soient les positions réelles de a,_,,...,a,,,)des bandes a où 
y prend une fois toute valeur donnée. 

2° Donnons à a, une grande valeur négative. Il résulte de ce qui 
précède que les pôles a,, ..., a, sont tous positifs. Appelons /,, la 
ligne /, qui passe par a,; cette ligne se compose de deux parties que 
nous pouvons prendre imaginaires conjuguées (/g..6). Considérons, 


Fig. 6. 





d'autre part, la demi-ligne supérieure L,,, prolongee le long de l'axe réel 
négalif, COMME UNE LIGNE 4,3; au-dessus de cette ligne nous pouvons 
construire un réseau de bandes x limitées par des lignes 4,, 43, .... 
La demi-ligne in ferieure L,,, prolongée suivant a, A’, fournira de même 
une ligne /,, au-dessous de laquelle nous avons un troisième réseau de 
bandes a. Le plan x se trouve ainsi, dans sa totalité, décomposé en 
régions R. | 

Cela dit, supposons que a, (cessant d'être réel) se déplace avec 
continuité d’une manière quelconque : les trois réseaux de régions &, 
en se déformant, resteront toujours agencés et rattachés de la même 
manière; d’ailleurs les régions & éloignées et leurs frontières seront 


© 
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toujours disposées comme il a été dit au paragraphe 3 bis et jouiront 
des propriétés énoncées dans ce paragraphe. 

Lorsque a, occupe la position a, (ig. 3) y coincide avec l'intégrale 
tronquée y,, et les lignes /, et J. sont toutes rejetées à l’infini : en ce 
cas, d n'y a plus aucune ligne la gauche de 1,,; les regions A situées à 
droite de cette ligne subsistent seules. 


DEUXIÈME PARTIE. 


FONCTIONS DU TYPE BIPÉRIODIQUE OU ASYMPTOTES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES. 
PREMIERE ÉQUATION DE M. PAINLEVE. 


7. Equation asymptote à l'équation Y’ = 6 Y?— 6. 


Apres les fonctions du type monopériodique qui sont asymptotes a 
des fonctions circulaires, il convient d’etudier les fonctions du type 
bipériodique dont l'allure et la structure sont celles des fonctions 
elliptiques (vorr Introduction, p. 272 et suiv.). Nous ferons tout d’abord 
porter notre analyse sur les plus simples de ces fonctions, et, en parti- 
culier, sur celles qui se ramènent (moyennant un changement de 
variables algébriques) aux premières fonctions de M. Painlevé, inté- 
grales de l’équation y” = 6 y? + x. 

Partons de la fonction p(X) comme nous sommes partis de la fonc- 
tion tangX aux paragraphes 2 et suivants. Je supposerai, pour fixer 
les idées et simplifier l'écriture, qu’on ait choisi les périodes de p(X) 
de manière que cette fonction vérilie l'équation différentielle | 
wy 


— 6 Y?— 6. 

En ajoutant au second membre de cette équation certaines fonctions 
de X, Y, Y’ qui tendent vers zéro avec |X|-', nous pourrons former 
des équations différentielles dont les intégrales Y(X) seront asymp- 


totes (') aux intégrales de (14) pour les grandes valeurs de X. 








(1) Yoir à l'Introduction, p. 273-274, la définition des familles de fonctions asymptotes. 
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Des considérations que nous développerons dans la cinquième 
'artie de ce travail montrent qu'en effectuant au besoin une transfor- 
mation, homographique en Y, algébrique en X, 


Yi=Y+o(X,Y), X;=X+(X), 


où les fonctions 9 et sont, par rapport à X, de degré négatif, on 
peut toujours ramener la fonction complémentaire [ajoutée au second 
membre de (14)] à un polynome du second degré en Y, Y’; ce poly- 
nome ne peut contenir ni terme en Y’, ni terme en YY’; il est donc 
de la forme 2, Y’+p,Y + 9, Y+ Po où Pos Pry Pa, 9, sont des fone- 
tions algebriques de X qui tendent vers zéro avec |X~|. D'ailleurs, en 





à ; 6 A Pare ree 

effectuant la transformation Y = TES (qui définit les Y, comme 
2 
asymptotes aux Y), nous pouvons annuler le coefficient p,. 

Nous plaçant, pour simplifier l'exposition, dans le cas où les fonc- 
tions Py, Ps, J, sont rationnelles ('), nous allons montrer qu’effecti- 
vement les intégrales de l’équation 

ay ; : 
(15) —— — 6Y?—6+q,Y'+71Y+ po 

aX? 
sont asymptotes aux intégrales de l’équation (14). Plus précisément 
(cf. Introduction, p. 274-275) : 


1° Les branches d’integrales Y(X), suivies sur un ensemble de 
rayons convergeant vers l'infini sont semi-meromorphoides (* ); excep- 
tionnellement elles peuvent être méromorphoides où méromorphes. 

2° Soit X, un point de grand module où une intégrale Y(X) prend 
une valeur „(la dérivée Y’ ayant une valeur 7). La branche de fonc- 
tion inverse X(Y) suivie, à partir des conditions initiales 4, X, sur 
un ensemble de rayons convergents quelconque du plan Y, se rap- 
proche arbitrairement d’une intégrale elliptique lorsque |X,| devient 
arbitrairement grand. Il ne peut en être autrement que pour une 
classe particulière d’integrales que nous étudierons à part, les inté- 
grales tronquées (vor la fin du présent paragraphe). 


(1) Les démonstrations sont les mêmes si po, Pı, qi sont des branches de fonctions 
algébroides en x = + comme il sera supposé dans la cinquième Partie. 
(2) Voir le sens de ces termes, Introduction, p. 268. 
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Placons-nous à l'extérieur d'une circonférence qui a son centre a 
l'origine et un rayon égal à e~', e étant donné arbitrairement petit. 
Nous allons étudier les intégrales de l'équation (15) à l'extérieur de 
cette circonférence. 

Les fonctions rationnelles p,, p,, g, de X étant de degré au plus 
égal à — 1, on peut trouver un nombre positif a tel qu'on ait à l'exté- 
rieur de la circonférence considérée 


ax py | <a] Se oat R 


Partons d’un point X, où Y prend une valeur 4; nous supposerons 
cette valeur bornée en module, tandis que ¢ (et par conséquent| X,|~') 
peut être arbitrairement petit. 

Appelons y’ la valeur initiale de Y’ et posons y* — 4n° +129 =D. 
Nous supposerons le module |n'| non nul et, plus précisément, pour fixer 





les idées, supérieur a <*. Désignons, d’autre part, par Po» la fonction 
elliptique, intégrale de l’equation Y° = 4Y* —12Y + D, qui prend 
la valeur nen Xy. 
Nous allons étudier sur un chemin quelconque issu de Xo l’inté- 
grale Y(X) de (15) que définissent les conditions initiales X,, y, 7’. 
Multipliant l'équation (15) par 2 Y’ et intégrant, nous avons 


x 
(16) Y?=4Y'—12Y+D+ af (gi Y'+piYY'+ poY') dX, 
X 
ou encore 
NY 
(:6 bis) Y?=4¥?—12Y+ D+ 2 f (gi Y'+ p,Y + po) dY. 


q 


Dans cette équation, considérons Y comme la variable indépen- 
dante, et faisons-lui décrire, à partir de la valeur 4, un chemin arbi- 
traire L, de longueur /. Désignons par A une limite supérieure du 
module | Y| sur ce chemin, par 4 et par A’ une limite inférieure et une 
limite supérieure du module | Ÿ4 Y* — 12 Y +D|. 

Suivant Pintégrale de (15) sur le chemin L, à partir den et des 
conditions initiales données, on voit que, tant qu’on a 








ah k 


(17). © << eve a 
4 
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l'équation (16 bis) donne 


(17 bis) |Y?—4Y*+12Y—D|<(2h'’+h-+1)ale 
ou 

! d'en 8h +4h+4. 
(17 ter) TD 00 M a 


Divisant par Y’ et intégrant, nous obtenons 


S(2h'’+h+ Lee 


(18) | arg. Pop (Y) — X] = 13 


le. 


Cela dit, supposons le chemin L (que décrit Y) tracé de telle sorte 
qu’on ait sur ce chemin 


S(2h + h +1 : -} 
(19) an Ns 


l'inégalité (18) s'écrit alors 
(18 bis) | arg. pop(Y¥).— X|< VE, 
et elle entraine comme conséquences les diverses inégalités (17) Sur 


le chemin L; mais elle est elle-même conséquence de (17): done elle 
ne cesse pas d’être vérifiée tout le long du chemin L. 


Interprétons cette inégalité en supposant, comme nous l'avons dit 
plus haut, que la valeur initiale [1 | est bornée pour € arbitrairement 
5 4 


n|>=e. Supposons en outre, pour commencer, 








Beutz et que 





que D = 8 soit supérieur à €’ loge et que | D| < loge. 

Appelons a, b, c les racines du trinome 47° —12y + D et entou- 
rons-les (dans le plan Y) de trois petits cercles (') a, 6, y ayant pour 
rayon la longueur e’. Puis faisons décrire à Y, à partir de y, un 
chemin L quelconque, ne pénétrant pas dans x, 6, y, sur lequel la 
limite supérieure A de | Y | soit inférieure à loge, et dont la longueur / 
soit inférieure à 4. Étant donnée l'hypothèse faite sur D et 2, on voit 
que, sur le chemin L, la limite supérieure h' de px, | sera (pour les 


petites valeurs de €) inférieure à 3(loge)*; la limite inférieure A sera 


d’un ordre de grandeur supérieur ou égal à e”. 





(1) Etant donnée la valeur de D, ces cercles sont extérieurs les uns aux autres quand € 
est arbitrairement petit. 


Ann, Ee. Norm., (3), XXX. — Jumuer 1913. 33 
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Dès lors, étant données les valeurs de A, A, A on voit que, si € 
est suffisamment petit, l'inégalité (19) et, par conséquent l'enéga- 
lité (18 bis), sera vérifiée le long du chemin L considéré. 


Périodes de la fonction Y(X). — Prenons, en particulier, pour 
chemin L un lacet fermé A issu de n et entourant deux racines a, 6 
du trinome 4n° — 121 + D. Cela est toujours permis pourvu que la 


1 

distance des deux points a et b au point c soit supérieure a €’. Nous sup- 
posons d’abord qu'il en est ainsi (voir p. 297). Lorsque Y décrit le 
lacet A, le point représentatif de la fonction arg.p,n va de X, 
en X, +, w désignant une période de la fonction elliptique Po,v- 
Appelons, d'autre part, X,, la valeur prise par l’inverse de l'intégrale 
de (15) à l'extrémité du lacet. L’inégalité (18 bis) étant vérifiée le 
long de A, ona 

Xip— Xo—]< VE. 





Ainsi, pour des conditions initiales n, n° données, LE RAPPORT u 
TEND VERS L’UNITE LORSQUE € ', OU X,, AUGMENTE INDEFINIMENT. 

Nous pouvons, bien entendu, choisir arbitrairement le contour du 
lacet A pourvu que nous ne le fassions pas aller trop loin (nous avons, 
en effet, assigné des limites supérieures à | Y| et à la longueur du 
lacet) et que nous ne pénétrions pas dans les petits cercles «, 8, y. 
Nous prendrons d'ordinaire pour lacet A le chemin décrit par le 
point Y = p,,»(X) lorsque X décrit le segment rectiligne X,, X, + ©. 
Si toutefois ce segment passe trop près d’un pôle de p, ou d’un 
zero de pis, nous deformerons légèrement A de manière à contourner 
ces points par de petits ares de cercles dont les rayons seront (d’après 
les conditions posées plus haut) arbitrairement petits avec e. 

Mouvons maintenant X sur le segment X,, X,+’ (je désigne 
par w’ la seconde période de la fonction p,,) en contournant encore 
par de petits ares de cercles les poles de p, et les zéros de p, qui 
pourraient se trouver sur ce segment: le point Y décrira un lacet A’ 
qui contourne deux racines du trinome 4y*—12y+D, soit les 
racines bete. Puisque la distance des points bete aaest supérieure (') 





(1) Il en est ainsi à cause de l'hypothèse faite sur D (c’est-à-dire sur n°), voir la note 
de la p. 297. 
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à €’, nous pouvons tracer le contour A’ de manière à satisfaire aux 
conditions énoncées plus haut. L’inégalité (18 bis) est alors satisfaite 
le long de A’ comme le long de A, et l’on a, en appelant X,, la valeur 
prise par inverse de l'intégrale de (15) à l'extrémité du lacet, 


| Xo1 — Row |< Ve. 


Comme nous avons défini les points X,,, X,,, nous définirons 
ensuite, en faisant toujours mouvoir Y sur les contours A et A’, une 
série de points X,,, X,,,---, Xo), --- tels que les différences 


Xx) —(Xip +), Xu (tet), ..., 
) (X, a, 


soient d'un ordre de grandeur inférieur à ve. 

Nous appelons en particulier X,,, X94, X—4,0, No,-, les quatre points 
qu'on obtient lorsqu'on fait décrire à Y, à partir de 1, le lacet A ou 
le lacet A’ dans le sens positif ou dans le sens négatif; et nous pose- 


rons 
Kip — X= 04, Xoı — Xp= a, 
+ CE — X, u (CES A — Kos Ose. 


Nous dirons que w,(X,), ..., o (X,) sont les périodes de la fonc- 
tion Y(X) au point X,. Ces périodes (') sont entièrement déterminées 
lorsqu'on se donne le point X, et les valeurs 4, D de Yet Y'?— 4Y?-+12Y 
en ce point : ce sont des fonctions analytiques de X,, a et D, fonctions 
qui, pour une valeur fixe de D, tendent vers des nombres constants 
lorsque X, augmente indéfiniment. 

Nous poserons, d'autre part, 


@4+[X_+ 04(Xo)] = (Xo), 
@4[Xo+ NX) = wl) (Xo), 
w4 [Xo+ of) (Xo)] = of) wi (X,), 
et ainsi de suite. 
Nous sommes convenus plus haut de tracer les contours A, A’ de 
manière que les chemins correspondants décrits par argp,, soient 


(1) Cette extension du sens du mot période facilite beaucoup l'exposition qui va suivre 
(cf. Introduction); elle est d’ailleurs conforme à l’étymologie du mot. 
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rectilignes, sauf toutefois au voisinage des pôles ou infinis de py» 
que l’on contourne (si on les rencontre) par de petits ares de cercles. 
Faisons alors décrire à Y, dans le sens positif: d’une part, les lacets À, 
puis A’; d’autre part, les lacets A’, puis A. Le point X représentant 
l'intégrale de (15) va : d’une part, du point X, au point X, + ,(X,), 
puis au point X,+,/(X,), et, d'autre part, du point X, au 
point X,+ w'(X,), puis au point X;+ w,,(X,). Il n’est pas certain 
que ce dernier point coincide avec X, + w,w'(X,), mais il résulte de 
l'inégalité (18 bis) que la distance des deux points est une quantité 


comparable à Vz au plus. Complétons alors le dernier côté du con- 
tour décrit par X en joignant par un segment rectiligne le point 
X,+ 0.0, (X,) au point X,+ 0) o,(X,). Nous formons ainsi un 
quadrilatere curviligne, Q, qui se rapproche d'autant plus d’un paralle- 
logramme que X, et, par conséquent, € sont plus petits. 


Étude de la fonction Y(X) à l'intérieur du quadrilatère Q. — 1 
résulte de ce qui précède que Pintégrale Y(X) est holomorphe (') sur 
les côtés du quadrilatère Q. Pour étudier cette intégrale à l’intérieur 
de Q, il suffit évidemment de faire décrire à Yun chemin quelconque, 
soit tout entier extérieur aux lacets A, A’, soit tout entier intérieur à 
l’un de ces lacets, et d'étudier la variation correspondante de la fonc- 
tion inverse X(Y). 

Considérons d’abord un chemin L, issu de n, et intérieur à A ou 
à A’. Tant que ce chemin ne pénètre pas dans les petits cercles a, 6, y 
qui entourent les points a, b, c, l'inégalité (18 bis) est applicable 
sur L; la fonction X(Y) et son inverse Y(X) sont toutes deux holo- 
morphes. 

Lorsque Y pénètre dans le petit cercle a, l'inégalité (17 ter) cesse 
d’être utilisable, mais nous pouvons encore appliquer l’inegalite(17 bis) 
d’où nous avons déduit (18). Cette inégalité montre que | Y’| reste 


7 


très petit et est au plus de l’ordre de grandeur du rayon de «, soit ¢'; 
done X(Y) reste déterminé; la fonction Y(X) est holomorphe, et 
l’on a, pour Y intérieur Az, un zéro de Y’ auquel correspond un point 














(1) Le théorème de Cauchy est applicable à l'équation (15) pour toutes conditions 
initiales finies pour lesquelles les coefficients po, p1, g1 Sont eux-mêmes holomorphes. 
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critique algébrique simple de X (Y ). Les deux déterminations permutées 
par ce point critique sont obtenues en appliquant l'inégalité (18 bis) 
sur le contour du cercle «. 

Nous rencontrerons pareillement un zéro de Y'(X) lorsque Y péné- 
“trera dans le cerele 6 ou dans le cercle y. 

Considérons maintenant un chemin L, issu de y, et extérieur aux 
lacets A, A’ [on tracera toujours ce chemin de manière que sa lon- 
gueur soit inférieure au quadruple de la limite supérieure de |Y| 
sur L (wide supra, p. 297)|. Tant que, sur ce chemin, | Y | reste inférieur 
à loge, l'inégalité (18 bis) est applicable; la fonction X(Y) et son 
inverse sont holomorphes. 

Supposons, d’autre part, qu'on atteigne un point Y = Y ayant pour 
module loge. Appelons Y’ la valeur correspondante de Y’, X la valeur 
de X. L’inégalité (18 bis), étant encore applicable au point Y, montre 
(étant donné qu’on a supposé D < loge) que Y? a pour valeur prin- 


. = Agta, 5 Vers Ye : 2 
cipale 4 Y*. Plus précisément, la différence ——— — 1 est un infini- 


A 


ment petit en même temps que € : nous désignerons cette différence 
par €,. , 
Cela posé, faisons décrire à Y (à partir du point Y) le prolongement 
du rayon qui joint l'origine à Y. L’équation (16 bts) [où l’on fait n = Y, 
DNA Yi 1 2Y | donne 

EVA ve V: VW 7 X 
(20) nz —1—=+ Lee + ea a ef (q,Y'+p,Y+ po) dY. 


A 


En revenant à notre méthode de calcul ordinaire, nous voyons que, 
tant qu'on a, par exemple ('), 





ane | He 
(21) 7 — 1 | < 2€ + 10 (voir, p. 296, la definition de a), 
oge 


l’équation (20) entraine (si |Y| est assez grand) l'inégalité 


V3 


(22) 











Y— y’? PN 
—— |< roue Y| "+28 
4 


(1) Jv force à dessein les coefficients numériques, leur détermination exacte n’offrant 
point ici d'intérêt. On remarquera que, pour les grandes valeurs de | Y | le terme prépon- 


dérant de l'équation (20) est le terme vo: [avai où Y'est de l’ordre de grandeur 


a 
2 


de} Y |?. 
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eta fortiori l'inégalité (21). Done l'inégalité (22) ne cesse pas d’être 
vérifiée lorsque Y décrit le rayon infini considéré. Elle montre que le 
point X tend vers une valeur finie déterminée X, suivant une courbe 


qui admet en X, une tangente déterminée. 


Remarque. — On observera que le calcul qui précède est applicable 


lors même que le module de X n’est pas supposé très grand. Si, en X, 


7—3 V2 
4 
restent bornés lorsque Y va vers l'infini en ligne droite, c’est-à-dire 
si X ne tend pas vers un pôle des fonctions po, Py, 9,, la diffe- 


—I 





on a, par exemple, 





= =, et si les modules | po|, |p, |» | q1| 


7-3 Y'2 


SE tend toujours vers zéro et X tend vers une valeur X,. 


Mais revenons à l’integrale Y(X) étudiée dans le quadrilatere Q, et 

supposons maintenant qu’a partir d’un point Y de module arbitraire- 

=-.. = ER =; 
ment grand | où X a une valeur X voisine de X, et où Y= 2(1+¢')Y’, 
€ étant arbitrairement petit avec Y-'|, Y quitte le rayon ci-dessus 
considéré et décrive une circonférence de centre Y = 0. Quelque grand 
que soit Y, V’inegalite (21) sera vérifiée sur le contour de cette circon- 
férence, et X tournera autour du point X,. Ainsi, le point X, est un 
infint isolé de Vintégrale Y(X), à condition toutefois que l’on ne fasse 
pas tourner X une infinité de fois autour de X, (ce qui aurait lieu si Y 
décrivait une infinité de tours sur la circonférence passant par Y ); 
l'intégrale reste déterminée lorsque X tend vers X, sur un rayon quel- 
conque. 

Résumons les conclusions auxquelles nous conduit l’analyse que 
nous venons de faire. Considérons, sur l’ensemble des rayons issus 
de X,, et à l’intérieur du quadrilatère Q, la branche d’intégrale Y(X) 
définie par les conditions initiales X,, n, 7. 

Tant que nous ne rencontrons aucun infini de la branche suivre, 
Y(X) reste holomorphe; Y(X) est encore holomorphe aux points où Y' 
s’annule; ces points sont, pour la branche considérée (dans Q), au 


nombre de trots, el sont respectivement situés au voisinage de a, b,c dans 
les petits cercles a, B, y. 


Lorsque nous rencontrons un infint, X,, de notre branche, ce point 
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est un infint isolé et Y(X) y est rationaloide Lil résulte de l'inega- 


lite (22) que, sur tout rayon du plan X convergeant vers X,, le rap- 
I 


Ÿ |—————— 
port les Xp 


branche, à l'intérieur du quadrilatere Q, qu'un seul infini X,. En effet, 


tend vers l'unité 





. I n'y a d’ailleurs, pour notre 





Le. 2 v i ees ee » * 7) 2 7 
lorsqu a partir de X,, le point X s’elorgne sur un rayon quelconque a 
l’intérieur de Q, Py» reste fint et l'inégalité (18 bis) redevient et ne 
cesse plus d'être applicable. 


Dans tout le g'adrilatére Q (le voisinage de X, exclus), la diffe- 
rence Y — p,, est arbitrairement pelile avec e. 


Intégrales pour lesquelles D est voisin de +8. — Pour construire 
dans le plan Y les lacets A, A’, nous avons supposé plus haut que les 
trois racines a, b,c du trinome An? — 124 + D étaient séparées par 


<= 


des distances supérieures ae’. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que la 


différence D+ 8 soit supérieure à un certain multiple de e'. 
Pour D== 8, le trinome An’— 127+D a une racine double et la 
fonction elliptique p,, dégénere en fonction circulaire. 

Que se passera-t-il done si l’ordre de grandeur de D +8 devient 
égal ou inférieur ae’? Soient a et b les deux racines qui se rapprochent 


Û 2 L . un! = : ; ¢ $ © 9 T 1a ne 7a 
l'une de l’autre. Si || est supérieur à e’, comme nous l'avons supposé 


au début du paragraphe (|| restant borné pour e arbitrairement 


petit), nos calculs restent applicables à partir de Y=n sur tout 
1 


chemin qui ne pénètre pas dans un petit cercle a, de rayon 2e”, 
décrit autour de l’un ou l’autre des points a, b, et qui satisfait, 
d'ailleurs, aux autres conditions posées plus haut. En particulier, nos 
calculs ne cessent pas d’être applicables le long du lacet A corres- 
pondant à la période w; mais ils ne sont plus applicables sur le 
contour A’, lequel est désormais forcé de passer à lPintérieur de «, 
entre les points a et b. 





o 


On voit alors ce que devient le quadrilatere Q lorsque le mo- 
dule [D — 8] (ou|D + 8]), partant d'une valeur finie quelconque, 
décroit avec continuité. La seconde période w’ devient de plus en plus 
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grande et le quadrilatère Q, qui se déforme avec continuité et dont un 
côté reste borné, s’allonge de plus en plus. En tous les points inté- 
rieurs à Q l'inégalité (18 bis) est valable dans les mêmes conditions 
que précédemment, exception faite pour les valeurs Y intérieures au 
petit cercle x, qui contient deux racines de 4n° — 12n + D tres rap- 
prochées l’une de l’autre, c’est-à-dire très voisines de + 1. Pour ces 
valeurs de Y et pour Y’ voisin de zéro, l'intégrale Y(X) est sûrement 
holomorphe; il en résulte que la déformation des côtés du quadrila- 
tere Q ne cesse pas d’être continue la même où l'inégalité (18 bis) 
n’est plus applicable (c’est-à-dire sur les portions de ces côtés qui 
correspondent à la portion du lacet A’ intérieure au petit cercle &, ); 
le quadrilatère Q subsiste toujours, et dans tout ce quadrilatère 
(le voisinage de l’infini X, exclus) la différence Y — pP,» est toujours 
arbitrairement petite avec e. 


Remarque. — Lorsque D se rapproche de + 8, nous ne sommes plus 
assurés que la distance des points X, + w'ow,(X,)et X, + w,0,(X,), 
que nous avons joints pour fermer le quadrilatère Q, reste très petite 
et comparable à une puissance positive de ¢. Nous continuerons 
cependant à joindre ces points par le plus court, en évitant (comme il 
a été dit plus haut) les zn/inis et les zéros de Y’(X). 

Pourra-t-il arriver que la période w’ devienne infinie en sorte que 
l’un des côtés du quadrilatère Q soit rejeté à l'infini? Nous verrons 
plus loin que cela est possible, et nous étudierons en détail, sous le 
nom d’intégrales tronquees, les intégrales fort remarquables pour les- 
quelles cette circonstance se présente. Il est clair que, sur un chemin 
qui s'éloigne indéfiniment dans un quadrilatère Q infini, Y’ reste très 
voisin de zero, et Y très voisin de +1; done l'intégrale Y(X) est 
holomorphe. 


Integrales pour lesquelles n est voisin de zero. — Nous avons supposé 
4 
au début de nos calculs que le module | y'| était supérieur à e*. Cette 


hypothèse ne nous gene en rien. En effet, étant donné que |n| est 





ei) 
borné, Vinégalité || <e* exige que le module |D| soit lui-même 
borné quand € est arbitrairement petit. L'intégrale Y(X) sera alors 
holomorphe dans un certain domaine entourant X,. Appelant X/ le 
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4 
point le plus rapproché de X, où |Y’| surpasse ¢*, nous pourrons 
appliquer nos calculs à partir de ce point X, (dont le module sera 
supérieur à € ‘ sı|X,| est assez grand). 





Intégrales Y(X) pour lesquelles D est très grand. — Levons enfin la 
dernière restriction imposée à nos conditions initiales. Nous avons 
supposé que |D| << loge. Qu’adviendrait-il s’ilen était autrement? 

Remarquons que, si D est très grand (|n| étant borné), n' sera de 
l'ordre de grandeur de YD. Revenons alors à l'inégalité (18). Entou- 


rons les points a, b, c de cercles a’, 6’, y’ ayant pour rayon la 
4 


longueur (m); puis tracons, dans le plan Y, à partir de n, un 

chemin L quelconque, ne pénétrant pas dans «', 6’, y, sur lequel la 

limite supérieure 2 de | Y | soit inférieure à loge, et dont la longueur / 

soit inférieure a 4A; sur ce chemin, la limite 4’ (vide supra, p. 297) 
3 





sera, pour les petites valeurs de €, inférieure à yD(loge)’; la limite 
A 


TER AE : : uy? 
inférieure A’ sera d’un ordre de grandeur supérieur ou égal à (cm) 


| 
Il résulte de ces valeurs que, si e est suffisamment petit, l’inéga- 
lité (18) entrainera (18 bis) tout le long du chemin L. 

En particulier, l’inégalité (18 bis) sera vérifiée le long de lacets 
arbitraires A, A’ (ne pénétrant pas dans a’, 8’, y’ et sur lesquels 
Y|< loge) qui enveloppent, l’un les points a et b, l’autre les points b 
et c.On pourra done définir, comme on l’a fait plus haut, les périodes w, 
w’et le quadrilatère Q. Les périodes tendront vers zéro lorsque | D | crottra 
indéfiniment, puisqu'il en est ainsi pour la fonction elliptique py» 
asymptote à Y(X). 

La branche de fonction Y'(X), suivie & partir de X,, présentera 
comme tout à l'heure, à l’intérieur de Q, un énfént et trois zeros. Dans 
tout le quadrilatère Q (voisinage de l’infini exclus), la difference 
Y — Pop Sera arbitrairement petite avec e. 








La branche d’intégrale Y(X) est partout holomorphe sauf en ses 
8 Ee / 

infinis. — Suivons la branche d’integrale Y(X), à partir des condi- 

tions initiales 4, 4’, sur l’ensemble des rayons issus de X, et considé- 


Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Jumer 1913. 39 
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rons tout d’abord les portions de ces rayons où le module |X| 
surpasse <~'. Sur ces rayons, les calculs qui précèdent sont applicables 
lorsque € est petit. Nous pouvons donc construire le quadrilatère Q, 
défini plus haut, dont un sommet est en X,. A partir d’un sommet 
quelconque de Q, nous pouvons construire un nouveau quadrila- 
tère Q,, et ainsi de suite. Les quadrilatères ainsi formés recouvrent 
toute la portion du plan X que nous considérons : la branche Y(X) 
est holomorphe en tous les points rencontrés (' ), exception faite pour 
ses tnfinis (un par quadrilatère) où elle est rationaloide. 

Ce résultat étant établi dans les régions du plan X où |X|>e"', 
nous l’etendrons facilement au plan X tout entier (les pôles des fonc- 
lions rationnelles p,, py, J, exceptés). 

Écrivons, en effet, l'équation auxiliaire 


(15 bis) Y'=6Y—6+A(gY + piY+pol, 


où À est un paramètre variable entre o et 1, et considérons la portion 
du plan X où l’on alp,| <H, |p,|< H, |g,] <H, H étant un nombre 
positif quelconque. Il est clair que, si À est suffisamment petit, les 
calculs effectués plus haut pourront être appliqués à cette région du 
plan : il suffira de remplacer, dans les seconds membres des inéga- 
lites (17 bis), (18), (18 bis), la quantité ae, limite supérieure des 
modules |p,|. [p,l, [g,l, par la nouvelle limite supérieure AH. La 
branche dintégrale de (15 bis) définie par des conditions initiales 
arbitraires, sera partout holomorphe, sauf en ses infinis, points isolés 
où elle est rationaloide. Par continuité, nous pouvons étendre ces 
conclusions aux branches d’intégrales de toutes les équations (15 bis) 
où ASı. En effet, toute intégrale de (15 bis) définie par des conditions 
initiales déterminées, est fonction continue de À : elle sera donc tou- 
jours holomorphe pour ASı, sauf au voisinage de ses infinis. 





D'ailleurs, si l’integrale présente un infini isolé, X,, pour A=A,, 
elle présentera, pour À voisin de A,, un infini isolé X°,, voisin de X, ; 
7—3 V2 


en vertu de la remarque faite page 302, la différence —— — 1 tendra 
‘| 








(1) Ilen serait encore ainsi, nous l’avons vu, si certains quadrilatères avaient un colé 
rejeté à l'infini. 
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vers zéro lorsque X convergera vers X, sans fourner une infinité de 
fois autour de ce point. 


Développement des intégrales au voisinage de leurs infinis. — Considé- 
rons les intégrales Y(X) qui sont infinies en un point X = X,. 

On peut satisfaire formellement à l'équation (15) par un développe- 
ment de la forme suivante 


[ I I 





een _ D OA Xk) en 
RED AACR SE N " 


RN (X Xa) any 


Casey = 


bu, b,, b,, b;, y étant des fonctions rationnelles de degré négatif 
en X,, C étant un paramètre arbitraire et les termes non écrits étant des 
puissances de (X — X,) dont les coefficients sont rationnels en X, et 
polynomes en |C + ylog (X — X,)]. 

Le développement (23) est d’un type qui nous a été rendu familier 
par l’étude de l’equation du premier ordre 


Sy = Co Y + Cy L + Cot? +..., 


dans laquelle le coefficient c,, est supposé entier positif. La conver- 
gence du développement, au voisinage de X,, sur l’ensemble des rayons 
issus de ce point, peut être établie dans le cas de l'équation du second 
ordre comme dans le cas de l’équation du premier ordre. Nous envi- 
sageons (') l'équation auxiliaire 


(15 ter) Y’= 6Y?+ (4, (— 6+ 9, Y'+piY + Po). 





Sur l’ensemble des rayons considérés (leur origine commune X, 


exceptée), les intégrales infinies en X, sont fonctions holomorphes 
de À,. Sionles développe par rapport à A,, on obtient comme coefficients 
des puissances de A, des polynomes en [C + y log (X — X,)'] dont les 
coefficients sont fonctions holomorphes de (X — X,). Il en résulte 
que, pour A, voisin de zéro, les intégrales sont bien développables 
sous la forme (23). Le développement est convergent, sur l'ensemble 


(1) Cf. P. Bourroux, Lecons, ete., p. 124 et suiv. 
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des rayons considérés, jusqu’à rencontre d’une singularité de l’inte- 
grale représentée. Or nous avons vu tout à l'heure que, pour À, quel- 
conque entre o et 1, le point X, est une singularité isolée pour une 
infinité d’integrales Y (X). Il en résulte, de proche en proche, que le 
développement (23) représentant ces intégrales est convergent pour 
Er. 

Les branches d’integrales Y représentées par le développement (23) 


sont infinies en X, et admettent ce point comme point transcendant 
: a vo ; 
directement critique. Le rapport +; tend vers 1 sur tout rayon aboutis- 
4 
sant en X,. 
Convenons en particulier de prendre en un point X, donné au voisi- 
nage de X,, une determination fixe de log(X — X,) : alors le coeffi- 
Le 
cient C peut être regardé comme un paramètre déterminant sans 
ambiguité une intégrale Y(X), et une seule, infinie en X,. 
Réciproquement, considérons l'intégrale Y(X) étudiée plus haut, 
intégrale suivie, à partir de conditions initiales finies X,, n, n’, le long 
d’un chemin aboutissant en X, sur lequel Y tend vers l'infini en ligne 


droite. Nous avons vu que Y reste déterminée au voisinage de X, et 





que Y= 2(1 + Ey Y®, e’ tendant vers zéro avec Y-'. Il en résulte qu’on 
peut toujours déterminer le paramètre C du développement (23) de 
manière que ce développement représente Y(X) au voisinage de X,. 

Considérons alors, sur l’ensemble des rayons issus d’un point X,, 
une branche d'intégrale définie par des conditions initiales arbitraires. 
Nous avons vu que cette branche a des infinis en nombre illimité qui 
convergent vers X =o. Au voisinage de tous ces infinis, la branche 
sera représentée par des développements (23); or le coefficient y de ce 
développement tend vers zero avec |X, |; il en résulte que la branche 
d’integrale est semi-meromorphoide (') lorsque |X| augmente indéfi- 
niment. 








Les intégrales Y(X) sur un chemin où | X | croît indéfiniment. — Soient 
X, un point de grand module, Y(X) l'intégrale définie par les condi- 


(1) Voir Introduction, p. 268. 
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tions initiales X,, 4, 4’. Posons, comme plus haut, 
D = 1? — An + 120. 


Nous avons vu que l'intégrale Y(X) est (si | X,| est très grand) très 
voisine d’une fonction elliptique p,, sur tout chemin issu de X,. Il en 
est ainsi du moins tant que la longuenr du chemin parcouru reste 
inférieure à une certaine fonction croissante de | X,| (par exemple, il 
en est ainsi, à partir d’une certaine valeur de |X, |, tantque la longueur 
du chemin est inférieure à log|X,|). Mais qu’arrive-t-il lorsque X 
déerit un chemin infini le long duquel le module | X| est croissant? 

Cette question, qui a dans l'étude asymptotique des fonctions Y(X) 
une importance capitale, peut encore être posée dans les termes sui- 
vants : 

Sur un chemin infini où le module |X| est croissant (l'argument 
restant fini) considérons l'intégrale Y(X) définie par les conditions 





initiales X,, 1, 7. En tout point, X, du chemin parcouru (où Y prend 
une valeur quelconque Y), nous savons définir les périodes de l’inté- 
grale. Ces périodes sont (si |X| est très grand) arbitrairement voisines 
des périodes d’une fonction elliptique vérifiant une équation dilleren- 


tielle 
Y2#= 4 Y5—12Y + D, 


où D est une fonction de X, ainsi que de X,, 4, 7’. Nous devons alors 


nous demander : Que deviennent les périodes de Y(X) lorsque X s'éloigne 
indéfiniment sur le chemin considéré? Ou, en d’autres termes, comment 
se comporte la fonction D (ou la fonction Y'?— 4Y* + 12Y) de X, 
lorsque |X| croît indéfiniment? 

Nous devons ici distinguer deux cas : 


1° La fonction rationnelle q, (X) qui figure dans le second membre de 
l'équation (15) est de degré — 2 au plus. 

Remarquons que l'équation (16) peut s’écrire (en intégrant, par 
parties, à partir de X,) 
(24) Y?=4Y'—12Y + D — pi(Ko)n?— 2po(Xo)n + pr(X) VY? + 2po(X)Y 


X 
+f (a ¥?—p,Y?— 2p, Y) dX. 


Xo 
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Supposons alors qu’on trace le chemin décrit par X de maniére a 
éviter les infinis de l’integrale (cela est toujours possible d’après ce 
qui précède), en sorte que les modules |Y |, | Y’| restent bornes et 
inférieurs à un nombre positif H. Les fonctions g,, p,, p, étant toutes 
trois de degré —2 au plus en X, il est certain que l’intégrale du second 
membre reste, en module, inférieure à un nombre fixe, lorsque | X| 
croit indéfiniment. Il en résulte que /a fonction Y?— 4Y°+12Y 
de X tend vers une limite finie, et lon voit que cette limite est la 
même, quelle que soit la direction suivant laquelle X s’éloigne. 
Appelons D, cette limite. La branche d’intégrale Y (X), suivie sur un 
ensemble de rayons convergeant vers l'infini, est asymptote a une fonc- 
lion elliptique p déterminée qui vérifie l'équation 





Y?=4Y3—10Y+D,. 


2° Soit maintenant le degré de la fonction rationnelle q, egal 
à — 1. — Les choses se passent alors différemment, et il est facile de 
voir que l'intégrale Y(X) ne saurait être asymptote à une fonction 
elliptique unique lorsque X s'éloigne indéfiniment dans des directions 
différentes. Pour étudier l'allure de Y(X) sur les chemins infinis, il 
faudra entreprendre une étude spéciale que nous ferons plus loin en 
détail dans le cas où les fonctions Y(X) sont (à un changement de 
variable prés) les transcendantes méromorphes de M. Painlevé. Les 
conclusions auxquelles nous aboutirons subsistent d’ailleurs, ainsi 
que nous le ferons remarquer chemin faisant, pour les intégrales de 
l'équation générale (15). 

Bornons-nous pour l’instant à énoncer la proposition suivante dont 
nous donnerons plus loin une démonstration (voir § 10): Lorsqu’a partir 
de X,, le point X s’éloigne indéfiniment (en conservant un argument 
fini) sur un chemin quelconque qui ne traverse aucun infini de la 
fonction, le module de l'expression Y'’* — 4 Y* + 12 Y reste borne. 

Il en résulte qu'en tout point traversé, X, les périodes sont voisines des 
périodes d'une fonction elliptique de module borné. D'où cette consé- 
quence à laquelle d’ailleurs on aurait pu parvenir par d’autres voies : 
une branche d’integrale Y(X), défini sur un ensemble arbitraire de 
rayons convergeant vers l'infini, présente une infinité de zéros et de 
poles dont la densité est celle des zéros d’une fonction elliptique. 
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Ainsi, si la fonction Y(X) était méromorphe, elle serait d'ordre 2 et de 


genre 2. 
8. L'équation (B) de M. Painlevé. Equations connexes. 


Parmi les équations (15) asymptotes à l'équation Y’= 6 Y* — 6 dont 
nous venons de faire l'étude, il en est une fort remarquable qui se 
ramène à la première équation découverte par M. Painleve. C’est celle 
dont tous les infinis sont des pôles. 

Pour que les infinis soient des pôles, il faut et il suffit que le coeffi- 
cient y du développement (23) soit nul pour toute valeur de X,. En 
calculant ce coefficient et l’annulant, on constate que l’équation doit 
être [au changement de variable: X, /X; Y, mY (let m constantes) 


près | 
NCA 


! JU __. RN2 va 1 
(B’) a N 





t 


Effectuant, sur cette équation, le changement de variables 
: T 7 4 0) 
(25) Mere, x LA (comparer p. 281), 


nous obtenons l'équation 
(B) J"=67 — 6x. 


On sait comment M. Painlevé a démontré que les intégrales de cette 
équation sont méromorphes. M. Painlevé démontre en premier lieu 
que les équations à points critiques fixes de la forme 


J"=b(x)y' +B(x)y + C(x)y +D(x) 


doivent être réductibles à l'équation (B). Après quoi, il établit que les 
intégrales de (B) sont efectivement méromorphes. Cette seconde partie 
de l’analyse de M. Painlevé est la plus délicate. C’est pourquoi il est 
interessant de remarquer qu’au point où nousen sommes, elle ne nous 
est plus nécessaire. En déterminant, comme nous l’avons fait, l’allure 
des intégrales, nous nous trouvons avoir démontré par sureroit que, sz 
tous les infinis des intégrales y(x) sont des pôles, ces intégrales sont 
meromorphes. 
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2 
: r vu ‘ 
L'ordre des fonctions y (x) sera égal à -- — En effet, nous avons dit 
2 


(p. 310) qu'une branche d’integrale quelconque de (B’) présente une 
infinité de pôles dont la densité est celle des pôles d’une fonction ellip- 


© 


€ 


=I 


tique. Dès lors, lorsqu’on pose X = ix ‚la fonction Y? dea se trouve 


D | Or 


être méromorphe et d'ordre =: La fonction y=yxY est du même 
ordre que V*. 

En même temps que l’&quation (B’) il me sera commode d'étudier 
une équation plus générale, par exemple (') 
71 


\ = mt Y dé 
(26) MP = G Vices Oi 20 Fe + 4p(t— 6p) xy 





que nous écrirons aussi 


Die Y peti? sou) Y a Le 


26 bis) Y'— 6Y?—6 — : , | 
(26 bis) Y 6Y Beh x (u+ 4) X? LEP 








Cette équation coincide avec l’equation (B’) pour & = 1 et avec 
l'équation élémentaire Y” = 6 Y° — 6 pour y =o. 

Il y a entre les équations (26), (26 bis) et les équations (6), (6 bis) 
du paragraphe 2 une analogie remarquable que nous verrons se mani- 
fester de plus en plus. 

Opérant le changement de variables 


p 4 +4 
27 pene te reek he = HE comparer p. 280), 
7 à I I 





nous transformons (26) en l’equation 
(28) y"= 6 y?— bar, 


qui fait pendant à l'équation (9) du paragraphe 2. 

Les branches d’intégrales de (26) ou de (28) sont, d’après les para- 
graphes précédents, ratonaloides en leurs infinis; mais elles y sont 
singulières si l’on n’a pas =o ou & — 1; elles sont semi-meromor- 
phoides sur un ensemble de rayons arbitraires convergeant vers X = + 
ou æ = © (vide supra, p. 308). 


(1) Tout ce que nous dirons de l'équation (26) s’appliquera d’ailleurs à l'équation géné- 
rale (15). 
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Pôles des intégrales de l'équation (B). — Quel que soit x, l’&quation 
(B) a une infinité d’intégrales pour lesquelles « est pole double. Ces 
intégrales sont données par le développement 


9 
I 


(29) Y= apt leat (ea) + ola — a) +. 
les coefficients de la série de Taylor ('), à partir du cinquième, étant 
des fonctions de « et de la constante arbitraire c, que nous appellerons 
paramètre de l'intégrale au pôle «. 

On détermine complètement une intégrale y(æ) de l'équation (B) 
si l’on s’en donne un pôle « avec le coefficient c du développement (29) 
relatif à ce pôle. 

Aux pôles doubles (non nuls) «, des intégrales y (a) de (B) corres- 


pondent des pôles doubles [a = O A des integrales Y(X) de (B’). 


Ces dernières intégrales sont représentées au voisinage de leur pole ß 
par le développement 


I 


(30) Y= gay TE er ER Ee hei 





où by, ..., 6; sont des fonctions de 8, C un paramètre arbitraire et 
by, b,, ... des fonctions de ß et de C. Nous dirons que C est le para- 
metre de Vintégrale Y (X) au pôle 6. Ce paramètre est déterminé par 
le paramètre c de l'intégrale y (x) correspondant à Y(X) : c’est une 
fonction de c et « (ou c et B) facile à calculer; on trouve, toutes 
réductions faites, 


(31) Ca ew EX EX ca, 


où les signes * tiennent place de coefficients numériques que nous nous 


(1) On peut, si l’on ne suppose pas connues les propriétés de l'équation (15) du para- 
graphe 7, établir directement la convergence de la série (29) en observant qu'il est tou- 
jours possible de choisir le nombre positif H de telle sorte que l’équation y” = 672 —H 
ait une intégrale polaire en « dont le développement en série ait tous ses coefficients plus 
grands que les coefficients correspondants de (29). Mais il ne faut pas oublier qu'après 
avoir établi l’existence des intégrales (29), nous ne sommes nullement assurés qu’il 
n'existe pas d’autres intégrales infinies en «. La non-existence de ces intégrales est une 
conséquence de l'analyse faite plus haut au paragraphe 7. 
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dispensons de calculer. Ainsi, C est une fonction linéaire de e. A un 
paramètre fini ¢ correspond un paramètre fini C, à moins que le pôle « 
ne soit à l’origine. 

Les choses se passent différemment pour les infinis des équations 
(28) où u # 1. En leur voisinage, on peut satisfaire à l’équation (28) 
en posant 


I 3 at 
x—a)? 5 





(x — a) + pat l(x — a)? 


(32) ya 


+ [e+ POP aut log(e — a) |(@ — ayes, 
E 24 


c étant un paramètre arbitraire et les termes non écrits étant des puis- 
sances de (a — a) dont les coefficients sont des polynomes en 


Le + PCR) B) aw 108 (æ — a) |: 


4 





A l'infini « de y (a) correspond un infini 6 de Y(X) au voisinage 
duquel Y(X) est représentable par un développement (23) (où l’on 
remplace X, par ß). La convergence du développement (23) (vide 
supra, p. 307) entraine celle du développement (32). D’ailleurs, un 
calcul facile montre que C est une fonction linéaire de ce: on a, comme 
plus haut, 


rele 


C= *ca~ +..., 


1 
les termes non écrits, qui sont des puissances positives de « *, étant 


en nombre fini. 
La forme des coefficients du développement (32) montre bien que 
pour u. = o ou 1, les termes logarithmiques disparaissent. 


9. Quadrilatéres des périodes des intégrales de (B’). Points critiques 
des fonctions inverses pour (B’) et (26). 


Considérons d’abord l’équation (B’), c’est-a-dire l'équation (26) où 
U =I. 

Partons, comme au paragraphe 7, du point X, de grand module 
(supérieur à <~') et donnons à D (valeur initiale de Y’? —4Y* + 12Y 
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au point X,) une valeur distincte de +8 (telle que DF8 soit d’un 


1 
ordre de grandeur supérieur à a). 
Puis considérons (voir p. 298-299) les points 


Ai Ni tr Wa Dy); He X jp = oY ol (Xo), er 


qui ont un module supérieur à e-' et sont situés dans un méme demi- 
plan limité par une droite passant par l'origine. 

Du fait que Y(X) estméromorphe dans ce demi-plan, il résulte que 
l’on a 

Oo) D = wl ol), 
égalité qui exprime que les périodes de la fonction Y(X) sont commu- 
tables. 

Ainsi, les points X,, X,,, X,,, -.., Où Y reprend une même valeur, 
sont les sommets d’un réseau de quadrilatères curvilignes (quadrila- 
tere des périodes) dont les côtés sont les chemins décrits par X lorsque 
Y décrit les contours des lacets A, A’ (vide supra, p. 300). Ces qua- 
drilatères tendent à devenir parallélogrammes lorsqu'ils s’eloignent 
indéfiniment de l’origine. 

D'ailleurs, lorsque X (restant -sup6erieur à €‘) se meut d'une 
manière quelconque dans le demi-plan où nous nous sommes placés, 
Y (X) ne peut prendre la valeur n en aucun point autre que les points 
N near: 

Chaque quadrilatère des périodes contient, nous l'avons vu, un 
pôle (double) et un seul de Y(X). Quel est le paramètre de l'intégrale 
en ce pôle? Si nous portons le développement (30) dans l'équation de 
forme (16), deduite de (B’), c’est-à-dire dans l'équation 








X y x 
F } N re lee 
634) Y= 4V—1a¥+D—a f - tl —— dX, 
X 29 Jy. X? 
nous trouvons que 
D ex 
RAD DE CON, 


D étant la valeur de l’expression Y’? — 4 Y* + 12Y au point X,. Appli- 
quons cette égalité à un pole 6 situé dans un quadrilatere des périodes 





L aa — D 
dont un sommet est en X, : nous voyons que la différence C — ( ; ) 
7, 
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—D 
4 





est de l’ordre de grandeur de X,', en sorte que le rapport c/ tend 


vers 1 lorsque X, s'éloigne indefiniment. 


Remarque. — Il résulte de cette valeur de C que, pour que les inéga- 


lités (18) et (22) soient applicables dans le quadrilatère des périodes Q, 
1 


1 
il suffira que [C+ 2]>|X| 7. Si l’on a seulement jC + 2]> |X| ?, 
les calculs relatifs à l’addition de l’une des périodes seront encore 


applicables (ef. p. 303). 








Périodes des intégrales de l'équation (26). — Considérons maintenant, 
22 q 
au lieu de l’equation (B’), l'équation (26) où ua une valeur différente 
de 1. Nous pouvons, à partir du point X,, construire, comme il a été 
dit au paragraphe 7 (p. 300), un quadrilatère Q qui se rapproche arbi- 
trairement d’un parallélogramme si l’on prend X, suffisamment grand. 
I 5 | 0 5 
Mais ce quadrilatère ne sera fermé que si l’on joint les points 
X,+w,w (X,) et X, +w'w,(X,) comme il a été dit page 300. En 
effet, à l'intérieur de Q, la branche Y(X) définie par les conditions 
initiales X,, 4, D, présente, nous l’avons vu, un infini X, (et un seul) 
qui est point critique transcendant pour Y(X). Il en résulte que, 
lorsque X décrit (autour de X,) le contour de Q (supposé fermé}, Y ne 
0 x } 

peut revenir à sa valeur initiale 1. Ainsi, la ligne brisée X,, X, +w,, 
X, + 0,01, X,+0,0,0_, X,+w,w.w_w’ ne se referme pas ; les 
périodes w el w' ne sont plus commutables. 


Points critiques de la fonction inverse. — Les théorèmes relatifs à la 
continuité des intégrales permettent de situer les points critiques de 
la fonction X(Y) qui opèrent les permutations X,, X, + w,, ete. 

Reportons-nous, en effet, aux notations du paragraphe 7 (p. 298 et 
suiv.) et, donnant à X, une valeur quelconque, appelons a, b, c les 
points critiques de l'intégrale elliptique | RE inverse de 

VEN = Ha YD 
la fonction p,,. Pour les petites valeurs de u, la fonction X(Y) [inte- 
grale de (26) définie par les conditions initiales 4, X,, DT, suivie sur 
l'ensemble des rayons issus de Y = 4, présente trois points critiques, 
et trois seulement, respectivement voisin de a, b, ce. Nous les désigne- 
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rons par les lettres Any by. ot Oks" Si Pon trace, dans le plan Y, trois 
coupures joignant ces trois points à l'infini (les coupures seront, par 


exemple, les prolongements des rayons Oa, 


Cx 


op? ot? Ocx, 1): la branche 
de fonction X(Y) considérée sera uniforme dans le plan ainsi coupé. 
Faisons maintenant varier p de o à 1 par valeurs réelles. Les points 


ax et les coupures correspondantes, se déplacent avec conti- 


Xo? “Xo? 
nuité; ces points ne cessent pas d’être des points critiques simples 
(tant que les positions correspondantes de X sont distinctes de l’origine), 
et X(Y) est toujours uniforme dans le plan Y armé de trois coupures ; 
d'ailleurs il résulte des calculs du paragraphe 7 (p. 300-301) que les 
trois points critiques restent d’autant plus voisins de a,b, c que |X,| 
est plus grand. 

Ainsi, à tout système de valeurs initiales X, (de module supérieur 
à €‘), n, D, il correspond trois points critiques simples, et trois 
seulement, de la branche X(Y) respectivement voisins dea, b,c : nous 
dirons que ces points appartiennent respectivement aux séries a, b,c. 
Ils ne peuvent se confondre que lorsque D = 8 devient inférieur a oh 
c'est-à-dire lorsque l’intégrale devient très voisine d’une intégrale 
tronquée (à ce sujet, voir infra, troisième Partie). 

Cela posé, il résulte de la définition des lacets A, A’ (p. 298) que 
les points X,, X, + w, sont échangés par une permutation de la série a 
suivie d’une permutation de la série 6; les points X,, X,+w sont 
échangés par une permutation de lasérie b suivie par une permutation 
de la série c, et ainsi de suite ('). 

Le mécanisme des permutations qui correspondent aux périodes w, 
west, on le voit, exactement celui de la fonction arg p(Y ); il est le 
même pour les équations (B’) où up. =1 et (26) où uw #1, à une cir- 
constance près que nous allons signaler. 

Les fonctions inverses des intégrales de (B’) jouissent, comme les 
fonctions arg p(Y), de la propriété suivante : St, partant de Y = 1, 
X — X,, on opère successivement six permutations autour des points 
critiques appartenant respeclivement aux series a, b,c, a, b,c, le point X, 
se permute avec lui-même. Cette propriété exprime que les périodes w 





(1) Cf. P. Bourroux, Zecons, ete., p. 79 et suiv., p. 97 et suiv., et supra, Introduc- 
lion, p: 273. 
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et w’ sont commutables et que le point Y== est, pour la fonction 
X(Y), un point critique algébrique permutant deux déterminations. 
Elle ne subsiste pas lorsque, dans l’équation (26), p est différent 
dea eli. 


A la commutabilité des périodes pres, les fonctions XY ) définies par 
les équations (26) et (B') ont la méme structure exactement. 


10. Lignes périodiques. Lignes d’infinis. 


Donnons-nous un point X,, de grand module supérieur ae”! (vorr S 7) 
et une valeur D, : nous pouvons déterminer (voir § 7 et § 9) un ensemble 
de points X15, Xe, =.» À 40 --- OU Lintégrale de (Bijou deseas 
définie par les conditions initiales X,, Y = n, Y?- 4Y 23272 
reprend la même valeur n. Menons par l’origine la parallèle A au 
segment X,,— X,, et prolongeons cette droite indéfiniment dans les 
deux sens : les differences X,,— X,), X,— X ,, se rapprocheront 
d'autant plus de segments parallèles à A que © sera plus petit. 

Les points ... X=,,,X;, Xige-- peuvent être considéres Commies. 
sommets d’une ligne dont les côtés sont les chemins parcourus par X, 
lorsque Y décrit, à partir de 4, dans un sens ou dans l’autre, un, puis 
deux, ..., puis n lacets A (voir p. 317) entourant, chacun, deux points 
critiques de X(Y). Nous appellerons cette ligne ligne périodique. 

Il est clair que, si la distance du point initial X, à la droite A est 
suffisamment grande, les points X_,4, ..., X,,..., Xn» ont tous des 
modules supérieurs à tel nombre <e~' que l’on voudra : les calculs du 
paragraphe 7 permettent dès lors de définir ces points pour des valeurs 
arbitrairement grandes, positives ou négatives, de l'indice n, et la 
ligne périodique est indéfiniment prolongeable dans les deux sens. 

Considérons, en effet, l’équation (26) où nous ferons varier u. de o 
à 1. Pour u arbitrairement petit, l'intégrale de (26) que définissent les 
conditions initiales X°, n, Di, (|X, | > €") présente des lignes pério- 
diques qui, à distance finie, se rapprochent arbitrairement de parallèles 
à une mème droite et qui sont indéfiniment prolongeables dans les deux 
sens; appelons £; l’une d’elles; la même intégrale Y(X) possède une 
infinité de lignes périodiques tout entières situées au delà de £/, aux 


NO 


sommets desquelles Y prend la mème valeur n; pour passer d’une de 
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ces lignes à la suivante, il faut faire décrire à Yun lacet A’ (vor p. 298). 
Il résulte alors de Pinégalité (18 bts), appliquée sur A’, que, quel que 
soit vu. entre o et 1, il y a toujours, au delà de la ligne fixe appelée £’, 
une infinité de lignes périodiques de Y(X) dont tous les points sont 
arbitrairement éloignés. 

Nous allons nous proposer d'étudier l’allure de l'intégrale Y(X) le 
long d’une ligne périodique indéfiniment prolongée. Nous savons déjà, 
en vertu des calculs du paragraphe 7, comment se comporte Y(X) 
autour d’un sommet quelconque de la ligne, où la valeur de 
D = Y?— 4Y*+12Y nous est connue. Tout revient à voir comment 
varie l'expression D = Y’?— 4Y*+12Y [lorsqu'on ajoute à X, un 
nombre arbitrairement grand de périodes w, ou w_ (cf. supra, p.309). 


Effet de l'addition d'une période sur le paramètre D. — Partant du 
point X, avec Y =, D = Dy, faisons décrire à Y le lacet A. Nous avons 
[voir l'équation (34), p. 315], au retour en X, : 





ye 8 Weed ce gee 
eRe yt ee ae ENT Her Ey 
DD, —=Y 4ni+i12n—D, rl x: aix 


Pour avoir une valeur approchée du second membre, posons 


fvav= U(X), 


ere: ay ees 
De D, —2( ©) + EE A 
A 


il vient 
x x: 29 x 
Appelons alors w, celle des périodes de l’intégrale elliptique 


PAM ENT 


qui correspond au lacet À. Nous constatons que nous aurons 





© Pa 

55.) D, — D,=— 2 + terme de l’ordre de grandeur de |X7? |. 
x D 0 
#20 


Ainsi, l'accroissement que subit D (a partir de D=D,) lorsque Y 


— 2B; ‘ N 
x (si toutefois cette expres- 
am 


sion est d’un ordre de grandeur supérieur à | Xo|~”). 





décrit le lacet À a pour valeur principale 
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Limitation du module | D| sur une ligne périodique où | X | est croissant. 


— Considérons la demi-ligne périodique Xj, X,,, ... et appelons D,, 
D,,... les valeurs du paramètre D = Y? — 4Y* + 12 Y aux sommets 


de cette ligne. A partir d'une certaine valeur de l’indice 7, les modules 
X job |Xj#1,0| --. vont sûrement en croissant. Nous avons dès lors 
toujours le droit de choisir X, de manière qu'il en soit ainsi à partir 
de 7 =1. D'ailleurs les calculs du paragraphe 7 étant applicables au 
voisinage de chacun des segments X jo, X;,,,,, il est clair (cf. p. 297) 
que nous pouvons toujours tracer les lacets A de manière que le module 
de X soit croissant, à partir de |X,|, sur la demi-ligne périodique £ 
considérée. D'autre part, la distance à Y=o d’un quelconque des 
points du contour A correspondant à l'intervalle X;,, X;,,, sera bornée 
et de l’ordre des grandeurs des points critiques (racines du trinome 
4 Y* —12Y + D,) intérieurs à ce contour. 

Je vais montrer que, dans ces conditions, | D 
borné (ef. p. 310); 

Remarquons, en effet, que si |D;| est très grand, la difference 


E ni wes Bagel dY 
X 41,0 — Xj) à pour valeur principale l'intégrale I: et 
Ja V4Y? 


—12Y +D; 








;l reste nécessairement 





Jo 


BER... 
est, par conséquent, de l’ordre de grandeur de |D,| °. D'ailleurs, le 
long du contour A correspondant (tracé, comme il a été dit ci-dessus), 


af 


le module | Y| est au plus de l'ordre de grandeur de |D;|’ et.| Y’| de 


iv 
l’ordre de grandeur de |D;|*. En d’autres termes, soit H un nombre po- 


sitif très grand : on peut trouver un nombre /(qui reste borné lorsque 
H augmente indéfiniment) tel que, si |D;|< H, le module | Y| reste 


inférieur à ZH? et | Y’] inférieur à IIE le Jong du lacet A correspondant 
à l'intervalle X Ne 

Ces remarques conduiront Immédiatement à la proposition énoncée 
lorsqu'on aura mis l’&quation (B’) sous la nouvelle forme que nous 
allons indiquer. 

Nous savons que l'équation (B’) est équivalente à l'équation 





(B) iy! = Oy? "67; 


5 
2 


2 a 1 Ale pects BET: gas 4 A = N . 
qu'on en déduit en faisant .y = + Y, X= =’. Or l'équation (B) 
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donne par intégration 


dy 2 5 
a) Ve ER PACA Ce 12. |) yf ars 


d'où l’on déduit l'équation équivalente à (B’) et (34) : 


6 . 1 
or (7/2 ri A Vy" 16 Y? 5X =a ame yc EX \3 . 
(36) Y AV — CH EI 7 ) | ( ; ) Y dX. 


Considérons, en particulier, cette égalité sur la demi-ligne pério- 
dique ¢ définie ci-dessus. La valeur initiale ®, (pour X = X,) de 
l'intégrale définie qui figure dans le second membre de (36) sera 
donnée par légalité 





ou Y,= V4n—12n + D,. 
Appelons, d’autre part, H la limite supérieure de | Y? — 4 Y*+12Y| 
entre les points X, et X sur la ligne considérée. Etant donnée la limite 
I | Au 
supérieure (m) de |Y|, nous voyons que le module de Vintégrale 


ie be CURE 
définie X’YdX sera moindre que = /H* | X? — x, |: Le module | Y’| 
sex 





a 
étant lui-même moindre que /H?, l'inégalité (36) montre que 


Y?— 4Y°+12Y sera d’un ordre de grandeur inférieur AZ, HW, où Z, 
reste borné (pour |X| arbitrairement grand) et indépendant de H et 
de |X|. L'hypothèse d’après laquelle la limite supérieure H de 
[Y?— 4Y*+12Y| augmenterait indéfiniment avec | X| est donc inad- 
missible. Cette limite, qui est la limite supérieure de D,, D,, ..., est 
nécessairement bornée. 











Remarque T. — Ainsi que nous l'avons déjà dit plus haut (p. 310), 
la proposition qui précède peut être étendue à l’équation générale 
asymptote à Y’=6Y?—6, c'est-à-dire à l'équation 


(15) Y’=6Y?— 6+ 4,Y'+piY+/ Pp, 


OÙ 44» Pis Po Sont des fonctions rationnelles de degré négatif en X. 
Ann. Ee..Norm., (3), XXX. — JuiLrer 1918. 41 
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Supposons g, de degré —1 (le cas où g, aurait un degré inférieur . 
à —1 a déjà été traité p. 309-310), développons g, par rapport aux 


puissances de X~', et désignons par g, le premier coefficient 
n=qiX +: ... 


Le double changement de variables 


; 5 
x! Yay. où LE =) m—=2— 02/1, 
D + 





SQ 


met l’equation (15) sous la forme 
Ve 6 y? — 6a-2m i Ova ae Piya! + P,+ er 


Q, P, et P, étant des fonctions rationnelles de degré zero en x. 
Intégrant cette équation à partir de conditions initiales données, 
nous avons 


sae — hyi— 12.27 ey as PR, i 29 Poyz u 


a 


ahd 24 m [ Des: dx +f (Q ap R, SR à is Reese an, 


e/ 


les fonctions rationnelles R, et R, étant de degré zero en x. Revenant 
maintenant aux variables X, Y, nous obtenons 


VI ET ANT RSS 
x ro ex tex 2 NAN 








(37) YP= 4Y2—12Y +a 


a, b, ce, e étant des constantes, et Q, Ru, A, des fonctions rationnelles 
de degré zéro en X. 

On pourra faire sur l'équation (37) le raisonnement fait plus haut 
sur l’équation (36). 


Remarque II. — Remarquons, d'autre part, que le résultat obtenu 
plus haut est valable, non seulement sur une ligne périodique, mais 
SUR TOUT CHEMIN DU PLAN X (issu de X,) où X A UN MODULE CROISSANT. Con- 
sidérons alors une intégrale quelconque Y(X) de l'équation (B’) et 
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envisageons l’ensemble des points (*) X; où Y = y et les valeurs cor- 
respondantes D; du paramètre D = Y? — 4 Y*+ 12Y: on peut trouver 
un nombre positif a tel que, pour tous les points X;, on ait 


ID; [<a|D, | (on suppose X, 0, D, 40). 


Mais la réciproque n’est pas vraie : il peut arriver que D, soit arbi- 
trairement grand, alors que, pour certains points X; arbitrairement 
éloignés, | D;| reste inférieur à une limite donnée. 


Limite du parametre D; sur une ligne périodique. — Revenons à la 
ligne périodique qui passe par la suite des points — X,,..., X;6, +++, 
où Y=yetD=D,,..., D;. Il résulte de ce qui précède que, lorsque 
l'indice 7 augmente indéfiniment, D; tend vers une limite ou est indé- 
terminé mais borné. Je dis que cette dernière circonstance ne peut pas 
se présenter. 

En effet, appelons 2; la différenceD;,,—D;dont la valeur approchée est 





: ; ==> Oot Bs oe BET: 
(vide supra, p.320) ‘, (5; est une période de l’integrale elliptique 


Xj 
{Var —12Y+D;dY ), et supposons d’abord que les nombres 
ol, |®2 |} -.., [97], ... soient bornés inferieurement et supérieurs a 
un nombre & indépendant de y. 

Les modules | X,|,|X,], ... étant parhypothèse croissants (vide p.320) 
Oj Wj 
Xu X 
Soit, 





et tous supérieurs dé", et les | D;| étant bornés, la difference 

7. 5 © ’ > L yr > i Dj 
sera, quels que soient j et w;, de l’ordre de grandeur de x? 
d’autre part, le module |5;| supérieur à |X;"|log|X;|; la difference 
x ta 2er 2 Ira A ‚pe > | "Aria > 10 ‘ 
6;— (— 29@;X75') sera d’un ordre de grandeur inférieur ou égal à 





TD j+1 





X, ; 
ee 1 sera de l’ordre de 
Km sue) N N 
grandeur de e (ou |X;'|); en conséquence, les segments 6;, ¢;,, d’in- 
dices consécutifs feront entre eux un angle de l’ordre de grandeur de €. 
D O 
Il en résulte qu’on pourra trouver un nombre x tel que la suite |D,|, 
D ,...,1D-;|,... soit une suite toujours croissante. La différence 
n+1 ’ J 
N 
des modules |D;,,| — !D; | sera de l’ordre de grandeur de ¢;; par con- 
ji J © 1 


| X;*|log| Xj]; d’ailleurs la difference 








(1) Pour avoir l’ensemble total des points X, il faudra tourner autour de l'origine, 
puisque X, est point critique algébrique d'ordre 4 pour l'intégrale Y(X) de (B'). 
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séquent, dans l'hypothèse où tous les |®;| sont supérieurs ia, elle sera de 

a 
donne, en effet, pour le module |D;| d'indice arbitrairement grand, 
une valeur de l’ordre de grandeur de log|D;|; or, nous avons vu plus 
haut que la suite des |D;| est bornée supérieurement,. 

Ainsi, il n’est pas possible que la suite des nombres |a|, ...,|@;|,.-- 
soit bornée inférieurement. Je vais montrer plus précisément que cette 
suite admet une limite égale à zero et qu'en conséquence la suite des D; 
admet une limite, qui est l’une des valeurs pour lesquelles l'intégrale 


l’ordre de grandeur de - Or, cette conclusion est inacceptable : elle 














[Ni Y'—12Y+D,; a une période nulle. 


Supposons, en effet, qu'il en soit autrement. Alors, il existera néces- 
sairement des indices n arbitrairement grands pour lesquels |&,| 
surpassera un nombre positif a, les suites |D,_,|, [D, |, |D,+. |, ... et 
lu, |@,|, |G,4, |, ... étant croissantes. 

Considérons ces suites pour >. D’après ce qui précède, tant 
que l’on a |&w;| > 


D, |, 1D,4,/, ..., |D;| est toujours croissante. Il est facile de voir qu'il 
en est de même de la suite |®,|, ..., |w;|. En effet, étant donnée la 





X;'|log|X;}, @ fortiort tant que | o,| > =, la suite 








, Ne : a h 
définition de &;, on voit que, tant que | «| > =; la valeur principale 
de &,,, — ©; (pour X, arbitrairement grand) est 


k dY 
DD) | — 
2V4Y'—12Y+ D,; 





ou 
— ro) . 


a an Sn 


Dj — Oj — 

Le raisonnement de la page 323 prouve alors (') que les différences 

I5,1—[&;let|&;] —|a,_,| ont le même signe. Ainsi les hypothèses 

faites sur l'indice 2 entraineront cette conséquence que les deux 

suites |D,|, |D,+,|, ... |, |, |w,,,|, ..., indéfiniment prolongees, ne 
Djn—wi XXX 


(1) Remarquons que de l'égalité asymptotique + = =, il résulte 
27 Xj 


immédiatement que sur la ligne périodique où la suite des | X;| est croissante, la suite 
des | w,| est décroissante. 
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cesseront pas de croitre. Conclusion inacceptable, parce que la suite 
des |®;| ne peut pas être bornée inférieurement. 

La proposition énoncée ci-dessus est done démontrée : LE PARAMETRE 
D; TEND VERS L'UNE DES.VALEURS POUR LESQUELLES L'INTÉGRALE 





fuir + D;dY 


A UNE PÉRIODE NULLE. 

C'est là un trait capital de l'anatomie des fonctions définies par 
l'équation (B’). Ces fonctions, prises individuellement, ne sont pas 
asymptotes à des fonctions elliptiques déterminées ('). Si lon suit, 
en effet, une fonction Y(X) sur un rayon arbitraire, la quantité 
D = Y?—4Y*+ 12Y devient en général indéterminée. Si, par contre, 
on s'éloigne le long d'une ligne périodique, D admet une limite 
qui est nécessairement + 8 ou la valeur imaginaire D, pour laquelle 





l'intégrale | V4Y° — 12Y + D, dY a une période nulle (voir infra, 
5 V I 


p. 334); la fonction Y (X) est alors asymptote à l’une des fonctions 








: 3 rae 3 I — dY 
a — Rn ALT Lg sm ze = 
sintzy3( Xi X) sin?/3(X —X) V4 Ve vee 


Nous verrons plus loin comment on peut définir les lignes pério- 
diques de manière que sur ces lignes D tende toujours vers +8; 
les Y(X) seront alors toujours (sur ces lignes) asymptotes à des fonc- 
tions circulaires. Ce résultat sera retrouvé par une autre voie dans la 
sixième Partie de notre travail. 

Remarquons enfin que les démonstrations qui précèdent et les con- 
clusions oblenues s'étendent immédiatement à l'équation (15) asymptote 
HAINE CV ES ON 


Ligne d’infinis. — Nous avons supposé, dans l'étude qui précède, 
que la valeur n prise par Y(X) aux sommets de la ligne périodique 
était une valeur finie. Lorsque 7 tend vers l'infini, la ligne périodique 
tend vers une position limite que nous appellerons ligne d'in fins. 


IS & 3 v 7 are x “a 
DÉPOT Pi Ney 0 Kos ce, Anos Les sommes de cette ligne. 








(1) Cf. Introduction, p. 273. 
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En chacun d’eux, l'intégrale est représentée par un développement (23) 
[développement (30) dansle cas de l’équation (B’) pour laquelle u= 1]. 
Entre deux sommets consécutifs X,, X,.,, la ligne d’infinis est le 
chemin deerit par X lorsque Y décrit un lacet dont l'origine est rejetée 
à l'infini. 

Il résulte de ce qui précède que, si l'infini X, est suffisamment 
éloigné de la droite A (parallèle menée par l'origine au segment 
X,, — X,, vair p. 318), les infinis X=u,0: + Xno> +>. ONUtGUS DÉS 
dules supérieurs à &'. La ligne d’infinis qui passe par X, est alors 
infiniment prolongeable dans les deux sens. 

D'ailleurs nous avons vu que, lorsqu'on s’¢loigne indéfiniment sur 
une ligne périodique, l'expression D = Y’— 4Y*+12Y tend vers 
l’une des limites +8, — 8, D,. Il en résulte (vo:r p. 315) que, sur la 
ligne d’infinis, le paramètre C correspondant aux infinis Kr eee 


— - RER : D 
ou X. XN—~esyos +. tend vers une limite égale à — 2, +2,0u ——- 


2, 7 
Dans le cas de l’equation (B’), la ligne d’infinis est une ligne de 
poles (cf. premiere Partie, p. 283). 


Effet de Vaddition d'une période sur le paramètre G. — Proposons- 
nous d'évaluer la différence C,,,— C, du paramètre d’une même inté- 
grale de (B’) en deux pôles consécutifs X,,, X,,,,9 d’une ligne de 
pôles. | 

Des formules de la page 315, nous déduisons 


Nora 712 ‘ 8 or, Vey B 
Kin, Ras f Re, 


n Xn 


les intégrales étant prises le long de la ligne de pôles, ou encore 


; Wen ph at Meer ara eo 
Grue O)= f (RE i) dy, 


le chemin d’integration, A,, étant ainsi composé : 1° rayon R allant de 
l’infini à un point arbitraire Y=; 2° lacet fermé A issu de n et 
entourant deux points critiques de X(Y); 3° même rayon R qu’à l’aller 
parcouru en sens inverse. 

Appelons X, D, les valeurs de X et de D= Y?— 4Y*+12Y au 
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premier passage en 4. L'intégrale prise le long de A a (nous l'avons vu 


Fe bn ; : a 
plus haut) pour valeur principale la quantité <> où &, est une période 


ek 





de l’integrale, elliptique vi = rm YED,.dY. Il én est-ainsi du 


moins (voir p. 323) lorsque |»,| est d'un ordre de grandeur égal ou 
supérieur à |X, '|log| X, |. Or, appelons &, la période de l'intégrale 
V4Y? — 12Y+ 4C,dY qui (d’après la relation liant C, à D,) tend 


X 


n 








vers &, lorsque augmente indéfiniment. Si nous avons 


XSL 





| o',| >| X;,'| log 


le nombre &, satisfera à la condition requise ci-dessus et aura pour 
valeur principale &,. 

Considérons, d'autre part, les valeurs prises par Y’ à laller et au 
retour en un même point Y=n, du rayon R. Appelons Y,, Y, ces 
valeurs, nous aurons 


TI / r 
EE RES IR: = = x) dY, 


v 





l'intégrale étant prise de 7, en n, puis le long de A, et enfin de n en 4,3 
l'accroissement que subit Y’ lorsque Y décrit A étant de l'ordre de 


! 
ny 


X, 





grandeur de | | la différence Y, — Y, sera de l’ordre de grandeur 





de |&'!, X;° 


. 








Ainsi, nous constatons finalement que si |w,| est supérieur a 
=e == Dr Ch sn ne OE Sr Misa D, 
EXT | log IX, |, da difference C4, — Cy, aura pour valeur principale ax 

Déplacement de la ligne d'infinis lorsque |\, | varie. — Nous sommes 





partis, pour définir notre ligne d’infinis, d’un cnfind initial X,, situé 
au-dessus de la droite A (voir p.326) à une distance supérieure à €". 
Supposons que nous déplacions cet ënfénr, tout en laissant fixe la 
valeur Cy du paramètre qui définit en X, l'intégrale Y(X) considérée, 
et demandons-nous comment va se déplacer la ligne d’infinis qui passe 
par X,. 

En premier lieu, si vO s'éloigne de la droite A, tous les sommets de 
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la ligne d’infinis s’en éloignent de plus en plus ei tendent simultane- 
ment vers Uinfint. 

Si, au contraire, X, se rapproche de A, il se pourra qu'à partir d’une 
certaine valeur de ba la determination des infnis Keane puisse 
plus étre faite au moyen des calculs du paragraphe 7. Par contre, les 
infinis Nyo, X—»,» de grands indices auront toujours un module supé- 
rieur à €‘, et nous pourrons toujours en déduire la suite des infinis 
Ken Nana 0 nee CE Xing op mises ss Hd AUITES OC 
parer première Partie, p. 284-285), notre ligne d’infints initiale se 
décompose en deux demi-lignes d’infinis qui s'éloignent indéfiniment 
dans deux directions opposées. Entre ces deux demi-lignes d’infinis, ıl 
y a une lacune que les calculs effectués plus haut ne nous permettent 
pas de combler. 

Les deux demi-lignes d’inlinis subsistent évidemment lorsque les 
pôles Xy0, N, franchissent la droite A et s’eloignent indéfiniment au- 
dessous, tout en conservant un module supérieur à <~'. 


Remarque. — Si, en effectuant la transformation (27), on passe de 
l'équation (26) ou (B’) à l'équation (28) ou (B), il est clair qu’à toute 
ligne périodique et à toute ligne d’infinis d’une intégrale Y(X) corres- 
pondra une ligne périodique et une ligne d’tnfinis de l'intégrale y (x) 
correspondant à Y(X). La disposition et les propriétés de ces lignes 
nous seront connues si nous avons étudié les lignes correspondantes 
dans le plan X. 


11. Intégrales réelles. Allure des lignes périodiques. 


Il est des intégrales réelles qui ont une ligne périodique particuliè- 
rement simple. Ce sont les intégrales réelles dont une ligne pério- 
dique, ou, plus exactement, une demi-ligne périodique coincide avec 
l’axe réel. | 

L’equation (26) (p. 312) admet deux sortes d’intégrales réelles. Les 
unes restent finies pour toutes valeurs réelles de X, les autres devien- 
nent infinies sur l’axe réel. 


Integrales finies. — Considérons d’abord les premières. Pour yu. =o, 
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ce sont des fonctions elliptiques, solutions de l’équation 


Y?—/4Y?— 12Y+D, 


où Da une valeur réelle comprise entre —8 et +8. Envisageons, en 
particulier, ces intégrales à droite d’un point réel positif X, où Y prend 
la valeur zero, et appelons D, la valeur de Y’? en ce point initial X,. 
L’équation (26), où & varie à partir de zéro, possède une intégrale, et 
une seule, qui satisfait à ces conditions initiales; cette intégrale est 
réelle sur l’axe réel positif ; elle se déforme d’une manière continue 
quand u varie ; elle reste donc finie et oscille en présentant une suc- 
cession de maxima et de minima dont les valeurs sont nécessairement 
comprises entre les branches positive et négative de la courbe 


rap) Y _ 


6 Y?— 6 + — 0. 
TETE us 





(En effet, sila valeur de Y au zéro de Y’ passait, par exemple, au- 
dessus de la branche positive de cette courbe, on aurait Y’> o avec 
Y= 0, ce qui ne donnerait plus un maximum. ) 

Lorsque u. va croissant, l'intégrale réelle définie par les conditions 
initiales X,, 0, D, ne pourrait cesser pour une certaine valeur y, d’être 
finie et oscillante que si, pour cette valeur, elle présentait un pôle 
réel positif infiniment éloigné. Mais il résulte, en tout cas, des calculs 
du paragraphe 7 que si X, est suffisamment grand et si D, — 8 est d’un 





1 

ordre de grandeur supérieur à xo? (voir §7, p. 297 et 303), l'intégrale 
réelle présente à droite de X,, quel que soit u. entre o et 1, une succes- 
sion de maxima et de minima correspondant à l'addition répétée de 
l’une des périodes ('), soit de la période w, (vor p. 299). Il s’agit 
de voir si les oscillations de l'intégrale sont en nombre illimité et de 
déterminer la limite (?) du paramètre D (c’est-à-dire de expression 
Y?— 4 Y*+ 12Y) pour X croissant indéfiniment sur l'axe réel. 

Appelons X,, X,, ... les points successifs, situés à droite de X, où 
l'intégrale Y(X) reprend la valeur o, et D,, D,, ... les valeurs de D en 


(1) La période w+ ne pourrait devenir infinie que si Do s’approchait de la valeur 8. 

(2) Nous avons établi au paragraphe 10 l'existence de cette limite, et nous avons déter- 
"mine les nombres auxquels elle peut être égale. Il s’agit de retrouver ce résultat et de le 
compléter dans Je cas où l'intégrale est réelle. 


Ann. Fe. Norm., (3), XXX. — Juinrér 1913. 42 
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ces points. On a, nous le savons (voir p. 124), en vertu de (34 
| , | 





ESS 8 Xi yy 
hem Pre aes Les 
DD: | SR+Z| dx 


“X Xo 


out 
7 


Si D, = 8 est supérieur à X,7, la premiere intégrale est, pour les 
grandes valeurs de X,, le terme principal du second membre, et elle 
est essentiellement positive. Ainsi l’on aura, si X, est assez grand, 
D,<D,, et la différence D, — D, sera d’un ordre de grandeur supé- 
rieur ou égal à X,7. On aura de même D, < D,, et ainsi de suite. D’une 
manière générale, siD, = 8 est supérieur à X,7, on aura D,,, <D,. 

Je conclus de la, en premier lieu, que les oscillations de la fonction 
Y(X) sur l’axe réel sont en nombre illimité. En effet, les nombres 
D,, ..., D,, ... ne peuvent s’approcher de la valeur 8; donc les cal- 
culs du paragraphe 7, toujours applicables, donnent pour chaque 
période w, une valeur bornée. 

D'ailleurs, l'intégrale Y(X) étant toujours oscillante, D, ne peut 
descendre au-dessous de —8. Done da suite illimitée D,, .... D, tend 
nécessairement vers la valeur — 8. 

Ainsi, pour la fonction Y(X) considérée, l'axe réel positi f est une demi- 
ligne périodique ; sur cette demi-ligne, le paramètre D tend vers —8 ; la 
période w, tend vers 75 la fonction Y (X) est asymptote à une fonction 


3 rs 
— 1 + —— ——— dont un pôle X 


Sin VS (X) 
pôle X,, de Y(X) d'indice n arbitrairement grand. 


! 
no 


se rapproche arbitrairement du 


Intégrales réelles de (B') présentant des pôles. — Considérons main- 
tenant les intégrales réelles Y(X) qui présentent des infinis sur l’axe 
réel. Nous observons que ces intégrales ne peuvent être réelles tout 
le long de l’axe réel positif que si l’on a, dans (26), 

HO ou BT: 
Pour y = 0, les intégrales sont des fonctions elliptiques, solutions de 
l'équation Y? = 4Y*—12Y+D, où D a une valeur réelle quelconque. 


Voyons ce que deviennent ces fonctions pour u. = 1, c’est-à-dire pour 
l'équation (B’). 
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Considérons en particulier l'intégrale Y(X) à droite d’un de ses pôles 
réels positifs, X,, et appelons C, la valeur du paramètre C qui la définit 
en ce point. Appliquant encore les inégalités du paragraphe 7, nous 
constatons (voir la Remarque de la page 316) que, si X, est assez 
re à ‘ 

grand, et si C,,. est supérieur à X, ', l’intégrale présente, à droite 
de X,, une suite de pôles X,, X,, ..., obtenus par addition répétée de 
la période w,. Appelons C,,C,,... les valeurs que prend le paramètre C 
de l’intégrale en ces pôles successifs. D’après la page 327, si l’on 


a |a,,| >| X;' [log 


! 


5 x TD / 
, la valeur principale de C,,, — C, est = ©, 








7 
Xn 
set 


étant une période de Vintégrale elliptique fy Y* — 12 Y — AC, dY. 





APT = 1 à 1 « 3 \ fe 3 ap a op 5 
Or, on vérifie sans peine que, siC,, > 2 (oes 2 étant d’un ordre de gran- 
1 


deur supérieur à RAR OM 0000 ee 0: sl <8—2,.0n À 
w, 0, donc C,,, > C.. Je dis qu'il en est encore ainsi lorsque C, 
devient égal ou supérieur à —2. En effet, pour — 2 <C, <2, le tri- 
nome 4 Y*— 12 Y — 4C, a trois racines réelles; soit, par ordre de 
PROD moras Yi, <0, \s,-> 0); la valeur principale de 
as —X, est 














\ i r 
on dy 
> 
Yin V4 dre Day — AC, 
et l’on a 
~ Yan 
m= | VENT — 12 Ÿ — 40, ay; 

Yin 


on voit que, lorsque C, tend vers 2, les points Y,,, Y,, tendent à se 
confondre; lorsque C, tend vers —2, &, conserve une valeur finite et 
un signe constant. 

Ainsi, dans Vhypothese où C, << — 2 ou —2 <C, <2, on a (si X, 
est assez grand) 

LRO ee ee 

la différence C,,, —C, étant de l’ordre de grandeur de | N |. D’ailleurs, 
C, ne pourrait dépasser 2 (d’une quantité dont l’ordre de grandeur 
fût supérieur à Xa" |) sans que l’on eût C,,, << G, .... Donc la suite 
des C, tend vers la limite 2. La valeur correspondante de l'expression 
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Y?—4Y*+ 12Y (prise en un point où Y a une valeur finie) tend 
vers — 8, comme il arrivait dans le cas des intégrales finies oseil- 
lantes. 

Bien entendu, les C, n’admettent effectivement la limite 2 que ss 
forment une suite illimitée. Sil n'y avait, à droite de X,, qu'un nombre 
limité, x, de pôles, nous pourrions seulement affirmer que 


Gye Oyen. EC 


Nous aurions alors affaire à l’une des intégrales tronquées qui seront 
étudiés aux paragraphes suivants. C, serait (pour X, très grand) voisin 
de 2. A droite du dernier pöle X,, l'expression D tendrait vers 8 et Y 
vers I. 
or, 3; ona 
Gy Se poe ees ee 


la suite des C,, est nécessairement illimitée et tend encore vers 2. 
Ainsi, nous pouvons énoncer, finalement, la proposition suivante : 


Toutes les intégrales réelles sur l'axe récl positif (et non tronquees 
dans la direction de cet axe) sont asymptotes, sur cet axe, à une fonc- 


tion circulaire — 1 + (vide p. 330); leur période tend 


3 
sin3/3(X — Xa) 


. . STE < = 4 
vers la limite EL les paramelresiD jercg ns 22 où CE PRICE 


pondant à la suite des zeros (') ou des pôles présentés par l'intégrale sur 
l’axe réel positif, vont sans cesse se rapprochant de — 8 ou + 2 à partir 
d’une certaine valeur de n. | 


Ayant ainsi étudié les intégrales réelles, nous allons pouvoir pré- 
ciser les résultats que nous avons déjà obtenus relativement à la dis- 
position des lignes de pôles et des lignes périodiques des intégrales 
Y (X) de (B’). 

Soit Y (X) une intégrale de (B’) qui est définie par les conditions 
initiales X,, 4, D, Pour X, réel positif, n et D réels, Y(X) est l’une 
des intégrales réelles étudiées ci-dessus. Lorsque ensuite, X,, n et D 
varient avec Continuité d’une manière quelconque, l'intégrale pré- 





(1) Ou, plus généralement, des zéros de Y — n (n quelconque). 
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sente une demi-ligne périodique (aux sommets de laquelle Y=n) 
qui se déforme et se déplace d’une manière continue à partir de l’axe 
réel positif. Sur cette demi-ligne périodique, D tend vers une limite 
qui, devant être fonction continue de n et D, reste nécessairement 
égale à —8 en vertu des résultats du paragraphe 10; fa demi-ligne 
périodique est, des lors, asymptotiquement parallèle à l'axe réel positif, 
puisque la période w, correspondante tend vers = et Y(X) est, le long 
de cette ligne, asymptote a la fonction — 1 + a EN L'inté- 
niyo NX) 
geale présente une infinite de lignes périodiques et une infinite de lignes 
de pôles, asymptotiquement parallèles entre elles, qui jouissent des 
mémes propriétés. 

Cela posé, étant donné que l'équation (B’) n’est pas altérée par le 
changement de variables X=7X,, Y= — Y,, il est clair que nous 
pouvons appliquer à l’axe réel négatif et aux deux demi-axes imagi- 
naires du plan X tous les résultats obtenus relativement à l'axe réel. 
Nous démontrerons ainsi, par exemple, que toute Integrale Y (X) pre- 
sente une infinilé de lignes périodiques et une infinité de lignes de pôles 
asymplotiquement parallèles a l'axe imaginaire posilt/; sur ces lignes, 
indéfiniment prolongées, D, (défini comme plus haut) tend vers + 8 ; 


3 


sin? éV3(X — X) 
Interpretons ces résultats en nous transportant dans le plan a, c’est- 
a-dire en effectuant le changement de variables (25) qui transforme 


(B') en 
(B) y"=6r— 6x. 


l ‘intégrale est asymptote a une Jonction circulaire 1 — 


Appelons OA, l'axe réel pesitif du plan x, et OA,, OA,, OA,, OA, 


; fe ; at a Of 
les demi-axes qui font respectivement avec OA les angles => => 5; 


ST 
i) 

A toute ligne périodique ou ligne de poles d'une intégrale Y (X) 
correspondra une ligne périodique ou une ligne de poles de linté- 
grale y(a) (voir la Remarque finale du paragraphe 10, p. 328). Ainsi, 
toute intégrale y (x) aura une infinité de lignes périodiques et une 
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infinité de lignes de pôles asymptotiquement parallèles à chacune des 
droites OAs, OA. 


Placons-nous, en particulier, dans langle AOA, (fig. 7) dont les 
côtés correspondent à l'axe réel du plan X indéfiniment prolongé dans 
les deux sens. Il résulte de l'analyse du paragraphe 10 que y (x) a une 
infinité de lignes de pôles dont tous Les points sont arbitrairement 





éloignés dans langle OAS les deux extrémités de l’une quelconque, 
x, de ces lignes sont alors, nécessairement, asymptotiquement paral- 
léles à OA, et à OA, ; au-dessus de £ se trouvent une infinité de lignes 
de pôles, telles que £,, qui sont asymptotiquement parallèles aux 
mémes demi-droites OA,, OA,; sur chacune de ces lignes (décrites 
dans un sens ou dans l’autre), y (x) est asymptote à une fonction élé- 
mentaire que le changement de variable (25) ramène à l’une ou à 
l’autre des fonctions circulaires écrites plus haut. 

De la même manière nous décelons l'existence d’une infinité de 
lignes de poles de y (x), telles que ¢’, £°, ..., qui sont asymptotique- 
ment parallèles à OA, et à OA,, ou à deux quelconques des droites 
OA,,..., OA, d'indices non consécutifs. 

Si maintenant nous faisons varier d’une manière continue un pôle 
de x ou de £’, la ligne de pôles se déplace et nos calculs cessent d’être 
applicables aux portions de ces lignes qui sont voisines de l'origine 
(cf. § 10, p. 328), c’est-à-dire intérieures à un certain cercle G, de 
centre x = 0; mais les deux extrémités de g ou de £’, extérieures à G, 
constituent toujours deux demi-lignes de pôles (cf. p. 328) dont cha- 
cune est asymptotiquement parallèle à une droite OA;. 

L'ensemble des lignes ou demi-lignes de pôles £, £,, +» £5 Lys + 
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forme, à l’extérieur du cercle G, un réseau de quadrilateres curvi- 
lignes. Ces quadrilatéres, dont les dimensions sont d’autant plus 
petites qu'ils sont plus éloignés de l’origine ('), ont pour correspon- 
dants, dans le plan X, des quadrilatères Q qui se rapprochent arbitrai- 
rement de parallélogrammes lorsqu'ils sont arbitrairement éloignés. 

Le réseau de quadrilatères ainsi défint recouvre toute la portion du 
plan x extérieure au cercle G (cercle à l'extérieur duquel tous les cal- 
culs du paragraphe 7 sont applicables). Nous compléterons, au pro- 
chain paragraphe, la définition du réseau en pénétrant à l’intérieur du 
cercle G. 


Autres lignes de pôles d’une intégrale y(x) ou Y(X). — Il importe 
de remarquer qu'aux termes de notre définition des lignes de pôles, il 
existe, pour l'intégrale y(a) considérée ci-dessus, d’autres lignes de 
HOPPMHE lesdignes RSC, D... 


Revenons, en effet, aux intégrales Y(X). Nous avons étudié ci- 
dessus les lignes de pôles de Y(X) qui ont pour sommets les points 


NR ER EDEN ea 00 ..., Xo Xp ©. 
X,+,”’,... (vor p. 299). Considérons semblablement une ligne de 
poles ayant pour sommets les points ..., X,, X,+w,w!(X,), 


X,+ 0?) wi?)(X,), .... La suite des paramètres C, qui définissent 
l'intégrale aux sommets de cette ligne de pôles tendent vers une 
limite d’après le paragraphe 10 (p. 326) et cette limite est différente 
de +2. Pour la déterminer on pourra partir encore des intégrales 
réelles de l’équation (B) en les considérant, cette fois, sur l’axe réel 


négatif. A ces intégrales correspondent des intégrales purement ima- 
3 
ginaires de (B’). On les étudie en effectuant la transformation X,=7" X, 
Y,—2Y, qui change (B’) en 
Ye 4 Y 
Yee GY? #6 2. 
© vi X; 2 X; 





et considérant les intégrales Y, réelles sur l’axe réel positif du plan X,. 
Pour ces intégrales Y,(X,), l'axe réel positif est ligne de pôles, et les 
paramètres D,, ..., D,, ... (valeurs de Y!’ — 4 Y; — 12Y, aux points 


(!) Les dimensions d’un quadrilatère très éloigné sont de l'ordre de grandeur de sa dis- 


pP Ce , y 8 . I 
tance à l’origine (2 = 0) élevée à la puissance — 2 
' 
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réels positifs où Y, prend une même valeur finie) tendent vers la valeur 
réelle D pour laquelle l'intégrale va Yi+12Y,+DdyY, a une 


période nulle. 
12. Intégrales symétriques des équations (26), (B ), (B). Réseaux 
de quadrilatères des périodes définis par (B’) et (B). 


Considérons, à l'origine X = 0, les intégrales de l'équation 


TI 7 


X + 4p(t— 6p) ys» 





(26) Y"=6Y*— 6—10p 


et, plus généralement, celles de l’équation 
71 


(44) en en 


L'origine est, en général, pour ces intégrales, une singularité transcen- 
dante dont on ferait facilement l’etude complète en employant les 
modes de raisonnement qui ont servi à étudier l'équation du premier 
ordre : 

XY'= fonction holomorphe nulle pour X = Y = 0. 

Mais je n’entreprendrai point cette étude, et je me borneraia signaler 
deux intégrales particuliéres de (44) qui sont méromorphes a l’origine. 
Il y a, entre ces intégrales et les dérivées logarithmiques de Bessel 
Yip)» Yop) meromorphes à l’origine (voir § 5, p. 290), une analogie 
remarquable. 

Les intégrales méromorphes, que nous appellerons Yun» Yoonns 
s’eerivent 

im As(min) X°+ mm) À + Œio(m,n) XHEC ES, 


OT Dom 


Yen = TEE 27 Daçm,n) A’ + Detm,n) NÉ RL 


les coefficients a et b étant définis par les égalités 


Q2(m,n) ( PIM sa TETE n) SSS 6, 
i 2 
A6(m,n) ( Gan + O6m+n)= Os Genie 


Q49(m,n) (10.9 TIONEN ) — 12 (m,n) &s(m,n)> 


ERO ye SR PR PP nes 
biomn(2.1+2m+4m—n—12) =—6, 
bumm (6.5 + 6m + 4m —n—12)=6B2 (yn), 
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les seconds membres étant les mémes que dans le cas des fonctions de 
Bessel. 

La convergence de Y,,,, est évidente pour des valeurs finies quel- 
conques de m et de n n’annulant aucune des parenthèses. 

Les Y,, d'autre part, sont reliées aux Y,, comme il arrivait pour les 
fonctions de Bessel Y,,,,, Y,(,,, par une identité qui s'écrit 


n : 6+n—2m 
(45) Yarn aes rimes) =p Tara Cee 
SE WARE 4 3 
Faisons en particulier m=1, n =— ae Les deux fonetions 
A intégrales de lequation (B'), sont meromorphes 


STE 
dans tout le plan X. Elles sont réelles sur tout l'axe réel et 
prennent des valeurs égales et de signes contraires aux points corres- 
pondants X, 7X. Elles sont purement imaginaires sur les bissectrices 
des axes de coordonnées. 

A ces integrales symétriques de l'équation (B’), que nous écrirons 
(en supprimant les seconds indices) 
16 


Mast AXES... Yo= Saya + O2XP + DE XE..., 


correspondent (lorsqu'on Be la, N VzY) deux intégrales 


symétriques de l’équation (B). Ce sont les intégrales 


i? 6 ere 
N= eave + Re A6 2° + Sin Use +. 
(46) 1 4? 45 
SL oe corp arr ci Be eee +. 


La forme des coefficients des intégrales Yj). Youmm de (44) et leur 
analogie avec les coefficients des dérivées logarithmiques des 
fonctions de Bessel donneraient matière à plusieurs remarques inté- 
ressantes concernant les développements possibles de ces fonctions, 
les relations qu'il y a entre elles pour diverses valeurs dem etde 7 (en 
particulier pour les valeurs entières), la situation du pole de Y,,,, ou 
Yon le plus rapproché de l’origine, Pour l’instant, je me bornerai à 
déterminer l'allure des intégrales symétriques de (B’) et à en tirer 

Ann. Ee, Norm., (3), XXX. — Aour 1913, 43 
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quelques conclusions relatives à la structure des autres intégrales Y(X) 
ou y(æ) de (B’) ou de (B). 

Figurons les lignes de pôles de Ja fonction elliptique Y,,,,9, qui sont 
les axes réel et imaginaire et des paralléles a ces axes. Pour les valeurs 
arbitrairement petites de m et de 7, la fonction Y,4, présente des 
« lignes d’infinis » (') arbitrairement rapprochées de ces lignes de 
poles de Y,4,,- On peut done faire correspondre à Y,,,,, un réseau de 
lignes d’infinis qui seront (voir p. 333, § 11) asymptotiquement paral- 
léles aux axes, et qui décomposeront le plan X tout entier en quadri- 
latères curvilignes. 

+ : A . 9 4 

Faisons maintenant croitre m et n jusqu'aux valeurs 1 et — or, 
Les lignes d’infinis se deforment et se déplacent avec continuité, 
et le plan X est toujours décomposé, dans sa totalité, en quadrilatéres 


curvilignes. Pour m=1, n= — =, l’equation (44) devient (B’); les 


quadrilateres deviennent des « quadrilatéres des périodes » (voir § 9). 
L'origine X =o se trouve à l’intérieur du quadrilatère qui a pour 
sommets les pôles réels, positif et négatif, X,, X_,, et les pôles pure- 
ment imaginaires X, X_, les plus rapprochés de l'origine; elle est 
centre de symétrie pour ce quadrilatère (à condition qu'on prenne 
pour lacets A, A’, définissant les périodes X,— X,, XX de bee 
sur lesquels Y prend des valeurs respectivement égales et de signes 
contraires). Dans chaque quadrilatère, Y(X) est uniforme et prend 
deux fois toute valeur donnée (?). 


lor 


4 


Cela posé, si nous effectuons le changement de variable X = = x, 


les quadrilatères des périodes tracés dans le plan X se transforment 
tous en quadrilatères curvilignes du plan x, exception faite pour le 
quadrilatère contenant l’origine, lequel se transforme en pentagone. 
Ce pentagone a pour sommets les cing pôles a ay ae respeclive- 
ment situés sur les droites OA,, ..., OA, de la figure 7 (p. 334) qui 
sont le plus rapprochés de l’origine x — 0. On peut toujours choisir 


(1) Voir page 325. Dans le cas où les infinis ne sont pas des pôles, la ligne d'infinis 
doit être définie comme limite d’une ligne périodique. 
(2) Et deux fois seulement toute valeur Y non située sur l'un des contours A, A’, 


7 
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arbitrairement l’un des côtés du pentagone; prenons donc le côté 
2, D, rectiligne; tous les autres côtés seront alors rectilignes par 
raison de symétrie, et le pentagone sera un pentagone régulier de 
centre x = o. 

A l’exterieur de ce pentagone, le plan x tout entier sera sillonné par 
un réseau de quadrilatères des périodes; le réseau sera symétrique, 
naturellement, par rapport à chacun des cing demi-axes OA,, ..., 
OA. 

Ainsi sera défini d’une manière complète le réseau de lignes pério- 
diques qui correspond à l'intégrale symétrique y,. Supposons main- 
tenant que nous fassions varier d’une manière continue les conditions 
initiales qui définissent cette intégrale. A toute nouvelle intégrale 
correspond un réseau de lignes de pôles qui conserve toujours la 
mème disposition. Les lignes de pôles sont asymptotiquement paral- 
lèles aux axes OA,,..., OA, (vor § LL): elles décomposent la totalité 
du plan x en un ensemble de quadrilatères des périodes, plus un pen- 
tagone de raccord. 

Mais il est une autre manière de rattacher les quadrilatères des 
périodes qui recouvrent le plan a. Nous serons conduits à cet autre 
mode de raccordement en considérant la seconde intégrale symé- 
trique y;. 

En raisonnant sur Y,(X) comme sur Y,(X), nous constatons qu’à 
cette intégrale correspond un réseau de quadrilatères des périodes 
dont l’origine X = o est un sommet. Le réseau correspondant du plan x 
décompose le plan tout entier en un ensemble de quadrilatères des 
périodes ; mais, tandis qu’un sommet quelconque du réseau, distinct 
de æ =o, n'appartient qu’à quatre quadrilatères, l'origine est sommet 
de cinq quadrilatères des périodes. 

Cela posé, faisons varier les conditions initiales qui définissent 
l'intégrale y,(a). Le réseau de lignes de pôles se déplace en conser- 
vant sa disposition. La totalité du plan a est toujours décomposée en 
quadrilatères des périodes, dont cing ont un sommet commun. 

Ainsi, quelle que soit l'intégrale y(x) de l'équation (B) que Von const- 
dere, on pourra toujours lui faire correspondre un réseau de pôles qui 
sont rattachés de l’une ou de l'autre des deux manières indiquées ci- 
dessus (nous avons le choix). 
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La décomposition du plan x ainsi réalisée nous fait connaitre fort 
exactement la structure de la transcendante y(a). Nous avons, en 
effet, appris à étudier y(x) dans un quadrilatére des périodes (§ 9) 
et nous avons vu que, dans les quadrilateres arbitrairement éloignés, 
y(æ), ou plutôt sa transformée Y(X), se rapproche arbitrairement 
d’une fonction elliptique. Nous avons determine la direction asympto- 
tique des lignes de pôles qui forment les côtés des quadrilatéres 
(§ 10-11); nous avons trouvé la limite du paramètre C qui définit l’in- 
tégrale aux pôles successifs d’une même intégrale (zbid.). Nous avons 
décrit, d’autre part, et interprété le mécanisme des permutations de 
la fonetion Y(X) qui fait passer X dans un quadrilatère contigu, c’est- 
à-dire qui ajoute à X une période w,, w_, ou. 

Nous reviendrons d’ailleurs ultérieurement sur la définition des 
périodes et leur nature analytique (vor troisième Partie, § 17 et 
sixième Partie ). 


TROISIÈME PARTIE. 


INTÉGRALES TRONQUÉES. FONCTIONS ASSOCIÉES A L'ÉQUATION (B). 


13. Intégrales tronquées. 


Considérons une intégrale Y(X) de l'équation 


! FREE INT aq Y 4 


Y 
ar 


qui présente une certaine ligne de pôles ..., X_,,, Xo, X,9, +... Nous 
avons vu que l'intégrale admet en général, de part et d’autre de cette 
ligne de pôles, une infinité d’autres lignes de pôles. Il ne peut en être 
autrement que si le paramètre de l'intégrale aux pôles ... Xen. X 570 
est très voisin de +2 (lorsque les modules de ces pôles sont très 
grands). Nous allons nous placer maintenant dans cette dernière hypo- 
thèse et établir l'existence d’une infinité d’intögrales exceptionnelles 


Fu OR 
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(intégrales tronquées) pour lesquelles toutes les lignes de poles situées 
d'un même côté de la ligne ... X_,,, X,, X,, -.. sont rejetées en- 
semble à l'infini. 


Existence d'une infinite d’integrales tronquées dans la direction de 
l’axe réel positif. — Ges intégrales existent pour l'équation Y’=6 Y?—6G. 
Ce sont les fonctions 


Mari EX quelconque ). 





3 
sinziV3(X—X,) 


Nous allons établir leur existence pour l'équation 


TI 
(49) Vr=6Y--642(— y+ age)» 


qui coincide avec l’équation (B’) pour A =1, a= mh 
20 

Nos conclusions s’appliqueront, par conséquent, non seulement a 
l'équation (B’), mais à l’équation plus générale (26) du paragraphe 8. 
Il serait aisé de les étendre à l'équation générale (15) du paragraphe 7 
P200.). 

’inte Anérale 7: stre dé se par r1D- 

L'intégrale générale de l'équation (49) peut être développée par rap 

port aux puissances de À sous la forme 


(50) MN RAY HE. 


Faisons, en particulier, Y, = 1, et voyons s’il est possible de choisir 
les conditions initiales de manière que les coefficients Y,, Y,, ... du 
développement (50) tendent tous vers zéro dans la direction de l’axe 
réel positif. 

Considérons d’abord Y, qui est défini par l'équation 


Fr j a 
(51) Y, = 121+ y: 


Nous avons 


aX ax x RSET). 
eat = £ X IX + ef [| r ax). 


Je dis qu’on peut déterminer les limites inférieures des intégrales 
qui figurent dans Y, de manière que, pour X tendant vers l'infini par 
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valeurs réelles positives, on ait 


ee eek FX 
lieve f X iA, lim eV f 








On pourrait établir ce fait directement. On peut aussi remarquer que 
les expressions dont on cherche les limites sont respectivement coeffi- 
cients de À dans les développements en puissance de À des intégrales 
des deux équations de Riccati 


| Y= BY! 3+ 1=, V=— VV + V3 +25. 


Or ces deux équations appartiennent au type que nous avons étudié 
dans notre première Partie; leurs intégrales sont des fonctions de 
Bessel; elles admettent, en particulier, des intégrales tronquées dans la 
direction de l’axe réel positif, intégrales développables par rapport à A 
et dont les coeflicients satisfont à la condition requise (tendent vers 
zéro sur l’axe réel positif) (voër § 3, p. 285). 

Nous établissons ainsi l’existence d’une première fonetion Y, qui 
tend vers zéro. Pour nous rendre compte de la forme de cette fonction, 
remarquons que nous avons 








—/12X en = 
ein (8 x dX =eV'*XlogX + f,(X?) + X (X?) + hev™*, 


evi2x 


evi f IX = eV logX + f,(X2) — X EX) + hyev™, 
) | 
fet f, étant des fonctions entières de X?, 2 et h, deux constantes. Les 
deux expressions étant supposées tendre vers zéro dans la direction 
de l'axe réel positif, on voit qu'il en sera de mème de l’expres- 
sion 
(e 2X e-VRX) Joo X ab 2 fi(X2) + hev?X, 
ou encore de l’expression 
— a|logX.chyıaX + fı(X?) + h.chyıaX], 


que nous pouvons prendre pour fonction Y,. 
En d’autres termes, nous avons une fonction Y,, intégrale de (51), 


(2 Y,=—alogX.chyV12X + 2,(X?) (g, fonction entière), 


LE 
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qui tend vers zéro dans la direction voulue. Nous en aurions une infi- 
nité d’autres en ajoutant à Y, l’exponentielle h,e-V'**, où A, est arbi- 
traıre. 


Faisant, en particulier, Y,—=Y,, nous allons montrer qu’on peut 
déterminer les fonctions Y,, Y,, ... de manière qu’elles tendent 
toutes vers zéro, dans la direction de l’axe réel positif, et soient de la 


forme 
(53) Y;= Yj= 2)0.(X?) + gj:(X2) logX +...+ g;,(X?) log’ X, 


les g étant des fonctions entières de X?. 

Supposant ces résultats établis pour les indices 1, ...,/— I, mon- 
trons qu’ils subsistent pour l'indice y. 

Le coefficient Y; du développement (50) sera défini par l’équation 
linéaire 


= iA . 
X me 








(54) Y; —12Y; —— 
Posant le second membre égal à Y, (X), nous aurons 


x x 
CAST Ag = (ors f evt db dX + Eh EVERX 4; ax): 


D'ailleurs 


v WW 7 Xv 
V=— nn Hanf en 
Pi x a 





où X, et c; sont des constantes qu’on peut toujours choisir de ma- 
nière que Ÿ; tende vers zéro lorsque X s’éloigne dans la direction 
indiquée. 

Cela posé, je dis, comme plus haut, qu'on peut, dans (54 bis), dé- 
terminer les limites inférieures des deux intégrales de maniére que, 
pour X tendant vers l’infini réel positif, on ait 


x aX 


limeves ( PAIX V;=0, me f el, — o. 


Ces expressions sont, en effet, respectivement coefficients de À dans 
les développements en puissances de À des intégrales des deux équa- 
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tions de Riceati 
Y! =) NE V3 == AY,;, VE V3 Y? SE V3+AYV,. 


Or ces équations admettent des intégrales tronquées pour lesquelles 
les coefficients des puissances de À tendent vers zéro dans la direction 
réelle positive (vide supra, p. 285). 

On voit ainsi qu’il existe une fonction (') Y;=Y; qui tend vers 
zéro dans la direction voulue. Je dis que cette fonction est de la 
forme (53). 

Supposant Y,_, mis sous la forme (53), nous voyons que, second 
membre de (54), s’ecrira 
By gr, O8 N 


U(X) = — agro + Fa Done) — x: 


a 
us x: (85-10 es 


les dérivées des g étant prises par rapport a X?. Yen conclus que v; est 

le quotient par X d’un polynome de degré 7 — 1 en log X dont les coef- 
I I ste) 5 

ficients sont des fonctions entières de X?. Il en résulte 


MS fe VE dX = [ frg(X*) + KR] + 108 X (fur X far) +. 


+ log! X.(fij-+ X fay) + heit 
et 


Ze viaX =(fo— X foo) +... + log/X.( fiz; — X fey) +h en 





les f étant des fonctions entières de X?. Nous pouvons alors prendre 
pour Y; la fonction 


Y;= Y;=fio(X*) + fis logX +... fry log/X + Ach aX, 
ce qui revient a faire, dans la formule (53), 
Lio Sin evi ia: 


Les fonctions Y; étant ainsi déterminées, observons que la suite de 
ces fonctions est bornée sur l’axe réel positif ; plus précisément, à par- 








(1) Le même raisonnement prouve que Y', tend vers zéro dans la direction réelle posi- 
tive, 


RECHERCHES SUR LES TRANSCENDANTES DE M. PAINLEVÉ. 345 


tir d’un certain point X, de cet axe, independant dey, les modules | Y;| 
admettent des limites supérieures respectives qui sont de plus en plus petites 
lorsque L'indice j va en croissant. 

En effet, appelons Z;_, une limite supérieure de | Y,;_,| sur le demi- 
axe réel positif à droite de X,. Etant donnée l’expression de J; (p. 343), 
le module |L;| restera, sur le demi-axe considéré, inférieur à un mul- 





. On en conclut 





tiple de d;_,, soit (si |X,| est assez grand) à 3/,_,|X,"' 





que l’on a, entre deux points positifs quelconques X, X (à droite 


de X,), 
x D NER 
= ; Sr *™ ey 12% 
2X). fer € 
f e\ ax|< Le [ Xa x! 
a étant un nombre positif arbitrairement petit, et de même 


aX ox 
| ya dx 


vx 








a ru 3, 
[ V4, dX < Fin 
SX a 

















Mais notre raisonnement de tout à l'heure, appliqué à l’expres- 


sion 
y (? ex — (°° ef i2X 
ex [| Xa aX + ei sx f Xz Ke 


Er HER 








prouve que, dans le cas où les constantes d’intégration sont celles qui 
rendent l’expression nulle à l’infini, l'expression tend vers zero avec 
X~': on en conclut que l’on peut trouver un point réel posiuf X, et un 


nombre K indépendant de J, tels que l’on ait, en tout point X de l'axe réel 
a droute de X,, 


— 


N 


limite supérieure l; de|Y;|< — 
4 N'a 


’ 


a elant un nombre positif donné arbitrairement petit. 
Cela pose, considérons le développement 





(56) een eV Are; 


ce développement représente une intégrale de l’equation (49) et il 

converge, au voisinage de A =o, sur tout chemin qui ne passe par aucun 

point singulier (aucun ifinc) de l'intégrale. En particulier, lorsque 

X s'éloigne indéfiniment dans la direction réelle positive, le dévelop- 
Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Aour 1913. 44 
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pement (56) ne peut cesser de converger pour À borné (en particulier 
pour ÀA£1); l'intégrale qu'il représente est holomorphe et tend vers la 
limite 1; nous dirons que cette intégrale est une INTÉGRALE TRONQUÉE 
DANS LA DIRECTION DE L’AXE REEL POSITIF. 

Il est facile, d’ailleurs, de former une infinité d'autres intégrales 
de (49) qui sont tronquées dans la même direction. En effet, au lieu de 
prendre Y,=Y,, faisons Y,=Y,+/,eV", A, étant une constante 
arbitraire (wide supra, p. 168) : nous pourrons, en raisonnant comme 
plus haut, former une fonction Y,, intégrale de l’équation 

BET: 


YL=1Y.— —+as>s 
2 \ xe 





qui tend vers zéro dans la direction réelle positive ; plus précisément, 
nous aurons une infinité de telles fonctions obtenues en ajoutant à 
"une d’entre elles l’exponentielle h,e-V'2* (Ah, arbitraire). A partir 
de Y,, nous définirons une fonction Y, qui tend vers zéro, et ainsi de 
suite. Comme tout à l'heure, la suite des modules | Y,|, |Y; |, ... sera 
bornée sur l’axe réel à droite d’un point X,. 

Nous formerons ainsi, en les développant par rapport à À, une infi- 
nité d’integrales tronquées dans la direction de l’axe réel positif. 

Nous obtiendrons de même une infinité d’integrales tronquées dans 
la direction de l’axe réel négatif ou de l'axe imaginaire positif ou 
négatif. 


14. Intégrales tritronquées. 


Parmi les intégrales tronquées dans la direction de l'axe réel positif 
que nous venons d'obtenir, en existe-t-il qui soient également tron- 
quées dans la direction de l’axe réel négatif? S'il existe de telles inté- 
grales, nous les appellerons zrtégrales bitronquées. 

Je ne me suis pas arrêté à l'étude des intégrales bitronquées qui (si 
elles existent) n’ollrent qu’un intérêt secondaire. Par contre, je vais 
établir l'existence d'une intégrale Y(X) particulière fort remarquable : 
intégrale tronquée dans la direction de l'axe réel positif et qui ne 
présente aucun tnfint (de grand module) au-dessous de Vaxe réel. Cette 
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intégrale, nous le verrons, est ronquée suivant trois directions rectan- 
gulaires. 

Considérons une intégrale tronquée développée sous la forme 
Y=1+AY,+..., et voyons sinous pouvons la déterminer de manière 
qu'elle soit tronquée et tende vers ı lorsque X s’éloigne indéfiniment 
dans la direction de l’axe réel négatif au-dessous de cet axe : il faut, 


pour cela, que Y,,..., Y,,... tendent vers zéro dans la direction indi- 


quée. 

Nous avons vu que Y, = Y,+h,ev'?*, Y, étant de la forme (52 Jet 
h, une constante. Il résulte de l’expression (52) de Y, que, lorsque X 
s'éloigne indéfiniment comme il a été spécifié ci-dessus, la somme 
Y, + aire V'# tend vers zéro : ainsi, pour que Y, tende vers zéro, i 
faut et il suffit que Von prenne h, = + air. Si, par contre, X s’éloi- 
gnait dans la direction réelle négative au-dessus de l’axe réel, il fau- 
drait prendre Y, = Y, — aire V'%*. 

Ainsi, il ya une manière et une seule de déterminer Y, de façon que 
cette fonction tende vers zéro dans les deux directions réelles au-des- 
sous (le l’axe réel. A partir de Y,, nous pourrons ensuite déterminer 
une infinité de Y, tronquées dans la direction positive, et une infinité 
de Y, tronquées dans la direction négative. Soit Y, l’une des premieres ; 
les secondes seront données par la formule 


MTS Ke Vas}; evix 


k ayant une valeur déterminée et A, étant quelconque; on voit que Y,, 
tendra vers zero dans les deux directions st l’on a h,=o et dans ce cas 
seulement; nous prendrons donc A, = o. Nous pourrons alors, à partir 
de Y,, déterminer d’une et d’une seule manière une Y, qui tende 
vers zéro dans les deux directions considérées, et ainsi de suite. 

Je dis que les fonctions Y,, Y,,..., déterminées comme il vient 
d'être dit, tendent vers zero sur tout rayon issu de l’origine el situé au- 
dessous de Vaxe réel. Plus précisément, suivons ces fonctions sur un 
rayon qui, coincidant d’abord avec l’axe imaginaire négatif OC, tourne 
autour de OC dans un sens ou dans l’autre (fg. 7); sur ce rayon, 
tant que l’angle dont ıl a tourné est inférieur à 7, — les fonctions Y,, 
Y,,... tendront vers zero. 
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Considérons, en effet, un cercle de centre O et de grand rayon R qui 
coupe les demi-axes de coordonnées aux points A, B, C, D (fg. 8). Sur 
Fig. 8. 

D’ D D' 


M 
AE 
B A 
M 2 M; 


C 


le contour de ce cercle, posons ¥12 X = Re”. Nous aurons, d’après 
l'expression de Y, donnée plus haut, 


Ve _ Fa irons Gee fe ReosO—iRsind 79 + ee. 
2 yıa ev 
Je dis que Y, reste fini sur les arcs, inférieurs à +, CAD’, CBD’, et 
reste d’autant plus voisin de o que R est plus grand. 
En effet, suivons d’abord Y, entre C et A jusqu'à un point quel- 
conque M, d’argument (négatif) 9,. Nous avons, sur l'arc CM, 






—Rcos)—iRsin 9 
e LES 
| | R TP 


— R sinde-Reos)) 


et, par consequent, 


| e—Reos—iRsin9 79 eu 


—Reos 9, 
R sind, : 


e 





CM, 
et pareillement 


— _ ek cos (ne 
RK sind, 


[ ek cos) +iRsin 9 ao 


“CM, 








Nous obtiendrons des inégalités semblables pour un are quelconqu 
CM, pris sur CB, pour un are quelconque D’M, pris sur D’A et poi 
un are queleonque D’M, pris sur D’B. On en conclut qu’on pe 
écrire \ 

N — zellen: sind (ceRcos0 + cje-Reos0 + 0(0)], 
2\/12 ' 


c etc, étant des constantes, et |o(9)| restant limité et de l’ordre 


mn nn 


mr re l'UE PE 
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grandeur de R~! lorsque 9, à partir de — D) varie d’un angle compris 
entre —r et r. Or, nous savons que la fonction Y,, actuellement 
considérée, tend vers zéro dans les directions OA et OB; donc on a 
C—C,; — 0. 

Ainsi la fonction Y, considérée tendra vers zéro sur tout rayon issu 
de l’origine et faisant avec OC un angle inférieur à +. Il en est de même 
de sa dérivée que l’on pourra étudier de la même manière (vor ci- 
dessous). 

La démonstration ainsi faite pour Y, s'applique aux fonctions Y,, ..., 
jr, d'indices quelconques. 

Supposons, en effet, établi que la fonction Y;_, et sa dérivée ten- 
dent vers zéro sur tous les rayons considérés ci-dessus. Posant 


Y 





yr Y —1 7 
—Y;+a x ZIERT), 
nous pourrons écrire comme il suit (') l'intégrale générale de léqua- 
tion (54) | 

„X 


’ xX à = 
a eee — — wy AN 
Y, = ev 12% e—v12X A dX e—v 12x eVi2x I _ : 
2V12 X x 


74 


ous aurons des lors, sur les ares CAD’, CBD’, 


Y; == = ei sin Ö (cr cos 4 e-Reosd—iR sind 6) dû — e-Reos [fess +iRsin§ Ay: do), 


24 





a 


le 





kw; étant arbitrairement petit avec Ro‘. Dérivant par rapport à X, il 


a vient 
st PE CAM OU ren. 
Y;= — FE e—v12X = dX +e vi? ev 2X — dX 
d 2 2 x N 
ou 
ve 


Y!. et al Aer, dO — e—Reos8 fees dd), 


d’ LESE 


de Nous en coneluons, en raisonnant comme plus haut, que Y; tend 
l'a vers zéro dans les deux directions OA et OB (comme il arrive pour Y; 
au 
la. 





(1) On passe immédiatement de cette formule à la formule (54 bis) donnée plus 
?Naut, 
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définie plus haut), cette fonction et sa dérivée sont de l’ordre de gran- 
deur de R~' sur les ares CAD’ et CBD’. 

L'intégrale Y=1+ AY,+ A?Y,+..., 0 Y,, Ya, ... sont les fonc- 
lions ci-dessus déterminées, est donc une intégrale qui ne présente 
aucun infini et tend vers 1 lorsque X s'éloigne indéfiniment dans l’une 
des trois directions OA, OB, OC : c’est pourquoi j'appelle cette inté- 
grale intégrale tritronquée. 


Integrales tritronquées de l'équation (B'). — Considérons, en particu- 


lier, les intégrales de l’équation (B’) | equation (49)0u =, =| 


et voyons Comment se présentent les intégrales tritronquées de cette 
équation ou de l'équation équivalente (B). 


Faisant X — xt, appelons (fig. 9) OA, l'axe réel positif du plan a, 


Fig. 9. 


A2 


A, A, 


. : . op 27 
OA,, OA,, OA, les demi-droites qui font avec OA les angles = 
An ST que , a ’ , , 

sort 5 À l'intégrale Y (X) tronquée, au-dessous de l’axe réel, dans 
les directions réelles positive et négative, correspond une intégrale 
y (x) (fonction méromorphe) qui est tronquée dans les directions OA, 


et OA,. Cette intégrale est tronquée sur tous les rayons issus de l’ori- 
gine et intérieurs aux angles A,0A,, A;OA, ; sur ces rayons, Y tend 


vers 1; donc le rapport (') = tend vers 1; l'intégrale ne présente des 
T 


(1) En prenant pour ÿx la détermination qui est positive pour x réel positif. La seconde 
détermination de ÿx interviendrait si l’on considérait l'équation y” = 6. — 6 y? qui admet 
la même transformée (B’) que l’équation (B). 


Se oe — _ 
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pôles et ne devient indeterminee pour x croissant indéfiniment que sur les 


En 
rayons suués dans l'angle A, OA,. 

Nous designerons par y, 3, (x) l'intégrale tritronquée ainsi obtenue 
(intégrale tronquée dans les directions OA,, OA,, OA,). Nous défini- 
rons de la même manière quatre autres intégrales tritronquées, et 
quatre seulement, les intégrales y5 4.3, Vases Y3.2,19 Ya... Ces intégrales 


21T 
se deduisent les unes des autres par l'effet des substitutions Be ; re), 


wT 
Er e a qui n’alterent pas l'équation (B) : on a, par exemple, 


sim LIT 
Yısıl2)=e° le = a 


Les cing intégrales tritronquees de l’équation (B) jouent dans la 
théorie de cette équation un rôle semblable à celui des zrors intégrales 
tronquées qui interviennent dans la théorie de l’équation de Bessel 
étudiée dans notre première Partie. 


15. Intégrale tronquée infinie en un point donné. 


Revenons à l'équation 


(49) Y= 6Y!—6 +2(—y +0) 
du paragraphe 13. Nous avons montré que cette équation admet une 
infinité d’integrales tronquées dans la direction réelle positive. Nous 
allons maintenant déterminer et étudier plus en détail une intégrale 
tronquée particulière que nous assujettissons à admettre comme tnfint 
un point donné arbitraire We _ 
Developpons comme plus haut (§ 13) l'intégrale de (49) sous la 
forme 


(58) Ney AV eV, > 


mais faisons cette fois 


1 


= 3 | y 
(5 Y=. SS SS SS SS Se ou Y\=1ı+ =. 
À ote SU X.) : sin? y¢ 
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en posant, pour abréger l’écriture, 





i= xX —X,, Val VB 
Le coefficient Y; de X sera défini par l’equation linéaire 


(60) Yj = My ety ae (x) 





équation qui s'intègre comme il suit : 
L’équation sans second membre admet une intégrale particulière H, 


qui présente un pôle triple en = X— X, = 0; c’est la fonction 


! 


cosy. 
sin? yt’ 





Y 
Hi =— 7 = cotyt + cot?yt = 


y’ 
elle admet aussi une intégrale particulière H,, qui est holomorphe 
oO 29 


en & — 0, son développement de Taylor commençant par le terme (') 
ent':c'est la fonction 


ff it Ge = (Ferner 7 costyt 
AEM Fe oy) 


=a —§ — — J SH Ke... 
Ssin?yt 8 4 ) 

Cela posé, la fonction Y;, intégrale de (60), est donnée par la 
formule 


Cen Y;= Hs f Hg; ax — M, [ eg, dX. 


Proposons-nous de déterminer les fonctions Y,, ..., Y;, ... de manière 


YD ee 
gwelles soient toutes holomorphes en X, (exception faite pour Y,, 
dont X, sera pôle simple) et tendent vers zéro lorsque X s'éloigne 


indéfiniment, à partir de X,, dans la direction reelle positive. 


Determination de Y,. — Nous avons 


ADS Vy ko sav es 





(1) En effet, il résulte du développement (23) du paragraphe 7 que deux intégrales 
différentes de (49), infinies toutes deux en Xo, ne different qu'à partir du terme 
en BEIDE 


SS 


— — 
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cette fonction a un pôle Age en X,;H, ayant un zéro quadruple, 


nous voyons que l'intégrale [ H,%,dX est holomorphe; en particulier, 


la fonction je H;9,4X, qui s’annule en X,,y a un zero double; d'où 
résulte que la fonction H ip H,9,4X admet X, comme pôle simple. 


D'autre part, la fonction H. ‚fa, o,dX a un pôle simple en x quelle que 


soit la constante d'intégration. Je conclus de la qu’il existe une infi- 


nite de fonctions Y, qui ont un pôle simple en X —X,: ce sont les 
fonctions (*) 


X x 
(61 bis) vll Hg, aX — Un f H,o, dX,, 
UX, 


qui dépendent d’une constante arbitraire. Parmi ces fonctions, je dis 


qu'il y en a une et une seule, Y,, qui tend vers zéro dans la direction 
réelle positive. 


La démonstration se fera comme au paragraphe 13 dès qu’on aura 
isolé les parties principales de H,, H,, 9, pour les valeurs de X dont 
la partie réelle augmente indéfiniment par valeurs positives. 

On a, en effet, 


Vire Ver)... Y= 12a /rae-Vvi2 (X-Xo) 4, 


et, par suite, 














Hi ever). H,=——evu&-x) 4... 
1673 
Vi V / 
Pi = < Een aya 
les termes non écrits étant de l’ordre de petitesse de Ca El ee CN: 


d'ordre inférieur. On démontre alors, comme au paragraphe 13, 
qu’on peut déterminer les constantes d'intégration dans les expres- 


(1) Toutes les autres fonctions Y; ont, comme Hy, un pôle triple en X 
Ann. Ec, Norm., (3), XXX. — Aour 1913. 45 
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sions 
aX x 
H, f Ho, dX, nf H;o0, dX, 


de manière que ces expressions tendent vers zéro lorsque la partie 
réelle de X augmente indéfiniment par valeurs positives. La deuxième 
expression se trouve dès lors tendre vers zéro quelle que soit la cons- 
tante d'intégration (puisque Htend vers zéro). La première expression 
ne tend vers zéro que pour une valeur unique de la constante; pour 
toute autre valeur, elle augmente indéfiniment comme H,. 

Ainsi nous obtenons une fonction (61 bis), et une seule, qui salis- 


fait aux conditions voulues. Nous la désignerons par Y,. Sa dérivée 
+ xX xX 
ni Ha dx mf H,9, dX 

tend évidemment vers zéro en même temps qu elle. 


Détermination de Y,,..., Y;. — La fonction Y, étant ainsi deter- 


minée, nous voyons que 9,(X) a un pôle double en X,; nous en 


x 
concluons que la fonction [| H,o,dX, qui s’annule en X,, y a un 
Xo 


x 
zéro triple; la fonction H, | H,9,dX est donc holomorphe en Xo, et 
“Xo 


X 
il en est de méme de He f H,9,dX, quelle que soit la limite inférieure 
de l’integrale. Ainsi il existe une infinité de fonctions Y, holomorphes 
en x: : en raisonnant comme tout à l'heure, on constate que, parmi 
ces fonctions, une, et une seule, soit la fonction Y,, tend vers zéro 
dans la direction réelle positive. 

Connaissant Y,, on déterminera Y,, puis Y,, ..., Y;. On obtiendra, 
pour tout indice j, une, et une seule fonction Y,, holomorphe en X, 
(à partir de l’indice 6, Ne aura, comme H,, un zéro quadruple en er. 
et tendant vers zéro dans la direction réelle positive. 


La forme (61) de ces fonctions montre d’ailleurs qu’elles sont holo- 
morphes pour toute valeur de X distincte de l’origine X =o : elles 
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n’ont qu'un point singulier, l’origine, qui est pour elles point critique 
transcendant isolé. 

Dans le cas où le point X, a sa partie réelle positive, nous pouvons 
faire en outre une remarque importante relativement à l’ordre de 
grandeur de | Y,| ct De Menons, à partir de X,, une droite A quel- 
conque, sur laquelle la partie réelle de X va en croissant; je dis que 





les modules EVE ev admettent sur la droite A une limite supérieure 
qui tend vers zéro (si |X, | > 1) lorsque l'indice 7 augmente indefi- 


niment. 





Appelons, en effet, /,_, une limite supérieure de 


Vee, | et | Ye. | sur 
la droite A. Sur cette droite, le module 


o;| restera inférieur à 





(1+ ]|a@]|)d;1|X—]. 


On en conclut qu’on a, entre deux points quelconques X, X de la 
droite A, 
((+Ja])l; i 
if Hig dX | < It er f dx | 
x |X| x 


Rx X 
if H, 9; dX JL max | 
x X 


Remplacant alors H,, H, par leurs valeurs principales (p. 353), et 
raisonnant comme à la page 343-344, on déduit de la formule (Gr) que 
le module | Y, 
que Al;_,|X,'**|, & étant un facteur indépendant de/ et de |X,|, et « 
étant positif arbitrairement petit. La conclusion est la même pour le 
module de la dérivée Y;, qui est donnée par l'égalité 























© Gs fale: 
|x| 





admet, sur la droite A, une limite supérieure moindre 








X X 
(62) | Mean, f HIS AUX 


En particulier, lorsque la partie réelle de X, est positive et très 
grande, les modules | Y;|, | Y;| sont, sur la droite A, de l’ordre de peti- 
Ni 
xl 





tesse de 


Integrales tronquées de l’equation (9) pour les petites valeurs de À. — 
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Ces résultats acquis, prenons d’abord pour X, un point de partie 
réelle positive, et considérons le développement 


(63) VV Ye AY, At Ys ss 


Il résulte de ce qui précède : 1° que le développement (63) con- 
verge, pour A voisin de zero (soit pour |A|<A,) au voisinage de X, 
et sur toute droite A issue de l’origine sur laquelle la partie réelle de X 
est croissante; 2° que le développement (63), lorsqu’on l’ordonne par 





rapport à X —X,, prend la forme (23) (p. 307) et représente une 
intégrale infinie en X,; 3° que cette intégrale tend vers la limite 1 sur 
toutes les droites A spécifiées ci-dessus. 
Ainsi se trouve mise en évidence une intégrale (unique) de l’equa- 
tion (49), infinie en X,, et tronquée dans la direction réelle positive. 
L'existence de cette intégrale aurait pu être décelée indirectement, 
et beaucoup plus rapidement, de la manière suivante (') : 
Considérons l’ensemble des intégrales de (49) qui sont infinies au 


point X,. Ces intégrales sont représentées par un développement (23) 
et chacune d’elles, par conséquent, se trouve déterminée par une 
valeur du paramètre C (à condition qu’on fixe une fois pour toutes la 
détermination de logX que l’on considérera en un point X pris arbi- 
trairement près de X, (cf. § 7, p. 307-308). A partir de X,, nous 
pouvons (7) (comme il a été dit au paragraphe 7) définir les périodes 
4, 0_,@,,@_quirepresententles différences X,, — X,, Xo; — Noy «+e 
Ces périodes sont holomorphes pour toute valeur de C qui ne les rend 
pas infinies. 

Donnons en particulier a C une valeur voisine de — 2. Pour les 
petites valeurs de A, les périodes w4(C), w.(C) sont très voisines des 
périodes &, ow’, des fonctions elliptiques p définies par Y’=6Y?— 6: 
il y en aura une, soit w,(C), qui sera approximativement parallèle à 
l'axe réel positif, et très grande. D'ailleurs, lorsque C décrit un petit 








(1) Nous reprendrons cette démonstration dans notre sixième Partie. 

(2) Les calculs du paragraphe 7 exigent que |Xo| soit supérieur à un certain 
nombre e-1; mais ce nombre est arbitrairement petit si le paramètre À qui figure dans 
l'équation (49) est lui-même arbitrairement petit. 


= — 


———— NN 
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cercle autour du point G=—.2, la détermination initiale de w,(C) 
(voisine de #) se permute avec une nouvelle détermination, voisine 
de & +’. Jen conclus qu’il ya, au voisinage de C=2, au moins 
une (') valeur C, de C qui est un point critique pour la fonction w,(C) : 
pour cette valeur, w,(C) devient infint. 

Nous avons supposé (p. 356) la partie réelle de X, positive. 
L'infini X, appartient dès lors à une ligne d’infinis (voir § 10) 


= rn 
RM NR als un 


qui est parallèle à l’axe imaginaire pour A = 0, et qui sera, par suite, 
pour les petites valeurs de A, tout entière à droite de l’axe imaginaire 
et asymptotiquement parallèle à cet axe (cf. § 11-12). A droite de 
cette ligne d’infinis se trouvent d’autres Agnes d'infinis 


a v eer vv Elia T5 I 
a) Xen Xo=X,+ 05, Anz Xiot+ OF, oo. 
3) X, X20, X, eleieig 
. STE ICS, | a NCIS | ... 


Il est facile de voir que lorsque C prend la valeur C (pour laquelle w, 
devient infinie) tous les sommets de ces diverses lignes d'infinis sont 
rejetés ensemble à l'infini. En effet, si le point X,,;, par exemple, se 
trouvait à distance finie, il en serait de même, d’après les calculs du 
paragraphe 7, des points X, 5, Xij .… et, par conséquent, du 
point X,,; si, d’autre part, les points X,, étaient à distance finie, il 
devrait en ètre de même des points X,;. 

Ainsi, l’intögrale de (49) (infinie au point X, ) pour laquelle C—C, 
est une intégrale tronquée dans la direction réelle positive. Cette inté- 
grale est holomorphe à droite de la Ægne d’infinis qui passe par X,, 
et elle prend des valeurs voisines de 1 lorsque X s'éloigne indéfini- 
ment dans la direction réelle positive. J'en conclus que cette intégrale 
tronquée est fonction holomorphe de À à droite de la ligne d’infinis 


qui passe par X,, et qu'elle coincide, par conséquent, avec l’inté- 
grale Y [représentée par le développement (63)]. 


(1) Il résulte des pages précédentes que cette valeur est unique. 


358 P. BOUTROUX. 


La ligne d’infinis qui passe par X, sera appelée ligne d’infinis 
extréme. Cette ligne d’infinis est asymptotiquement parallèle à l’axe 
imaginaire. 

Le développement (63) montre d’ailleurs que, lorsque X s'éloigne 
indéfiniment à droite de la ligne d’infinis extreme, l'intégrale Y tend 
tend vers la LINITE I EXACTEMENT. II ne faut pas en conclure, bien entendu, 
que le point Y = Y tende vers le point ı suivant un rayon du plan Y. 
La dérivée Y’(X) aura, en effet, en général, une infinité de zéros sur 
l’ensemble des chemins X considérés. Le point Y = Y tendra donc 
vers 1, en s’enroulant autour d’une infinité de points critiques algé- 
briques de la fonction X(Y), et Y = 7 est, pour cette fonction, un 
point transcendant indirectement critique. Les choses se passent 
comme pour les fonctions de Bessel, étudiées au paragraphe 3 
(p. 286-287). 

Le paramètre €, qui définit l'intégrale tronquée polaire en X,, est 


fonction holomorphe de X,. 


Cas où le point X, a une partie réelle négative. — Nous avons établi 


l'existence de l'intégrale tronquée Y et, par conséquent, la conver- 
gence du développement (63) dans l'hypothèse où la partie réelle 
R(X,) est positive. Voyons maintenant ce que devient l'intégrale Y 
lorsque nous déplaçons X, avec continuité et lui donnons une partie 
réelle négative. 

Les coeflicients Y; du développement de Y en puissances de A, sont 
fonctions holomorphes de X,. Il en résulte que le développement (63) 
(supposé convergent en un point) est convergent sur tout chemin 
(issu dudit point) sur lequel l'intégrale qu’il représente est holo- 
morphe. Ainsi, lorsque X, varie, les infinis ... X,_,, Non … de la 
ligne d’infinis extrêmes se déplacent avec continuité et restent isolés : 
ces points ne cessent pas d’être les sommets d'une ligne d’infinis 


extreme à droite de laquelle l'intégrale Y est tronquée et son dévelop- 
pement (63) convergent. 

Faisons alors tendre X, vers un point quelconque distinct de l’ori- 
gine. Trois cas peuvent se présenter : 


em 


——= 
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* Ou bien les points X4», Konz re et Keen Ris d indices 
arbitrairement grands restent à distance finie (non bornée). La ligne 
d’infinis extreme peut alors être définie par déformation continue 
pour toute nouvelle position de X,. Cette ligne, qui laisse toujours 


, ng ic x Oe x e . r r 
l'origine à sa gauche (') joint deux à deux les points... X,_,, X,, 
Xo1 . dans l’ordre de leurs indices et est asymptotiquement paral- 
lele aux deux demi-axes imaginaires. A droite de cette ligne d’infinis, 


et sur cette ligne elle-même, exception faite pour les sommets, le 
développement (63) est convergent. Le paramètre C, de l'intégrale Y 
en X, conserve une valeur finie : car, s’il en était autrement, Y vien- 
drait se confondre avec l'intégrale particulière Y = + et ne serait plus 
tronquée ; d’ailleurs, il résulte du développement (63) que C est une 
fonction holomorphe de X,. 

Ces conclusions subsisteront lorsque les points X,,, POELE 
seront rejetés à l'infini dans la direction reelle négative. I est clair que, 
lorsque cette circonstance se présente pour le point X,, situé au- 
dessous de l'axe réel, tous les points suivants TS, Nee sont 
simultanément rejetés à l’infini dans la même direction; il ne saurait 
en être de même, par contre, des points NAN TIRER See SILUES 
au-dessus de l’axe réel; car, si ces points étaient eux aussi rejetés à 
l'infini dans la direction réelle négative, l'intégrale Y cesserait d'avoir 
‘des infinis, ce qui n’est manifestement pas possible. La demi-ligne 
d’infinis supérieure subsiste done, et Y se retrouve être l’une des inte- 
grales tritronquées que nous avons définies au paragraphe 1A. 

Mais il y a lieu, lorsqu'on fait tendre Y, vers un point quelconque, 
d'envisager une troisième hypothèse : hypothèse suivant laquelle les 
points X ons Xoness «++ d'indices élevés seraient rejetés à l'infini dans la 
direction reelle positive. Il en serait-alors de mème des points N 


Xo,-mruy + d'indices négatifs élevés : en effet, lorsque les points X,,, 


| Al 


k 


om+s» e+ S approchent de l'infini positif, ils peuvent être considérés 





(1) Pour passer de la demi-ligne d’infinis supérieure à la demi-ligne inférieure qui lui 
fait suite, il faut toujours passer à droite de l'origine. 
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comme appartenant à une Aigne d’infinis extrême tout entière située à 
droite de l’axe imaginaire, et cette ligne, d'après ce que nous avons 
vu plus haut, peut être indéfiniment prolongée dans les deux sens. 
Suivant l'hypothèse actuelle, cette ligne d’infinis se trouverait rejetée 


à l'infini sans entraîner à sa suite le point X,; l'intégrale Y (infinie 


en X,), ayant des infinis arbitrairement éloignés dans la direction de 
l'axe réel positif, cesserait des lors d'être tronquee. 


Integrales tronquees de l'équation (B’). — Les conclusions énoncées 
ci-dessus dans l'hypothèse où A est voisin de zéro s'étendent immédia- 
tement à l'équation (B’) où A = t (cf. fin du paragraphe 13). En effet, 
lorsque À varie d’une manière continue, le développement (63) est 
convergent sur tout chemin sur lequel l'intégrale Y qu'il représente 
est holomorphe. On en conclut, en raisonnant comme ei-dessus que, 
quel que soit X,, l'intégrale tronquée Y est toujours unique et ne 
peut cesser d’exister que sz les extrémités de la ligne d’infinis extrême 
sont rejetées à Vinfini dans la direction reelle positive. 


Il nous reste à voir si, et dans quelles conditions, cette circonstance 
peut se présenter. 


16. Familles d’integrales tronquées définies par l'équation (B). 


Nous allons désormais nous attacher aux équations (B’) et (B), et 
chercher à compléter le plus possible les résultats déjà obtenus. 

Nous avons établi que l'équation (B’) ou l'équation (B) possède une 
infinite d’integrales tronquées dans la direction réelle positive. Il 
s’agit d'étudier la famille constituée par l’ensemble de ces intégrales. 

Nous allons considérer d’abord les intégrales réelles de l’equa- 
tion (B’) [intégrales Y(X) réelles sur l’axe réel positif] : à ces inté- 
grales correspondent des intégrales y(x) de (B) réelles sur tout l’axe 
réel. 


Integrales reell-s de ( B’) tronquées dans la direction reelle positive. 
— Considérons une intégrale Y(X) infinie (ayant un pôle) en un 


point réel positif X,. Cette intégrale, caractérisée par le paramètre C 
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du développement (30) relatif au point X,, est réelle si C est réel. 
Placons-nous dans cette hypothèse, et envisageons la courbe réelle 
qui représente la variation de Y(X) à droite du point X,. 

Si C est positif et très grand, la courbe a un infini X, très rapproché 
de X, : entre X, et X,, elle présente un seul minimum dont la valeur 
est positive et trés grande. 

Si C est négatif et très grand, la courbe a encore un infini X, très 
rapproché de X,, et elle présente, entre X, et X,, un seul minimum 
dont la valeur est négative et très grande. 

Ces remarques nous amènent à distinguer deux catégories d’inté- 
grales réelles polaires en X, : les intégrales de la première catégorie 
restent positives entre le pôle X, et le pôle suivant X, ; les intégrales 
de la seconde catégorie présentent un minimum négatif entre X, 
et x 

Cela pose, faisons decroitre C d’une maniere continue a partir 
de + x. Nous obtenons une série de courbes asymptotes à la droite 
X = X,. Je dis que ces courbes s emboitent les unes dans les autres sans se 
couper. 

Considérons en effet la courbe y (x) [relative à l'équation (B)]| qui 
correspond à la courbe Y(X). Soient y,(æ), y,(x) deux courbes, 
asymptotes à la droite x = x,, la seconde étant au-dessous de la pre- 
miére au voisinage de l’asymptote : on aura, pour les valeurs x très 


rapprochées de «,, 
<M VSI 

Mais ona y,=6y, —- 6a, y, —6y; — 6x. Ainsi, lorsque æ croit à 
partir de æ,, tant qu'on a o<y,<y,, on a aussi y,<y,, done 
Va LYi5 Ya LY,. Ainsi l'inégalité y, << y, ne cesse pas d’être vérifiée 
entre x, et le pôle suivant, du moins si y, reste positif, ce qui a lieu, 
nous l’avons dit, pour les grandes valeurs de C : cette inégalité 
entraine Y, < Y,. 

Ainsi, pour chaque nouvelle valeur de C (plus petite que la précé- 
dente), la courbe représentative de Y(X) enveloppe sa position pré- 
cédente, et le pôle Xe s'éloigne vers la droite. D'ailleurs, le minimum 

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Aovr 1913. 46 
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de la courbe (entre X, et X,) reste nécessairement unique et positif, 
Plus précisément, il reste au-dessus de la branche positive de la courbe 


Free 


eh TE 





ME 


En effet, si le point où Y’= o franchissait cette courbe, il ne donne- 
rait plus un minimum puisqu'on y aurait Y’ <0. 

Comment donc les intégrales de la première catégorie rejoignent- 
elles lorsque C décroit, les intégrales de la seconde catégorie qui ont 
un minimum négatif? La jonction ne peut avoir lieu que si, pour une 
valeur intermédiaire de C, le pôle X, est rejeté à l'infini. Ainsi, les 
intégrales de la première catégorie, représentées, comme nous venons 
de le voir, par des courbes extérieures les unes aux autres, et situées 
toutes au-dessus de toutes les intégrales de seconde catégorie, 
tendent toutes vers une intégrale-limite qui ne présente plus aucun 


infini à droite de X,. Cette intégrale est tronquée dans la direction 
réelle positive. Il résulte des paragraphes précédents qu’elle tend vers 
la limite 1, fait qu'on vérifierait d’ailleurs aisément, sans sortir du 
domaine réel. 

Ainsi se trouve établie l'existence d’une intégrale tronquée réelle (‘) 
pour toute valeur réelle positive de X,. Il résulte du paragraphe 15 


que cette intégrale est unique. Le pôle X, est, pour elle, un sommet 
de la ligne d’infinis extrême définie au paragraphe 15. Nous appel- 
lerons ce pôle pôle extréme de l'intégrale. 


La valeur € de C qui correspond à l'intégrale tronquée est très 
voisine de — 2 lorsque X, est très grand (positif) : la valeur corres- 
pondante de D (voir § 9) est voisine de — 4C ou 8. | 


Remarque. — Nous avons trouvé pour l'intégrale tronquée une 
valeur minimum inférieure à ı (la valeur du minimum est Y — 1 — a, 


(1) Liallure de la courbe-limite qui représente l'intégrale tronquée est facile à deter- 
miner. Décroissant à partir de l'infini, elle présente une valeur minimum comprise entre 


r 


et EN x B i à 
la courbe Y’— 6 + SENS o et Y=o; elle est ensuite croissante et asymptote à la 


droite X = 1. 


m Pe 


EEE nn 


— — I. m n 
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a étant de l’ordre de grandeur de |X-?|). Il en résulte qu’au minimum 
le paramètre D (ou Y?—4Y*+12Y) est inférieur à 8 (on a 
D=8 —3a+...). Jen conclus que, pour les grandes valeurs 
dexwt, comparable à — 4D, est supérieur à 2. La fonction continue 
C(X,) décroit vers — 2 lorsque X, croit. 


Intégrale tronquee présentant en X, un pôle penultieme. — Parmi les 
intégrales réelles infinies en un point réel positif X,, je dis qu'il en 
existe une, et une seule, qui ne présente à droite de X, qu’un pôle réel 
unique X, : cette intégrale est l'intégrale tronquée, infinie en X,, dont 


l'existence a été établie ci-dessus. 
Pour le démontrer, considérons de nouveau une intégrale réelle 


variable Y(X), polaire en X,, et appelons X, le pôle de cette intégrale 
qui suit immédiatement X,, et C, le paramètre correspondant. Lorsque 
C est négatif et très grand, il en est de même de C, ; l'intégrale Y(X) 
est de seconde catégorie (voir ci-dessus) entre X, et X,, et à droite 
de X,. D'ailleurs, on a, d'après les résultats du paragraphe 11 


(jie cig AO ae 3 

Faisons croitre C d’une maniére continue jusqu’a la valeur C qui 
correspond à l’integrale tronquée. On ne cessera pas (p. 331-332) 
d’avoir C, > C. Or appelons C, la valeur de C, qui correspond à l’inte- 
grale tronquée dont X, est le dernier pôle réel. On a (si X, est suffi- 
samment grand) C,<C (vide supra). ll en résulte que, pour une 
valeur C’ de C, comprise entre — et C, on aura C, = C,. 

Pour cette valeur C’, l'intégrale Y(X) est une intégrale tronquée 
dont X, est l’avant-dernier pôle réel : ce pôle appartient à une ligne 
de pôles penultieme asymptotiquement parallèle à la ligne de pôles 


extrème. 
Ce résultat, établi pour les grandes valeurs de X,, subsiste a fortiori 


lorsque X, décroit vers zéro. 
Le paramètre C’ de l'intégrale tronquée en son pôle pénultième est, 
de même que C, fonction continue de X,; lorsque X, augmente indé- 


finiment, C’ tend vers — 2. 
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En raisonnant de méme, nous obtiendrons (quelque grand que 
soit X,) une intégrale tronquée présentant en X, un pôle antépénul- 
ème, et ainsi de suite. 

De ces résultats, nous pouvons évidemment tirer la conséquence 
suivante : Lorsque le pôle extreme de l'intégrale tronquée reelle YG 
tend vers l'infini positif, il en est de méme du pôle penultieme, du pôle 
antépénullième et, plus généralement, du pôle de ran 


> na parur du 
dernier pôle a droite. 


fe) 


Integrales tronquées réelles de l’equalion (B). — A l'intégrale tron- 
5 1 I 5 

quée réelle Y(X) qui présente un pôle extrême en un point réel 
positif X, correspond une intégrale tronquée y (a) de (B), dont x, 


égal à (7 x.) | est le pôle réel extrême. Voyons ce que devient cette 
intégrale lorsque x, Se déplace sur l’axe réel. | 

Il résulte de ce qui précède que, pour toute valeur positive de a, 
l'intégrale tronquée y (x) existe. Je dis, par contre, que pour les 
grandes valeurs négatives de x,, il ne peut pas exister d’integrale tron- 
quée y (x). 

Posons, en effet, dans la transformée (B’) de (B), 

Geen UE Be à ER 


L’axe réel négatif du plan x a pour transformé dans le plan T le 
demi-axe réel positif. L’équation (B’) devient d’ailleurs 


2 ! 
ed ae iA 


4 = 
( 64 ) dr? 4 à 2 5 T? 





Donc toutes les intégrales H(T) qui sont infinies au point réel T, 
(correspondant à +,) sont réelles sur tout l’axe réel positif. 

Considérons alors l’une quelconque de ces intégrales entre le. pôle 
T, et le pôle réel précédent T_,. La méthode de calcul asymptotique 
du paragraphe 7 est applicable. Appelons en particulier D la valeur de 
l'expression H'?— 4 H*-- 12H au minimum T’(ouen uz minimum T’) 
présenté par l’integrale entre T_, et T,. Formons la fonction elliptique, 








a 
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intégrale de l’équation H'? = 4H°+12H-+-D, qui présente un minimum 
en T’, et appelons T’,, T, les deux pôles de cette fonction qui sont le 
plus rapprochés à gauche et à droite de T’. Quel que soit D, la distance 


T, — TL, est inférieure à un nombre fixe; en particulier T', est süre- 


ment positif pour les grandes valeurs de T’. Or les calculs asympto- 


tiques du paragraphe 7 montrent que les différences T, — T,, T_, —T_, 
sont de l’ordre de grandeur de T=' (par conséquent de T,'). J'en 
conclus que toutes les intégrales (') réelles H(T), infinies en T, pré- 
sentent, à gauche de T,, un second pôle positif T_,. A ce pôle corres- 
pond, pour l'intégrale y(x), un pôle a, réel négatif situé à droite de 
æ,. Donc l'intégrale y (x) ne peut admettre x,comme pôle extreme (du 
moins lorsque la valeur absolue de a, est suffisamment grande). 


Ce point éclairci, faisons franchir l’origine au pôle extrême x, de 
l'intégrale tronquée y (a) (ci-dessus définie pour x, > o), et déplacons 
ce pôle vers la gauche. Il doit exister une position a de x, à partir de 
laquelle l'intégrale tronquée cesse d’exister. Mais nous avons vu, au 
paragraphe 15, que l'intégrale tronquée ne peut s’evanouir que dans 
un cas : lorsque les extrémités de la ligne d’infinis extréme passant 


par a, sont toutes deux rejetées à l’infini dans la direction réelle posi- 


tive. Donc cette circonstance se présentera nécessairement lorsque x, 
s’approchera de a. 


(1) Il est facile de voir comment sont disposées les courbes (asymptotes a la droite 
T = To) qui représentent les intégrales réelles H(T) infinies en Ty. Les intégrales sont 


toutes données, au voisinage de To, par un développement de même forme que (30), 


savoir 
I 


ee ur nee 
= 40 


ou K est un paramétre réel arbitraire. Pour les grandes valeurs positives de K, la courbe 
intégrale a, à gauche de Ty, un pôle T_, très rapproché de To; entre T-ı et To, elle pré- 
sente un seul minimum dont la valeur est positive et trés grande (comparez p. 361). 
Lorsque K décroit jusqu'à — «, la valeur du minimum s’abaisse d’une manière continue, 


passe par un minimum, puis redevient positive et croit indéfiniment. Il n’y a done plus 
ici qu'une seule catégorie d’intégrales. 
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Pour x, à gauche et voisin de a, toute intégrale réelle y(x) infinie 
en x, admet un pôle réel positif x,, lequel peut être d’ailleurs arbi- 
trairement grand, si x, est suffisamment rapproché de a. Que devient, 


x 


dans ces conditions, j'entends : lorsque x, passe à gauche de a, en 
contournant au besoin ce point, l’integrale tronquée que nous avons 
appelée y (a)? Ss 

Cette intégrale, rappelons-le, est définie par la valeur c de son para- 
mètre au pôle x,. Cette valeur c, liée à C par la relation (31) du para- 
graphe 8 (p. 313) est une fonction continue de x,, réelle sur l’axe 
réel; d’ailleurs elle tend vers une valeur déterminée lorsque x, décrit 
l'axe réel de + + vers a: la valeur du paramètre c pour laquelle Vin- 
tégrale y(æ), infinie au point fixe a, aura son pôle a, rejeté à l'infini 
est, en effet, déterminée. La question se pose alors de savoir si la 
fonction c (x,) sera encore déterminée et continue pour les valeurs de 


x, Situées à gauche de a, et si elle continuera à définir une intégrale 
tronquée. | 

Supposons un instant qu'il en soit ainsi. Si l'intégrale tronquée 
y (a) existe encore pour x, <a, c’est donc que x, est pôle pénultième 
de cette intégrale ou, plus généralemant, ni“”° pôle à partir de la 
droite ('). 

Mais, six, est très voisin de a, le pôle x, de y (x) qui suitæ, (à 
droite) est positif et arbitrairement grand : il en sera de même a for- 
tiori du pôle x,_, sin > 2. Supposons alors que x,_, soit pôleextrème 
pour y(a). D'après une proposition établie plus haut, le pôle de rang 
n, &,, devrait être arbitrairement grand (positif) en mème temps que 


æ,_, : Conclusion qui contredit nos hypothèses. 
Ainsi, lorsque æ, passe à gauche de a (le paramètre c variant avec 


(1) D'ailleurs l'intégrale tronquée polaire en un point réel x, est toujours, nécessaire- 
ment, une intégrale réelle. En effet, supposons que c prenne une valeur imaginaire cı 
pour x» réel; l'intégrale polaire en x, avec'un paramètre imaginaire conjugué de cı sera 
imaginaire coujuguée de l'intégrale tronquée définie par c = c1; donc elle sera elle-même 


tronquée. Or nous avons vu qu’il ne peut exister qu’une intégrale polaire en x, tronquée 
dans la direction réelle positive. 


dar 
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continuité), non seulement le pôle x, cesse d'être pôle extrème, mais 
il est nécessairement suivi d’une infinite de pôles réels. Iln’y a plus d’in- 
tégrale ironquée y (x). a 

Le même raisonnement prouve que si x, s’approche par un chemin 
quelconque d’un point réel situé à gauche de a, l'intégrale tronquée 
cesse nécessairement d'exister pour ce point réel. 

En d’autres termes, la portion de l'axe réel négatif située à gauche 
de a est une coupure effective ou ligne singulière pour la fonction c(x,). 

La ligne de pôles extreme, rejetée à l'infini lorsque x, atteint a, reste 


à l'infini pour a, réel et à gauche de a. 


Pôles imaginaires de l'intégrale tronquee. — Nous venons d’envi- 
sager ci-dessus le cas d’un pôle extréme x, réel. Nous allons mainte- 
nant porter notre attention sur les pôles imaginaires de l’intégrale 
tronquée y(x). 

Donnons tout d'abord à x, une valeur réelle positive très grande. 


L'intégrale tronquée y(æ) présente une ligne d’infinis extrême 


cs LT, Dom Lo) Ti; ce.) Zn) 


= 


dont x, est un sommet. Les autres sommets ..., u Ly regan stents 
respectivement situés au-dessus et au-dessous de l’axe réel, sont des 
fonctions continues de Ly. Figurons les courbes réelles ...,T_,,T\, ..., 
F,, .. que décrivent ces points lorsque x, décrit l’axe réel de ++ 
jusqu’en a (extrémité de la coupure). 

D'après ce que nous savons déjà, les points æ_,, x, d'indices élevés, 
décriront des courbes fermées T_,, l,, allant (') de + æ à + (puisque 
pour æ, =a, les extrémités de la ligne d’infinis sont rejetées à l’in- 
fini). Remarquons en outre que les courbes décrites par les points 
vey Dis Vyy ove, Ly, ... NE sauraient se couper entre elles ni couper l’axe 
réel; en effet, soient x’ un point quelconque de l’une de ces courbes 


et x, la position correspondante de x, ; en +’ aboutissent deux arcs de 


(1) Je veux dire par la que les deux branches de la courbe s’éloignent indéfiniment 
dans la direction réelle positive. 
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courbe, et deux seulement, correspondant respectivement a x, > x, 
eta, Law. 

A tout pôle intérieur aux courbes fermées F,, T,,,, ... correspond 
une ligne de poles extréme déterminée, done une intégrale tronquée 
unique y(a). Considérons alors, un instant, x, comme fonction de æ,. 
Il y a nécessairement à l’intérieur de F, un point critique a, de cette 
fonction. Mais la fonction x,(a,) est nécessairement holormorphe 
partout où elle est finie. Donc x, est rejeté à l'infini pour Ly = an. Or il 
résulte du paragraphe 15 que le pôle X, correspondant à x, (X, = sat) 
ne peut être rejeté à l'infini que dans les directions réelles : 

Direction réelle positive, et alors les pôles X,, Xs. sa d'inde 
élevés, et, par conséquent, les pôles correspondants 2 ts ee 


seront rejetés à l’infini dans la même direction ; 
Direction réelle négative en passant au-dessous de l’origine, et alors 


la demi-ligne d’infinis X,,..., X,, … Sera toutentière rejetée à l'infini 
dans la même direction ; 

Direction réelle négative en passant au-dessus de l’origine, et alors 
la demi-ligne d’infinis X,, 220, Xn» --- est tout entière rejetée à l’infini 
dans la même direction. 

Pour x, fini et égal à «, (au-dessous de l’axe réel) c’est nécessaire- 
ment la dernière circonstance qui se présente. Le point x, est donc 
rejeté à l'infini, dans le plan +, au-dessus de l’axe imaginaire, suivant 
la direction qui fait avec l’axe réel positif l'angle . L'intégrale y(x) 
coincide donc pour x, =«, avec 1 intégrale tritronquée dans les direc- 
tions OA,, OA,, OA, (voir la figure 6 du paragraphe 14). Cette inté- 
grale est, nous l’avons vu, unique (§ 14). Il n’y a donc Al’interieur de 
YP, qu'un seul point critique (transcendant), Ly = %, de la fonction 


Cela dit, considérons la fonction x,(x,,). Lorsque x, se meut d’une 
manière quelconque à l’intérieur I, le point x, ne peut franchir l’axe 
réel (car une intégrale tronquée qui a un pôle réel a nécessairement 
un pôle sur le contour I, mais aucun dans T'„). Done il n’est pas pos- 


+ 
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sible que, pour x, = «,, le point x, soit, comme x,, rejeté à l'infini 
au-dessus de l’axe réel. En conséquence, x, reste à distance finie et 


tend vers «, lorsque x, tend vers x,. La fonction x, (æ,) est uniforme à 
l'intérieur de F,, et la courbe F, est nécessairement une courbe fermée 
allant de + x à + (voir p. 367, note 1) et enveloppant le point «,. 

La même conclusion s'applique aux courbes T,, F,, ..., toutes ces 
courbes étant d’ailleurs, nous l’avons dit, extérieures les unes aux 
autres. 


Ces remarques vont nous permettre d'établir le fait suivant : Sort a 
un pôle quelconque de l'intégrale tronquée y(x) situé au-dessous de 
l'axe réel; lorsque x, varie d'une manière quelconque sans franchir 
l'axe réel, l'intégrale tronquee ne cesse pas d’exister. 

En premier lieu, nous sommes déjà assurés que, pour toute valeur 
de x située à l’intérieur de l’une des courbes T,,..., T,, ..., Vintégrale 
tronquée existe : en effet, l'intégrale tronquée quia un pôle x, dans T, 
a une série de pôles x, a En ... respectivement situés dans F,, ..., 
F,, ..., et, lorsque ces pôles sont rejetés vers l'infini positif, ils 
deviennent tous infinis en même temps. 

Soit maintenant x, extérieur aux courbes I’. Imaginons une 
courbe I, qui, coincidant d’abord avec F,, se déforme et s’agrandit 
sans jamais avoir aucun point commun avec L,, ...,T,, ... et l’axe réel. 


Lorsque x, décrit F, les points x, ..., æ,, ... décrivent des courbes 
DT,» ..., I, --- qui enveloppent respectivement les courbes T',, ..., 
F,, .... Ces courbes se correspondent point par point (les extrémités 
correspondant aux extrémités); elles n’ont aucun point commun avec 


r,, ..., l,, ... et l'axe réel. Faisons en particulier passer le contour I, 
par le point donné x’. Lorsque le pôle x, va de ++ en x, sur le con- 
tour TV’, les pôles Ly 22.5 Ln, .… tendent, sur leurs chemins respectifs 
N, ..., [, ..., vers des points situés à distance finie. Donc la portion 


n 
inférieure æ,, æ,:, ... de la ligne d’infinis extrême n’est pas rejetée 
vers l'infini positif; donc l'intégrale tronquée ne peut cesser d’exister 
pour la position considérée de æ!. 
Nous aboutirons bien entendu au même résultat en nous plaçant 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Aout 1913. 47 
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au-dessus de l’axe réel, et nous serons ainsi conduits aux conclusions 
suivantes : 

Considérons l'intégrale tronquée y(x), infinie en un point x, que 
nous supposerons réel et positif; appelons c le paramètre de cette inté- 
grale en x,. Lorsqu'à partir de sa position initiale, le point x, se meut, 
soul sur l’axe réel jusqu'en a, soit d'une maniere quelconque au-dessus 
ou au-dessous de l'axe réel, l'intégrale tronquée ne cesse d'exister pour 


aucune des positions traversées par x, : elle se déforme d’une manière 


continue ; le paramètre c est une fonction continue de Lo | fonction holo- 
morphe donnée par le développement (63) pour toutes ces valeurs |. Par 
CONTRE L'INTÉGRALE TRONQUÉE N'EXISTE PLUS LORSQUE X, PREND UNE VALEUR 
REELLE NEGATIVE INFÉRIEURE A @3 LA POSITION DE L’AXE RÉEL SITUÉ A GAUCHE 


DE @ EST UNE LIGNE SINGULIÈRE POUR LA FONCTION c(a,) . 


Les cing familles d’integrales tronquées et les fonctions 9. — La 


i 
famille des intégrales y(a), tronquées dans la direction réelle positive, 
est ainsi entièrement définie. Nous désignerons dorénavant par 9,(®,) 


le paramètre c correspondant à cette famille. Il résulte de ce qui pré- 
cède que la fonction ©, donne la valeur du paramètre d’une intégrale 
quelconque y(x), de la famille considérée en l’un quelconque des som- 
mets (pôles) de sa ligne de pôles extreme ('). 

Considérons, d’autre part, les directions OA,, OA,, OA, du plan x 
(vide supra, fig. 6, p. 293) qui font avec l'axe réel positif OA les angles 
an An 
a 
famille d’integrales tronquées qu’on deduira immediatement de la 
famille ci-dessus obtenue en remarquant que l’equation (B) n’est pas 


2iT sin 


altérée par le changement de variables x, æe * ; y, ye * . Les para- 
mètres des intégrales de ces diverses familles en leurs pôles extrêmes 


ST à or : : 
-» 5 Il existe, pour chacune de ces cing directions, une 





sont donnés respectivement par quatre fonctions 9, (æ,), 9, (æ,), …., 
,(#,), dont chacune présente une coupure rectiligne et est uniforme 
partout ailleurs. 





(1) Cf. sixième Partie. 
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A tout point xX, non situé sur les coupures correspondent cinq inté- 
grales tronquées indéfinies en ce point. 

Les pôles extrémes des cing intégrales tritronquées (définies au para- 
graphe 14) sont les points x, où deux des cing fonctions ©,, ..., 9; pren- 
nent la méme valeur. 


Il serait intéressant de poursuivre l'étude de la fonction uniforme 9,, 
qui parait présenter des particularités remarquables. Dans toute 
direction dont argument est différent de — = (c’est-à-dire dans toute 
direction autre que celle de la coupure) la fonction C correspondant à 
c= 9,(x,) tend vers — 2; donc [vor p. 313 l’egalite (31) liant C a c|, 
le rapport © *o,(x) tend (') vers — 2; sur les rayons situés de part 
et d’autre de la coupure, le produit 9, x ? admet done des limites 
égales et de signes contraires. 

L'inverse de la fonction 9, semble jouir, elle aussi, de propriétés 
intéressantes. 

Malheureusement l'étude de la fonction ¢,, dont nons n'avons 
aucune définition analytique explicite, présente de grandes difficultés 
dont l'analyse qui précède a pu donner une idée. 


Le paramètre aux sommets de la ligne de pôles penultieme. — Nous 
avons défini plus haut ce qu’il faut entendre par ligne de pôles penul- 
ème d’une intégrale tronquée Y(X) ou y(x), et nous avons démontré 
qu'à tout point réel positif X, (ou &,) correspond une valeur du para- 
mètre et une seule pour laquelle x, est pôle pénultième d’une inté- 
grale réelle. Désignons alors par c, = o,,(a,) le paramètre de l’inte- 
grale pour laquelle x, est un sommet de la ligne de pôles pénultième. 
Nous pourrons étudier la fonction Di1(To) comme nous avons étudié 
la fonction 9,. 

La fonction 9,, a nécessairement la même coupure ou ligne singu- 
liere que la fonction 9,. Il parait très vraisemblable qu’elle est uniforme 
partout ailleurs. 








> + ge seg : 
(1) En prenant comme valeur de ÿx ou 2? la determination positive pour x réel 
positif. Horr la note de la page 350. 
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47. Détermination analytique des périodes d’une intégrale quelconque. 
Fonctions connexes. 


Considérons une intégrale quelconque y(x) de (B) polaire en un 
point +, : l'intégrale est définie par la valeur c, du paramètre ¢ qui 
figure dans son développement autour de x,. 

Appelons a, un autre pôle de y(x), par exemple celui qui est le 
plus rapproché de +,, et désignons par c, le paramètre de l'intégrale 
en ce pole. 

L’étude analytique des périodes revient à l’étude des pôles et para- 


mètres æ,, æy, Cy, €, Considérés comme fonctions les unes des autres. 
Nous devons nous contenter d’amorcer cette étude qui nous paraît 
appelée à jouer un rôle important dans l'étude analytique des trans- 
cendantes de M. Painlevé. Certaines considérations a priort, que nous 
développerons dans notre sixième Partie, nous ramèneront d’ailleurs 
à ces mêmes fonctions dont nous allons signaler ici quelques carac- 
tères. 

Remarquons d'abord que les fonctions a,(a,, c,), c,(æ,, €); 


x, (& 1, Ci), Co(Xy, €) sont nécessairement holomorphes partout où elles 
sont finies (cf. infra, sixième Partie). Ainsi, ces fonctions ne pré- 
sentent des singularités que lorsque l'intégrale y (x) coïncide avec l’une 
des intégrales tronquees dont il a été question plus haut. Leur méca- 
nisme et leurs propriétés seront donc faciles à déterminer dès que 
l'étude des intégrales tronquées aura été faite d’une manière complète. 


La fonction &,(c,). — Cela dit, voyons d’abord comment nous pou- 
vons définir analytiquement les périodes w,, w_, w!, w! (voir S 7 et 
suiv.) qui correspondent aux substitutions faisant passer æ(ou X) 
d'un quadrilatère des périodes dans un quadrilatère contigu. Il faut 
pour cela savoir déterminer a, lorsque 2, et cy sont connus. 

Considérons, par exemple, les pôles X, et X,=X,+w,(X,) du 
plan X auxquels correspondent les pôles æ,, x, + ,(x,) du plan & 
[comme il n’y a pas de confusion possible, j’emploie la même lettre w 
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pour désigner la période de Y(X) et celle de y(x)]. Laissant X, et x, 
fixes, regardons X,, ou æ,, comme fonction du paramètre C,, ou cy. 
Pour c, = C, =~, les périodes sont nulles, et X, = X,, 2, =2@,. Faisons 
maintenant décroitre C, sur un chemin rectiligne quelconque. Il 
résulte de analyse du paragraphe 7 et des propriétés des fonctions 


elliptiques asymptotes aux Y(X) que X, reste toujours fini & moins 
que C, neprenne une certaine valeur isolée qui est voisine de l’une des 
valeurs + 2, mettons, pour fixer les idées, de la valeur — 2; la valeur 


correspondante de c, est la valeur co = p (a,) égale au paramètre de 
l’une des cing intégrales tronquées; les fonctions æ,(c,), c,(c,) pré- 
sentent une singularité pour cette valeur isolée de c,. 

Menons alors dans le plan e, une coupure rectiligne joignant à l'infini 
le point c, = 0,(2,). Dans le plan ainsi armé d’une coupure, les fonc- 
tions x, (co), €, (Co) el par consequent la fonction + (c,) = x, — x, sont 
partout uni formes et holomorphes (sauf en c,). 

De même, chacune des fonctions w_(c,), w(c,), ®_(c,) sera uni- 
forme et holomorphe dans le plan c, armé d'une coupure rectiligne 
unique (il s’agit ici, bien entendu, de coupures artificielles et non 
plus de coupures effectives comme dans le cas des fonctions +). 

Sic, franchit la coupure relative à w, dans un sens ou dans l’autre, 
w, se change en w,w, ou w,w . Et ainsi de suite. Le mécanisme des 
permutations subies par les périodes est bien connu. 


Les fonctions w,(c,, æ,) rendues artificiellement uniformes comme 
il vient d’être dit, ne sont que des branches de fonctions. Mais i suffit 
de connaitre ces quatre branches de fonctions pour construire entièrement 
le réseau des quadrilateres des périodes relatif à une intégrale y(x) quel- 
conque et pour définir les substitutions correspondantes. , 


La fonction c,(c,). — Laissant toujours x, fixe, considérons mainte- 
nant c, en fonction de c,. Cette fonction est évidemment uniforme et 
holomorphe sur tout chemin décrit par c,, aussi longtemps que la 
fonction x, (c,) est elle-même holomorphe : donc elle est holomorphe 
dans le plan c, armé d’une coupure rectiligne unique passant par 


Cy = 9129). La branche de fonction c,(c,), à laquelle nous avons 
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affaire dans le plan ainsi coupé, présente la particularité suivante : 
considérons [en revenant à l’intégrale Y(X) transformée en y(x)| la 
fonction (') C,(C,) : lorsque |X,| devient arbitrairement grand, la 
« branche » C,(C, ) est arbitrairement voisine de C, dans tout le plan C,. 


Pouré = ce, onia 
C,=—2, C,;— ©, 


la fonction c,(c,) présente une singularité transcendante. 


La fonction c,(x,). — Laissant toujours a, fixe, considérons c, en 
fonction de æ,. Pourc, =c, = 9,(x,), x, et c, deviennent infinis en 
même temps. Si, d’autre part, c, tourne indéfiniment autour de c, sur 


une petite circonférence y, le pole æ,, partant d'une valeur initiale Lies 
se permute avec une infinité de valeurs nouvelles x,,, %,.,... etæ,,-,, 
XL, », +. qui sont les sommets d’une ligne de pôles; c,, partant d'une 
valeur initiale c,,, se permute avec les valeurs ¢,,, ¢,2, ... etc, 
C,-o, -». qui sont les paramètres d’une même intégrale aux sommets 


0, Lyo, Ly, ... de la ligne de pôles. D’ailleurs, sur le chemin décrit 
par x, pour c, tournant sur y, chemin qui est tout entier très éloigné 
si le rayon de y est très petit, la fonction c,(x,) est holomorphe. 


Appelons Ÿ(x,) cette fonction. On voit qu’en tous les sommets ... æ,,, 
æ,,, .… de la ligne de pôles considérée, le parametre de l'intégrale y(x) 


sera donné par une méme fonction Yx,)ou Von fera successivement 


Lys 0,0, Lys oo 
D'ailleurs la définition même de la fonction Ÿ montre que, pour une 
même ligne de pôles, il existe une infinité de fonctions Ÿ donnant les 


valeurs des paramètres aux sommets ..., %,y, æ,,, ... Ces diverses 
fonctions reprendront toutes les mêmes valeurs aux points ...,æ,,, 
D 


La fonction c, = Ÿ(x,) présentera d’ailleurs un ensemble de points 








(1) Je rappelle [voir la relation (31), p. 313] que C, et C, sont des fonctions linéaires 


en Co OU c,, algébriques en Zo OU x. Pour [xo | (ou | xy |) très grand, co (ou c,) a pour 


3 _3 
valeur principale Coxo ? (ou Cr 2). 
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critiques algebriques qui sera facile a etudier. En effet, considérons la 


fonction C,(X,), transformée de c,(x,). On saurait déterminer les points 
critiques de cette fonction sil’équation (B’) se réduisait à Y’= 6 Y*— 6 
(la fonction considérée se ramène alors à expression du module 
d'une fonction elliptique en fonction d'une période). On aura des 


points critiques algébriques voisins (arbitrairement voisins si [X, | est 
arbitrairement grand) pour les branches C,(X,) relatives à l'équation 
(B’) complete. 


Dans le cas où l'on donnerait une valeur fixe, non plus au pôle a, 
(ou X,), mais au paramètre correspondant c,, on aurait encore, en 
faisant varier a,, une fonction c, — g(a,) donnant le paramètre de l’in- 
tégrale en tous les sommets d’une même ligne de pôles ..., nae Nee 
Mais dans ce cas les singularites de la fonction c, = g(x,) n’appa- 
raissent pas immédiatement. Il serait intéressant d’étudier cette fonc- 


tion g dont l’allure paraît curieuse. 
(A suivre.) 


mms À OO u 





SUR LES 


FONCTIONS ENTIERES ET ALGEBROIDES: 


GENERALISATION DU THEOREME DE M. PICARD 
DANS 


LA DIRECTION DE M. LANDAU; 


Par M. Georces-J. REMOUNDOS. 


Introduction. 


Ce travail est divisé en trois Parties : 


Dans la première Partie j’établis un théorème de module minimum 
spécial pour les fonctions entières qui admettent le cas d’exception 
unique de M. Picard (au sens primitif), la valeur exceptionnelle étant 
différente de zéro. Ce théorème est plus avantageux, parce qu'il s’agit 
d’une limite inférieure beaucoup plus grande que celle du théorème 
général du module minimum. Je démontre plus loin qu'il en est de 
même des fonctions algébroides multiformes, finies à distance finie, 
qui admettent le cas doublement exceptionnel (aussi unique). 

Dans la deuxième Partie j’établis, pour toute algébroide finie à dis- 
tance finie, que le logarithme du maximum de la partie réelle, le loga- 
rithme de la valeur absolue du minimum de Ja partie réelle et le loga- 
rithme du module maximum sont du même degré de croissance. C’est 
une généralisation du résultat bien connu obtenu par MM. Borel (') et 








(1) Leçons sur les fonctions entières, p. 63-69. Paris, Gauthier-Villars, 1900. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Aout 1913. 48 
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Blumenthal (') pour les algébroides uniformes (fonctions entières). 
Voir aussi E. Lanoau, Vierteljahrsschrift Naturf. Ges. Zurich, t. LI, 
1906, p. 277 (l’auteur emploie une méthode due à M. Carathéodory) 
et Scuorrky, Sitzber. Ak. Berlin, t. XLV, p. 825-820, et t. XLII, 1904, 
p- 1244-1240. 

Dans la troisième Partie nous donnons une généralisation du célebre 
théorème de M. Picard appartenant au nouvel ordre d'idées introduit 
dans la Science par M. Landau et concernant les fonctions qui ne sont 
pas régulières en s =o. Il s’agit surtout du cas où ce point est un point 
critique de la fonction. Dans mon procédé je fais usage du théorème 
bien connu de M. Landau. 

Un résumé de la première Partie de ce travail a été publié dans les 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Paris, t. CLIT, p. 1225, 
séance du 8 mai 1911. 


I. — Sur le module minimum des fonctions entières. 


1. La forme d’extréme précision donnée par M. Blumenthal (?) au 
théorème du module minimum d’une fonction entière f (3) est la sui- 
vante : 


St nous designons par M (r) un ordre de J (=) et par K ( r) une fonc- 
tion-type plus grande ou égale à u. GALS l'inégalité 
Ô 


Ein be e-rKuit 


est satis faite dans tout le plan, à l'exception de couronnes circulaires, dont 
Kir) 


la largeur totale à l'extérieur ducercle r est inférieure a e' 

Nous allons établir, pour les fonctions entières admettant le cas 
d'exception unique de M. Picard un complément intéressant; à cet 
effet, nous avons besoin du lemme suivant : 


(1) Principes sur la théorie des fonctions entières d'ordre infini. Collection de mono- 
graphies sous la direction de M. Emile Borel. Paris, Gauthier-Villars, 1910. 

(2) Principes sur la théorie des fonctions entières d ordre infini, p. 62-66 et 97. Collec- 
tion de monographies sous la direction de M. Borel. Paris, Gauthier-Villars, 1917. 
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St nous designons par (E) un ensemble de points du plan z, dans lequel 
e U I 

la fonction U (2) ne tend que vers zero avec - (r—|z]|), les modules des 
” 


fonctions entières H(z) et f(s) =e" —1 sont des infiniment petits équi- 
valents pour les points de l’ensemble du rayon r suffisamment grand. 


La démonstration de ce lemme est presque immédiate, parce que 


nous avons 


Jeeta HS) 
H(z) a ae 








Serene: 


D 


et, par conséquent, le rapport | f(z)| : | H(<)| tend vers l’unité, lorsque 
le module r du point z de l’ensemble (E) tend à l'infini. 

2. Cela acquis, désignons par A (r) le maximum de la partie réelle 
log A (7) 


de la fonction H(z) et par (7) une fonction-type adjointe à ae 


de sorte que 
A(r)<ren,  M(r)< rein? 


où M(r) représente le module maximum de la fonction H (sz). 

Alors, la fonction /(3) sera d’ordre p.(r) et l’ordre brut de H(s) sera 
log (7) 
logr 
m(r)2[logy.(r)|'**, « étant un nombre positif quelconque fixe aussi 
petit que l’on voudra. Par conséquent, d’après le théorème de 

M. Blumenthal sur le module minimum, nous aurons l'inégalité (') 


plus petit que (1 + 9) ; l'ordre de H(z) sera done inférieur à 


mr) + 
|H(s) [> en", 


le nombre positif à étant arbitrairement petit, à l'exception de cou- 
ronnes circulaires dont la largeur totale en dehors du cercle r est infé- 
rieure à e’”””, ou bien à l'exception de cercles ayant les zéros comme 
centres et dont le rayon est inférieur à e”””, r étant le module du 
centre de chaque cercle. 


Comme le nombre des zéros situés sur la circonférence de rayon r 


est plus petit que r"""" (e étant un nombre positif arbitrairement 
petit), nous pouvons énoncer le théorème suivant : 


(1) La fonction H(z) est supposée de genre infini. 
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St l’on exclut sur la circonference de rayon r, assez grand, certains 

arcs de longueur totale inférieure à e\'~", tous les autres points de la 
. , 0 \ gv ' aa 
circon ference satisfont à l'inégalité 


| H(s)| > er, 


Nous voyons que la longueur totale des ares exclus est encore de 
l’ordre de grandeur du minimum. 
Il en est de même de toutes les fonctions entières 


H(3)—2ri, H(z)— Ari, H(s)—6rt, «.:., H(z)—2 re, 


qui sont du même ordre que H(z); l’ensemble des zéros de ces fonc- 


tions 
H,(z)= H(3)— 2,72 (A0, tose) 


coincide évidemment avec l’ensemble des zéros de la fonction f(z). 

Si nous designons par (E, ) l'ensemble des points de la circonférence 
de rayon r qui sont exceptionnels pour les fonctions H(z) -- 2Arı au 
point de vue du théoréme du module minimum et par (S) un are de la 
circonférence n’ayant aucun point commun avec l’ensemble excep- 
tionnel (E,) et sur lequel la fonction f(z) ne tende que vers zéro 


1 2 : c : 
avec =» nous avons, d’après le lemme ci-dessus exposé, le fait que sur 


cet arc les infiniment petits | /(z)| et | H,(z)| sont équivalents et, par 
conséquent, il y a 


| f(s) | > C1 —6)[H; (3) CA == OF re Sa), 


b étant un nombre positif fixe aussi petit que l’on voudra. 
Dès lors, les inégalités 


146 


H(z) eaten (A= 0, 1, 2, 3, ...) 


qui sont satisfaites sur l'arc (S) entraînent l’inegalite 


„149 N N 
fy tete se (>28). 


N 


o, étant aussi arbitrairement petit, satisfaite par tous les points du 
meme arc. 


D’autre part, le nombre des fonctions H,(s) qui peuvent avoir des 
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zéros sur la circonférence de rayon r est plus petit que 


run)" § = ellogr) p(n) 5 


et, par conséquent, la longueur totale des arcs exclus est inférieure a 


er) 1-6)rm(r) 


ellogr)p(r) + 1—8) rm(r) — 
en posant 
loglogr + (1+ 9) logp(r) 


loge (r) | 
logr 


Pier) 
(7) logr 


<(1+ @) 
0 désignant aussi un nombre positif arbitrairement petit; il est clair 


m,(r) 


que le rapport nr) 


tite 


, I La 
tend vers zéro avec - et, par conséquent, la quan- 
(7). (1—G) pM (7) —(1—6, rer’) 
e! my(1").-(1—6) ras <a e (1—6,)r77"U ; 


à, étant aussi positif et arbitrairement petit. C’est une limite supérieure 
de la longueur totale des ares, dont les points ne satisfont pas à l’iné- 
galité 

148, 


f(s) [Ser 


3. La fonction f(x), qui jouit de la propriété ci-dessus établie, 
admet l'unité négative comme valeur exceptionnelle au sens de 
M. Picard, mais il est facile d’étendre cette précision du théorème du 
module minimum à toutes les fonctions entières admettant une 
valeur exceptionnelle différente de zéro. Soit, en effet, une fonction 
entière F(z) admettant la valeur exceptionnelle — A; nous avons alors 


FÉShoPAsE=S eh, F(s) = el) — A, 
F(z) =A elle À — A (eM) — 1), 


les fonctions H(z) et Hi(z) = H(z) — logA étant entières. 

Comme la fonction e"“? — ı jouit, d’après nos considérations précé- 
dentes, de la précision établie du théorème du module minimum, nous 
en concluons qu’il en est de même de F(z). Nous obtenons donc le 
théorème suivant : 


TuéoRèME. — Étant donnée une fonction entière quelconque F(z) 
d'ordre u(r) el admettant une valeur exceptionnelle différente de zéro au 


382 | G.-J. RÉMOUNDOS. 


sens de M. Picard, si Von exclut sur la circonférence de rayon r, assez 
grand, certains arcs de longueur totale inférieure à 


CU ran mir) 2 TIOSEECT) | 
tous les autres points de la circon ference satis font al inegalite 
5 
[Eee Tite, 


les nombres posiu fs 6 et a étant arbitrairement petits. 


Ce résultat fournit visiblement un complément remarquable apporté 
au théorème de M. Blumenthal, parce que la quantité m(r) peut être 
choisie notablement plus petite que l’ordre u.(r) de la fonction. Ilya la 
une nouvelle précision du théorème sur le module minimum concer- 
nant toutes les fonctions entières qui présentent le cas d’exception 
unique de M. Picard, la valeur exceptionnelle étant différente de zéro : 
nous avons acquis pour ces fonctions une limite inférieure du module 
minimum beaucoup plus grande que celle du théorème de M. Blu- 
menthal. 

L'extension du théorème de M. Blumenthal à ces nouveaux minimums 
est telle que la longueur totale des arcs exclus est encore de l’ordre de 
grandeur du minimum. 


4. Dans nos considérations des paragraphes précédents, la fonction 
(2) — els) _ I 


est supposée telle que la fonction H (3) soit aussi de genre infini; dans 
le cas contraire, nous pouvons aussi obtenir un théorème analogue, en 
employant le résultat que nous avons établi autrefois pour les fonc- 
tions entières de genre fini dans notre Note : Sur les fonctions entières 
de genre fini ( Bulletin de la Société mathématique de France, t. XXXII, 
1904, p. 314). 

Ce résultat, qui est analogue au théoréme de M. Blumenthal pour le 
module minimum des fonctions de genre infini, est énoncé de lafacon 
suivante : St l’on exclut sur la circonférence de rayon r, asses grand, 


> > PR a. ; ab 
certains arcs de longueur inférieure a e" , a elant un nombre positif 
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quelconque inférieur a e, tous les autres points de la circonference satis- 
font a l'inégalité 
THs) | > er, 
H(z) désignant une fonction entière d'ordre 2. 
Nous en concluons immédiatement que la fonction entière 


f( s)= ells) __ 
qui est de genre infint, satisfera à l'inégalité 
BR Se (ere), 


exception faite de certains arcs de la circonférence de rayon r, dont la 


longueur totale est inférieure de”, & étant un nombre positif quel- 
conque inférieur à ¢,. 11 y a là des fonctions de genre infini, dont le 
module minimum jouit d’une propriété analogue à celle des fonctions 
de genre fini, au point de vue de la grandeur du module minimum et 
de la longueur des arcs exceptionnels. 


5. Le lemme qui sert de base pour cette étude du module minimum 
des fonctions entières nous permet d'aller beaucoup plus loin. Ainsi, 
si nous posons 

log: u(r) 
log; p(r)=loglogu(r), 
) 


= log log;p(7'), 


= log log p(r), 


log,+ı (7) = log log, p(r), 


toutes les fonctions de la forme 


+ Ant eH(5) 


Ast edat" 


In Cale A + ete 


où les A, A,, A,,..., A, sont des nombres constants différents de zéro 
et H(z) une fonction entière d'ordre infini, admettent le théorème sui- 
vant du module minimum : 


St l’ordre de f(z) est u.(r), elle satisfait a l'inégalité 


7 pied i 
Weise er (7) = [logyar 2 (27) | 
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a l'exception de certains arcs de la circonférence de rayon r, assez grand, 
dont la longueur totale est inférieure à CLEO 


La démonstration de ce théorème, qui se ramène immédiatement à 
celui du n° 3, se fait de proche en proche de la facon suivante : Nous 
voyons d’abord que la fonction entière H(z) est d'ordre plus petit ou 
égal à m(r) = [log,,, u(r)|"**et ensuite le théorème du n°3 nous per- 
met d'établir immédiatement le théorème complémentaire successive- 
ment pour les fonctions FC #45) fal); RCE 

Il y a là des classes étendues de fonctions entières admettant un 
module minimum considérablement plus grand que le minimum fourni 
par le théorème de M. Blumenthal et avec des ares exceptionnels 
d’etendue totale de l’ordre de grandeur du minimum. 


II. — Sur la croissance des fonctions algebroides. 


6. Dans un travail publié récemment (Bulletin de la Société mathe- 
matique de France, t. XXXIX, 1911, p. 304-309) nous avons fait une 
étude très précise du module maximum des fonctions algébroides mul- 
tiformes; d’autre part, dans mon Mémoire : Sur les fonctions ayant un 
nombre fini de branches (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
t. II, fasc. 1, 1906, p. 92) j'expose une méthode par laquelle le théo- 
rème du module minimum s'étend aussi à toutes les branches des algé- 
broides multiformes avec la mème précision que pour les fonctions 
entières. 

Je me propose d'exposer ici quelques résultats complémentaires 
concernant la croissance du maximum de la partie réelle et de la valeur 
absolue du minimum de la partie réelle en comparaison avec la crois- 
sance du module maximum des algébroides multiformes. Soit u = 9(s) 
une fonction algébroide définie par l'équation 


(1) f(s, a) = u¥+ A,(3) ur! A,(s) uw? +...+ Ay_1(4) «+ Ay(s) =0, 


les coefficients A, (2), A,(z),..., A,(z) étantdes fonctions entières, et 
désignons par m (r) le module maximum de la fonction u = 9 (s); dési- 
gnons aussi par ui(7), u,(r),...,u,(r) des ordres (d’après la détini- 
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tion de M. Blumenthal) des coefficients A, (z), A,(z),...,A,(z)et par 
u.(r) la fonction qui, pour chaque valeur de r, est égale au plus grand 
des nombres u, (r), u:(r),...,1u,(r) et qui peut être appelée ordre de 
l’algebroide multiforme u = 9(z). 

D'après le théorème sur le module minimum, nous avons l’ine- 
galité 


; rire : I He (7 
min 5 e-' ou bien — <e’ 
lo > minlo@)] = 


site 
Nous en déduisons la formule 


log | s( : ) 
eue min|o(z)| 


»\1+€ 
logr ZEN). 


(2) 


D'autre part, d’après le théorème du module maximum, nous 
avons 


u(r) +e 


(3) mir) en, 


l'inégalité à droite étant satisfaite à partir d’une valeur de r et l’inéga- 
I D 
lité à gauche comportant des couronnes circulaires exceptionnelles 
5 
st néglig . Ces inégalités nous 
dont la largeur totale est ligeable. C galités nous donnent 


log logm(r) 
logr 


(4) Do < HE. 


log log n(r) 


L'inégalité (2) montre que la fonction — ne saurait être de 


or 


degré de croissance plus grand que celui de u(r),n(r) désignant 
l'inverse du module minimum de l’algebroide multiforme 9(z); 


log log m(r) 


d'autre part, les quantités u. (r) et == sont du méme degré de 


7 


croissance en vertu des inégalités (4); nous en concluons que la quan- 
log log n (7) 


tité ne saurait étre de degré de croissance supérieur 
oO 
à log log m(r) 
logr 


7. Posons maintenant u=o(z)=R(®,y)+ig(x,y), en desi- 
gnant par R(a, y) la partie réelle de 9(s), par P(r) et —g(r) le 


Ann, Fe. Norm., (3), XXX. — SEPTEMBRE 1913. 49 
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maximum et le minimum de R (a, y) sur la circonférence de rayon r, 
et considerons d’une facon En, la fonction algébroide e* dont 
le module maximum est égal ae" et le module minimum es égal a 


(r) 
qm), TS :, = 0s AL CE 
e D'après le résultat du paragraphe précédent, la quantité Se Log r 
Ing N 4 ec Be ipl >. ] S d ! PCr iy 
n’est pas de degré de croissance supérieure à celui e 108" (7). mais, 
© Le. 7 


en faisant les mêmes raisonnements sur la fonction e”?®, dont le 
module maximum est egal à e?” et le an minimum ae”, nous 


P(r) 


ne saurait étre de degré 
ae 


obtenons la conclusion que la quantité 
log g (7) 

logr 

On en déduit que les deux quantités log P(r) et logg(r) sont du 
même degré de croissance ; nous avons donc le théorème suivant : 


de croissance supérieur a 


Tutortme I. — Le logarithme de la valeur maximum et le logarithme 
de la valeur absolue du minimum de la partie réelle de toute fonction 
algébroide sont du même degré de croissance. 


Pour se rendre bien compte de ce théorème, je rappelle la définition 
de l’equivalence des degrés de croissance : Nous disons que deux fonc- 
tions croissantes M,(r) et M,(r) sont du même degré de croissance 
lorsqu'on a les inégalités 


[M CHENE (r) TM, (r) TES, 


satisfaites à partir d’une valeur der, sauf, peut-être, quelques inter- 
valles exceptionnels dont l’étendue totale est négligeable. 

Nous pouvons compléter le résultat ci-dessus acquis en nous 
appuyant sur un autre théorème que j'ai établi dans un travail 
récemment publié dans les Rendiconti del Circolo matematico di Pa- 
lermo (Extension d'un théorème de M. Borel'aux fonctions algebroides 
muluformes, t. XXXII, 2° sem. 1911, Ad. del 12 febrajo ıgır), 
d’après lequel /e maximum de la valeur absolue de la partie réelle d’une 
algebroide multiforme est du méme degré de croissance que son module 
maximum. 

Ce résultat était déjà établi pour les algébroides uniformes (c’est-a- 
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dire pour les fonctions entières) par MM. Borel (') et Blumen- 
thal (*). 

En le combinant avec le théorème I, nous obtenons le théorème sui- 
vant : 


TuéorÈme II. — Le logarithme du module maximum de toute fonction 
algebroide est du méme degré de croissance avec le logarithme de la valeur 
maximum de sa partie réelle ainsi qu avec le logarithme de la valeur abso- 
lue du minimum de la partie réelle. 


La partie imaginaire jouit, évidemment, de la même propriété. 

L’acquisition de ces résultats était nécessaire pour compléter nos 
recherches sur la théorie générale des fonctions algébroides multi- 
formes, que nous avons commencées par l'extension du célèbre théo- 
rème de M. Picard. 


8. Nous devons ici remarquer que la précision établie dans la pre- 
mière Partie de ce travail pour la grandeur du module minimum des 
fonctions entières admettant une valeur exceptionnelle différente de 
zero, peut s'étendre aussi aux algébroides multiformes qui admettent 
une valeur doublement exceptionnelle différente de zéro [voir mon 
Mémoire : Sur les fonctions ayant un nombre fini de branches (Journal 
de Mathématiques, fase. 1, 1906)] : Si le nombre a est exceptionnel, au 
sens primitif de M. Picard, pour une algébroide multiforme 9 (z) finie 
à distance finie, nous avons l’égalité 


p(s) — a = el"), 


H(z) étant une fonction aussi finie à distance finie; cette fonction 
H(z) n’est pas, en général, algébroide (c’est-à-dire elle a une infinité 
de branches) : le cas où l’exposant H(z) serait une fonction algé- 
broïde (à un nombre fini de branches) est un nouveau cas d’exception 
et il est unique, comme je l’ai démontré dans mon Mémoire ci-dessus 


(1) Leçons sur les fonctions entières, p. 63-69. Paris, Gauthier-Villars, 1900. 
(*) Dans son Livre déjà cité. Des procédés différents ont été employés aussi par 
MM. Landau, Schottky et Carathéodory. 
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indiqué; dans ce cas spécial d’exception, la valeur a est appelée 
dans mon Mémoire : valeur doublement exceptionnelle. Les algébroïdes 
multiformes ayant toutes les propriétés qui ont été nécessaires pour 
ma démonstration de la première Partie de ce travail, nous en con- 
cluons qu’un procédé tout à fait identique nous fournit, pour les algé- 
broides multiformes présentant le cas doublement exceptionnel unique, 
une limite du module minimum beaucoup plus grande que la limite 
générale et analogue à celle que nous avons établie pour les fonc- 
tions entiéres admettant une valeur exceptionnelle différente de 
zéro. 


III. — Le théorème de M. Picard (direction de M. Landau). 


9. En 1904 M. Landau (') a démontré le théorème suivant : 


Soit une fonction analytique 
H(z) CA) a Ceo Se A srt... ey SP tee 
régulière en z = 0 pour laquelle a, = 0; il existe un cercle 
[31 <R— R(co, a) 


dont le rayon dépend seulement de «, et a, (et non des autres coeffi- 
Clients Xp, Use. Ans...) à l'intérieur duquel la fonction H(z) possède 
un point singulier ou prend au moins une fois l’une des valeurs zéro 
et un. 


C’est une généralisation très importante du célèbre théorème de 
M. Picard. J'ai cherché à étendre ce nouvel ordre d'idées, introduit 
dans la science par M. Landau, aux fonctions qui sont nulti formes dans 
le voisinage du point s = o et j'ai obtenu des résultats satisfaisants que 
je me propose de développer ici. 


10. Étant donné un couple de nombres (x,, &,) tel que x, 40, nous 





(1) Ueber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes (Sitzungsberichte der 
Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1904, p. 1118-1133). 
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poserons 

L (= 2 
(1) (%, %) = Teen 
en désignant par L(«,, aı) le nombre (1) donné par M. Landau dans 
son travail : ('}) Ueber den Picardschen Satz (Vierteljahrsschrift Natur- 
forschenden Gesellschaft, Jahrgang 51, 1906). 

Soit une fonction u=9(z) admettant le point s = o comme point 
critique, autour duquel un nombre quelconque fini x de branches se 
permutent; en d’autres termes, la fonction u=¢9(z) est supposée 
algebroide dans le voisinage du point s =o et, par conséquent, elle 
sera définie par une équation de la forme 


RS ut A, (Zur ASS) et. HA, (sz) U +A, (zZ) 0, 


les coefficients A,(s), A,(3), ..., A,(s) étant des fonctions uniformes 
et régulières dans le voisinage du point z= o. 

Supposons que, dans un cercle (C) défini par l'inégalité |s|< vr, la 
fonction u=9(z) ne prenne ni la valeur zero ni la valeur un; alors, 
les deux fonctions 


F(z,0)=A,(z) et F(s,1) =1+A,(5) + A,(5) +... + An_1 (2) + An (3) 


ne s’annulent pas à l’intérieur du cercle (c) et il en sera de mème de 
la fonction 


& F(s,1) os An(z) 
ı+A,(z)+Az2(3)+...+An-1(2) 1+A1(3)+A,(3)+...+A, (3) 


dans le cas où la fonction A,(s) +A,(s) +... +A,_,(2) est finie 
dans le cercle C. Si done nous nous plaçons dans ce cas et si nous 
posons 


no) ne 
(4) BSD] ORTEN PRE PL 


(1) Nous pouvons aussi utiliser les limites élémentaires données par MM. Hurwitz et 
Schottky, ou bien la fonction #(%0, #1) indiquée par M. Landau et déterminée par M. Cara- 
théodory; pour tout cela, voir le travail de M. Lanpau, Ueber den Picardschen Satz, 
que nous citons dans le texte. 
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les deux équations 
B(2)}=0 et B(z)—1=0 


n’admettront pas des racines à l’intérieur du cercle C. Par conséquent, 
en vertu du théorème ci-dessus cité de M. Landau, si la fonction B(z) 
est régulière en z= o 


B(:)= «a; + Oy St 05 +... +A, 3"+... 


et si le nombre «, = B’(o) est different de zero, ou bien il existe al’in- 
térieur du cercle C un point singulier de la fonction B(z) ou bien le 
rayon r de ce cercle estinferieur au nombre L(«,, &,) de M. Landau; 
si donc le rayon r est égal ou plus grand que le nombre L(x,,x,), à 
l'intérieur du cercle C il existe ou bien au moins un point singulier de 
la fonction B(z) ou bien au moins un infini de la fonetion 


Ai(s)+A,(z)+...+ A, (2) 


(un point où elle prend une valeur infinie) ou bien au moins une racine 
d’au moins une des équations 


o9(2)=o et Dr) et. 


Nous remarquons que les raisonnements ci-dessus exposés n’exigent 
qu’une seule hypothèse : celle qui concerne la fonction B(z) qui doit 
être régulière en z = 0; par conséquent, nous n’avons besoin de faire 
aucune autre hypothèse particulière sur les coefficients A,(z), 
A,(z),..., A,(z) qui peuvent être singulières en s = 0 et mème non 
uniformes dans le voisinage de ce point; rien n’empêche.que ce point 
soit un pôle ou un point critique algébrique ou transcendant des coef- 
ficients A,(z), A,(z),..., A,(z), pourvu que la fonction B(z) soit 
régulière en z =0. 

Nous avons ainsi démontré le théorème suivant : 


TuéorÈME. — Sr une fonction u = 9 (2) est définie par une équation de 
la forme 


(5) ur + A, (3) ur + A,(z)ut +... + A, ,(s)u+A,(z)=o 
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telle que la fonction 


B(s)= ı+A,(z)+A;(2)+...+A,-ı(2) 


soul régulière en == 0 


B(z)= 9, ++ Sts + a, SM +..., 


el Si nous avons 
A7 0, 


le nombre L(x,,&,) de M. Landau a la propriété suivante : à l’intérieur 
du cercle 


(6) LR Lo.) 


ou bien la fonction u — © (z) prend au moins une fois l’une au moins 
des valeurs zéro et un ou bien il existe un infint de la fonction 
A,(z) + A,(3) +... +A,_,(s) ou un point singulier de la fonction B(z). 


Il y a là une généralisation du théorème de M. Landau concernant 
une classe très étendue de fonctions qui ne sont pas régulières 
en z = Oia). 


11. Les cas nouveaux sont évidemment ceux où le point s =o est 
un point singulier de la fonction considérée u = 9 (s) (autrement, on 
serait dans le cas de M. Landau). Cela explique pourquoi le cas où la 
fonction u=¢(z) ne prend ni la valeur zero ni la valeur un entraine 
l'existence à l’intérieur de ce cercle de points singuliers d’autres fonc- 
tions données par les coefficients de l'équation (5) et non de la fonc- 


(1) Nous avons donné ailleurs d’autres extensions aux cas où la fonction n’est pas regu- 
lière en z =o, ou bien où le cercle considéré contient des points critiques algébriques 
quelconques : 

Voir : Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences de Paris, t. CLV 
(2° semestre 1912), Le théorème de M. Picard et les fonctions algébroïdes (p. 1592-1595); 
t. CLVI (1° semestre 1913) : a. Sur les familles de fonctions algébroides (p. 862-865); 
8. Sur les séries et les familles de fonctions algébroides dans un domaine (p. 1141-1144). 

Aussi: Généralisation d'un théorème de M. Landau (Bulletin de la Société mathema- 
tique de France, t. XLI, 1913, p. 19-24); Le théorème de M. Picard et les fonctions 
algébroides [Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. XXXV (1° sem. 1913), 
Adunanza del 22 dicembre 1912]. 
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tion w=9(s) qui n'est pas régulière en z =0; en effet, la fonc- 
tion B(z) est, par hypothèse, régulière en s=o et la fonction 
H,(s) + H,(z) +... + H,_,(2) peut bien être finie en 3 — 0. 

Dans le cas où la fonction donnée u= 9(z) est régulière en z= 0 et 


définie par l'équation 
u+A,(s)=0, 
nous avons évidemment 


A, (@j=o; Aula 0, um Ay isos B(z)—=—A,(z) = 9(2) 


et, par conséquent, notre fonction B (z) coincide avec la fonction + (z) 
qui doit prendre au moins une fois l’une des valeurs zero et un, et nous 
retombons ainsi à l’énoncé même de M. Landau, qui se présente comme 
un cas particulier du nôtre. 

Lorsque le point s = o est ou bien un point régulier ou bien un pôle 
des coefficients A,, A,,..., An, la fonction u=9(z) est algebroide 
dans le voisinage de z = 

Dans le cas particulier où les coefficients A,, A,,.., A, sont des 
fonctions entières ou finies à distance finie, la fonction 


A1(3)+ Az) +... + A; (3) 
ne jouera aucun rôle dans l’énoncé de notre théorème, qui devient 
ainsi plus simple. 
Dans ce cas, les points singuliers de B(z) seront nécessairement 
des zéros de la fonction 


1+ A,(3)+A:(z)+...+A, (2). 


Si donc cette fonction n’admet pas des zéros, la fonction u = 9(s) 
prendra assurément à l’intérieur du cercle 


ER LC, oy) 


au moins une fois l’une au moins des valeurs zéro et un ('). 


(1) Dans le cas où, les coefficients A,, A,, ..., A, étant méromorphes, la fonction 
1+ A, (3) + A, (2) +... + A, (2) n’admet pas de zéros, tout point singulier de B(z) est 
aussi singulier pour la fonction u=»(3) et, par conséquent, notre énoncé devient tout 
à fail identique avec celui de M. Landau [cas où 9(z) est régulière en z= o]. 
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Le rayon L(x,, &,) ducercle, qui ne dépend que des nombres «, et «, 
(et non des autres coefficients &,, &,, ..., &»,...), ne dépend aussi, 
dans le cas général, que des nombres A, (0), A,(0),..., A, (0) et A, (0), 
A,(0),..., A, (0); ces nombres existent toujours dans le cas où les 
coefficients A,, A,, ..., A, sontdes fonctions régulières en z = 0; pla- 
cons-nous dans ce cas. Le rayon L (ao, x, ) dépendraitaussi des nombres 
A’, (0), Aj(o), ..., lorsque le point s =o est un zéro commun des 
fonctions | 


An(s) et Bo Aas) Ag( 2) 4... PA; (2) 


ou bien des termes de la fraction, que nous obtenons en dérivant une 
fois l'expression 
An(2) 
1+A,(z)+A:(3)+...+ A; (2) 


12. Nous remarquons enfin que l’application de notre méthode nous 
conduit à un théorème analogue à celui du n° 10, valable pour toute 
fonction u — ®(z) définie par une équation de la forme 


2(3,u)=A,(z)+A,(z)u+A,(z)u+...+A,(s)ut+...—=0, 


la fonction Z(z, w) étant holomorphe dans les cercles |z| <r 
|u| << 9 où le rayon 9 est plus grand que l'unité. Le rôle de B(z) se 
ici joué par la fonction 


3(3,0)— 3(2,1)  Ai(z)+ Ao(3) + A3(3) +...+ A,(3) +. À 
= y + A5 + A2? +... + NEE, 


qui doit être régulière en z =o telle que a, #0. 


u —. 
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SUR LA THEORIE 


DES 


CONGRUENCES DE DEGRE SUPÉRIEUR; 


Par M. Gustave RADOS. 


Dans le présent travail, je me propose de donner quelques théorémes 
qui contiennent la réponse à certaines questions — non sans intérêt, 
à mon avis — se présentant dans la théorie des congruences de degré 
supérieur. 

On peut toujours décider si deux équations algébriques ont une 
racine commune ou non. Pour cela, on n'a qu’à former le résultant et 
examiner sa valeur. Il n’en est plus de même lorsqu'il s’agit de la 
racine commune de deux congruences. Pour que les congruences 


TE ah eee OO ER di —0 
0 1 m=1 m 


(modp), 
g(a)=b2" + ba"! 4... + D, x + 5, P 


Il 


ayant pour module un nombre premier p, admettent une racine com- 
mune, il est nécessaire que le résultant des polynomes f(a) et g(x) 
soit nul (mod p), mais cette condition, à elle seule, n’est pas suffi- 
sante. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes, sera un des 
objets du présent travail. La solution trouvée permettra de former des 
critères pour l'existence d’une racine multiple d’une congruence ayant 
pour module un nombre premier. 

Un second groupe de théorèmes aura pour objet les congruences 
dont le module est la puissance d’un nombre premier. 
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On sait que l'étude d’une congruence dont le module n’est pas pre- 
mier peut se ramener à l’etude de congruences ayant pour modules des 
puissances de nombres premiers. Si, par exemple, on a à résoudre la 


congruence 
f(x) =o (mod m) 


et que le module m s’écrit 
m = PT! Da. pr 


Pr 


(Pis Pas +++) Pr désignant des nombres premiers distincts), la congruence 
proposée est équivalente au système des 7 congruences 


f(æ)=0 (mod p® ) 


CU. peer ae erat”): 
Soient, en effet, 
SUR oa GE ean 2 
(Reta, re) 


les solutions des congruences précédentes et choisissons les £, de telle 
façon que l’on ait 


m 

pie! (mod pi) 
i 
(rer rl 


alors toutes les racines incongrues (mod m) au nombre de v,,v,,...,v,, 
vérifiant la congruence au module non premier m, seront données, 
comme on sait, par la formule 





m m m 
—— Ie (1) c (2) ley (vr) 
= Te an rd, (mod m) 
Pi D 2° r 
(HN VE TR De oe Oca Ve} 


Dans ce travail, j'aurai l’occasion de montrer en détail que la réso- 
lution d'une congruence,ayant pour module une puissance d’un nombre 
premier, peut toujours se ramener à la résolution d’une congruence 
qui à pour module un nombre premier. Mais il y a là, entre ces deux 
espèces de congruences, une différence profonde, sur laquelle il con- 
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vient d’insister. Si le module est un nombre premier, le nombre des 
racines distinctes ne peut surpasser le degré de la congruence, mais il 
n'en est plus de même si le module est une puissance de degré supé- 
rieur à 1 d’un nombre premier. Pourtant — et ce sera un des résul- 
tats auxquels nous arriverons — cette dernière circonstance ne peut 
se présenter qu’exceptionnellement à savoir lorsque, le premier 
membre de la congruence étant un polynome donné, le module est la 
puissance d'un nombre pris entre certains nombres premiers singu- 
liers. 

Pour terminer, je donnerai un théorème qui établit un lien entre la 


résolution de certaines équations algébriques et des congruences for- 
mées à l’aide de ces équations. 


I. — Conditions pour l'existence d’une racine commune 
de deux congruences. 


Si les congruences 


)=H2"+ az" l+,..+an=0 


mod 
5 ry=ebha"+bxr"'+...+b,=0 ( P) 


ont une racine commune æ = @, on peut former, à l’exemple du pro- 
cédé dialytique de Sylvester qu’on emploie dans lathéorie des équations 
algébriques, les congruences suivantes : 


ri Fea) =o, En, a a f(æ)=0 
ar-ı f(a) fe) fe) ae 
am—! o( a) =0, ar (4) == 0, RE a g(a)= 0 


qui représentent, par rapport aux valeurs 


= 2) 0 
amtn of oman > En a 3 GA 


un système de m + n congruences linéaires et homogènes. Il faut donc 
que le résultant 


ay a oO o 
R ye ae 0 EIN, di 

=a eS, REN een = 
2 bo bi bn, 0 0 


Banana, 8 8/88 bw ae ee ele Sie Sinus ee Fé 6 
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soit congru à zéro (mod p). La congruence 
R= Rés.[ f(z), g(x)]= 0 (mod p) 


est donc une condition nécessaire pour que les deux congruences don- 
nées admettent une racine commune. On peut voir aisément que cette 
condition n’est pas suffisante. Néanmoins on peut tirer de cette condi- 
tion nécessaire quelques conséquences importantes. Sile résultant des 
polynomes f(x) et g(a) n’est pas identiquement nul, c’est-à-dire si 
f(a) et g(x) sont algébriquement premiers entre eux, la condi- 


tion 
R=o (mod p) 


ne peut étre vérifiée que par un nombre fini de nombres premiers p, 
d’où ce théorème : 


THÉORÈME I. — St les polynomes f(x) et g(x) sont premiers entre 
eux, les modules p, par rapport auaquels les congruences 
J(a2)=o 
(mod p) 
g(æ)=0 


admettent une racine commune, sont en nombre limite. 


Prenons en particulier g(a) égal à f(x), dérivée de f(x), on a 
alors comme corollaire ce théorème : 





THÉORÈME II. 
la congruence 


St le polynome f(x) est premier avec sa dérivée f' (x), 


f(x) =o (mod p) 


ne peut avoir de racine multiple que pour un nombre limité de modules 
premiers p. 


Cela étant, nous allons chercher les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour l’existence d’une racine commune a deux congruences 
données. Comme on peut constater immédiatement la présence de la 
racine #==0, nous pouvons nous borner à rechercher les racines com- 
munes différentes de zéro (mod p). Écrivons donc les congruences 


SUR LA THÉORIE DES CONGRUENCES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR. 399 
sous la forme (‘) 


\ f(a) = ay xP" + a,xP-3+...+ ap .=0 


| g(2)= bar + bia +. + by = 


(1) (mod p) 

et, en supposant qu'il existe une racine commune non nulle, cher- 
chons les conditions auxquelles les coefficients doivent satisfaire. 
Cette racine commune (qui, par hypothèse, n’est pas divisible par p) 
verifiera toutes les congruences 


uf(x2) + g(x)=0 (mod p) 


(i= 0.1.2. 0.5) —T). 
Or la congruence 


uf oy er) ='0 (mod p) 


n'a de racine différente de zero que si 


a u+b Hub ... Gy 2t + by. 

a, u+b dst Di 8 u + b 
Dim. Er ee ao oe = 

Gp 3U+ 6, Hürb, ... Qu du, 


= R,ur! + R,we? +...+R,-.u+ R,1.=0 (mod p), 


ainsi que je l’ai démontré dans mon Mémoire K cité plus haut. 
Done, il résulte de l’existence d’une racine, commune aux deux con- 
gruences (1), que la congruence en u 


®( uw) =R, we" + Ryur?+...+R,.u + Rp1=0 (mod p) 
(où les coefficients sont des polynomes par rapport aux a et aux b) 


est vérifiée pour 
== 0, 102, : D 1 (mod p ). 


Le nombre de ces valeurs étant supérieur au degré de la congruence 
en &, il faut que l’on ait 


(1) R,= 0, R, = 0, En cy R,1=0 (mod p). 








(1) Voir mes Mémoires : Sur la théorie des congruences de degré supérieur, paru en 
hongrois [4 felsöbbfokü kongrueneziak elméletéhez (Math. és Fermészett. Ertesetö, t. I» 
1883, p. 296)|; Zur Theorie der Congruenzen höheren Grades (Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, t. XCIX, p. 258). Pour abréger, je eiterai ces Mémoires par la 
lettre K. 
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Ces conditions sont necessaires pour qu’une racine commune 
existe. | 

Les considérations simples suivantes montreront qu’elles sont aussi 
suffisantes. Supposons toutes les conditions (1) vérifiées. Dans ce cas, 
le déterminant ®(w) étant nul pour toutes les valeurs incongrues 


de u 
U=0,1I,2,...,pP—I (mod p), 


chacune des congruences 


(2) uf(xz)+g(x)=0 (mod p) 
à : 

(UE 0 ER PE 
aura une racine différente de zéro. Or ces congruences sont au nombre 
de p et il n'y a que p — 1 valeurs de « distinctes de zero. Done, deux au 
moins des congruences (2) 


Il 


u' f(x) + g(æ) 
u' f(x) + g(2) 


Il 


O 
(mod p) 
0 


auront une racine commune & différente de zero: 


Il 


w f(E) + 8(E) =0 


N i mod p). 
re 


| 


D’autre part, 


! 


F #0 (mod p), 


u 





done 
F(t) =0, g(t)= (mod p); 


IN 


c’est dire que les congruences (1) admettent la racine commune 
Nous pouvons done énoncer le théorème suivant : 


Téorème IT. — Pour que les congruences 
f(x) =, g(æ)=0o (mod p) 
admeltent une racine commune, il est nécessatre et suffisant qu'on ait 
R,= 0, R, = 0, R,1=o0 (mod p). 


Eerivons explicitement ces conditions (1). Pour cela, convenons de 
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désigner une colonne quelconque des matrices 


ao ay eee ap—2 by b, ee Ones 
IG AD td HET by bs by 
et 
Zia gee gee. (pes Diner Duo 


par le premier élément de la colonne et un déterminant quelconque 
(composé de ces colonnes) par les éléments de la première ligne. Ainsi 
le symbole 


De eo iy Vs Ans oy Que | 


représente le déterminant d'ordre p — 1 qui contient les colonnes ayant 
pour premiers éléments 


a, 4, ss dh Dis i,+1) ss Ay, Bis dix+1) +. Ap-2: 


Les quantités R,, R,, ..., R,_, s'expriment alors sous la forme 
Ro = | ao, Qs, ...; a p—2 |; 
Ri = | Zo, Ay, +++ di Din dicts +» Mp2 a 

(à) 


Re D er ee pa DU hi eats Din Qi in ea, ps | 


(4, ty) 


ie seine serie CHP + ce PM 0: en © 0e Lt Dr is face els 6 6) 0 a'8 © 6 % © 0 e ee 0 © vole se 88 Oe nie 1e ee se ee» ex ee © 


Rp-1= |, b;, sey b_, | 


où le signe & dans l’expression de R, signifie qu’il faut prendre 


pour 
y AT PARENT at Uy 


toutes les combinaisons k à Æ des éléments 
CM acy Dem: 


Eclaireissons ceci par un exemple. Les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que les congruences 


f(x) = vera + ax +a;=0 
g(æ)= ba + b,x?+ b,x + bs=0 
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(mod 5) 
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aient une racine commune sont les suivantes : 


2 
Il 


R; == 


R, 


Il 


Il 


a 
ay 
ds 


a3 


bo 
bi 
b; 
b; 


a; 
a, 
az 


ao 


ay 
a2 
a3 


Qo 


as 
ao 


a; 


A; 
ao 


ay 


Aa 
a; 
ao 


a, 


= 0 (mod 5); 


(mod 5). 


b, 


+ 


Qy 2,705 
a a, Ob; 
dd) 20, 
Use age’, 


(mod 5); 


bo a 
b, a, 
b, as 
bs a 
a a 
ayes 
As a3 
3 a 
be 0; 
b, be 
b, b; 
b, by 
(mod 5); 


a; 
ao 


Qa 


b; 
bo 


Qa, 
a3 
ao 


a, 


b; 
bo 
bi 
ba 
b; 


0 


(mod 5); 
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Si, dans le théoréme III, nous posons 


d f(x) 


g(xz) = dx ? 





la fonction ® (u) qui figurait dans la démonstration sera remplacée par 
la suivante : 


Ayu a,u+(p—1)d) a,u+(p—2)a, ... Ap .U+ap-y 
__| 4u+(p—i)ady a,u+(p—2)a, a,u+(p—3)a, ... Ayu 
D(u)= penis 
Ap—.~U+Ap-3 Ayu Œu+(p—1)a .. A,-3U+2A,-, 


= D,ur?+ D,ur®+...+D, 
et nous arriverons à ce théorème : 
TuéorÈME IV. — Pour que la congruence 
f(x) =0 (mod p) 
ait une racine multiple, il faut et il suffit que les conditions 
(11) - D=o, D,= 0, es D,_:=0 (mod p) 
sotent vérifiées. 
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Il est évident que les conditions (II) peuvent s’écrire sous forme 
explicite aussi facilement que les conditions (1). 

Je ferai observer que la méthode qui nous a conduit au théoréme III 
peut s’appliquer à un nombre quelconque de congruences. Pour abré- 
ger l’écriture, nous raisonnerons sur trois congruences, mais cela 
n'implique, je le répète, aucune restriction. 

Soient les congruences 


SJ (2) = War? + ay xP FP +... + ap.» =0 
g(xv) = boxe? + by xP F+...4+ b,_,=0 (mod p) 


h(a) = CLP + Cy wP-F +... 4+ Cp =O 


et supposons qu’elles aient une racine commune différente de zéro qui 
vérifiera naturellement chacune des p* congruences 


uf(xr)+ g(r) +h(r)=0 (mod p) 


Gi 4 Ki hcsoals BAG SE 0e, Dire). 
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Mais alors, d’après le théorème établi dans mon Mémoire K, 


on aura 


aut br + cy ore Ap_au + Dp? CH 
DU, 0) Hl] .............. Ate AR oD oo one Go bo 
Op ba + lis ie pau Dr ab ch 
p—1 
= © (Reo ur + Ru ur to +...4 Rx vf) = (mod p), 
N) 


et cela pour tous les systèmes de valeurs 


Meeres, 


(Ki 0, 1, DB, DL oa D En 


Or lacongruence 
Du, °) =o (mod p) 


est de degré p — 1 et il est aisé à démontrer qu'elle ne peut être vérifiée 
par les p? systèmes de valeurs (A, /) que si 


(1’) Bono, Bu=0 ASE Ry:= 0 (mod p). 


Ces conditions sont donc nécessaires pour qu'il existe une racine 
commune. 

Elles sont aussi suffisantes et l’on peut s’en convaincre par les consi- 
dérations qui suivent. Supposons les conditions (1°) vérifiées. Le deter- 
minant ®(u, ¢) étant nul, quelques valeurs que prennent les indé- 
terminées u et , on en conclut, d'après le théorème III, que les 


congruences 
f(2)=09, vh(r)+ g(r) =0 (mod p) 


ont, quelle que soit la valeur de ¢, une racine commune différente de 
zéro. Comme le nombre de ces systèmes de congruences dépasse d’une 
unité le nombre des valeurs incongrues (mod p) différentes de zéro, 
il y aura deux systèmes admettant la même racine commune £. On aura 


donc : 
: F(é) S09, v 9(E)+h(E)=o (mod p) 

e 
S(&) =09, ve g(—)+h(—) So (mod p) 


(eA 9"), 
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d’où il résulte 
fE)=0, g(Ë)=o, A(Ë)=o (modp). 


C’est dire que les congruences (1') ont une racine commune. Nous 
pouvons donc énoncer ce théorème : 


Tutortme V. — Pour que les congruences 
f(æ)= 0, g(z)=0, h(x) = 0 (mod p) 


admettent une racine commune différente de zero, tl faut et il suffit que 


l’on ait 





L ( Ro= 0, Ri 0, Te: Ryp=o (mod p) 
Eu) ] (AE 0 a; PT): 


Si, en particulier, on pose 


af), h(x) = SX) 


ANS dx dx? 


les conditions (I’) ainsi transformées deviennent nécessaires el suffi- 
santes pour que la congruence 


f(x2)=0 (mod p) 


ait une racine de multiplicité égale ou supérieure a 3. 


II. — Congruence ayant pour module une-puissance 
d'un nombre premier. 


(1) J (2&2) = Hr" + 4,2"'4+...+a,=0 (mod p*) 
I 
(ka): 


Il est évident que toute racine de cette congruence vérifie aussi la 
suivante : 
(2) f(æ)=0 (mod p*-'). 


Done si la congruence (2) n’a pas de solution, la congruence (1) n’en 
aura pas non plus. Si, au contraire, la congruence (2) a pour racines 
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les nombres 
ayy, Xo, FONDS) dis + ee Ay 


les racines de la congruence (x) se trouvent parmi les termes des pro- 
gressions arithmétiques 


dj Ep lY, AE Pen V ey (== 0, 12, Be 


Il est naturel de se poser la question : comment choisir la valeur de y 


pour que 
a+ pry 


vérifie la congruence (1)? On trouve la condition 


TRUE) CH Ain 
flart pty) = f(a.) + pr LD y+ per CD lat pm pe )yı=o 
(mod p#) 

qui s’écrit, grace à l’inégalité 
RER 


sous la forme plus simple 
Sarpy) = flan py fi Dee mode 


parce que tous les termes, à partir du troisième, du développement 
taylorien sont divisibles par p*. 
se réduit ¢ à résoudre la congrueı premier degré 
Tout se réduit donc à résoudre la congruence du premier deg 


(3) PE (a) y =— fez)  (modpi) 


où y désigne l’inconnue. 
Ici il y a deux cas à considérer suivant que le plus grand commun 
diviseur de p*='f'(«;) et p* est 


(I) [pet fi (ai), p= y* 
ou 
(A) [pe f' (ai), pÉ] = p*. 


Dans le cas (1) les solutions de la congruence (3) vérifieront la 
congruence du premier degré 
Fi) 
(4) COS pe 





(mod p) 
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SJ 


qui a pour unique solution 


LE 


CE 





rf (a)? (mod p); 


donc, dans ce cas, les solutions distinctes de la congruence (3) se 
trouveront parmi les valeurs 


_ f(a) 


J pet 


LS! (a2) J? + pu Ci ae PME 


Les valeurs correspondantes de x 
w= a+ ph ly = ai fa) fa) P + peu 
seront congrues (mod p*) a 
= — fai) | f(a) Ps 


ainsi à chaque racine de la congruence (2) correspondra une racine 
de la congruence (1) 


— far) [f'(a%r)]?-? (mod p*). 


Si le cas (I) se présente pour toutes les racines de la congruence (2), 
c’est-à-dire que 
I (ai) 40 (mod p) 


(t= 1, 2,..-, 7), 


alors la congruence (1) aura exactement autant de racines que la con- 
gruence (2). 
Nous avons affaire au cas (II), si 


J'(a:) =o (mod p) 


et observons que, dans ce cas, x; est aussi racine commune des con- 
gruences 

J (2) =o (mod p), 

f(2) =o (mod p). 


Ici encore on a à envisager deux circonstances différentes qui peu- 
vent arriver l’une ou l’autre. 
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Dans la première, on a 


— f(a) 


(117) a o (mod p), 


ce qui exclut la possibilité de résoudre la congruence (3), done la 
suite 
a+ pry (FRONT aerate) 
ne renferme aucune solution de la congruence (1). Si cela arrive pour 
toutes les racines 
is Oo, er, Am 
la congruence (1) n’aura aucune solution, quoique la congruence (2) 
en alt. 
La deuxième circonstance se présente si 


mets phan 


6112) ES © o (modp), 


c’est-à-dire que &; est une racine commune des congruences 
f(x)= 0 (mod p*-') et f(x) =0 (mod p*). 


Dans ce cas, la congruence (y) étant vérifiée par chacune des 


p valeurs 
P=O,1,2,...,P —1I (mod p), 


la racine «; de la congruence 
f(x) =0 (mod p*-') 
nous donnera les solutions suivantes de la congruence (1) 
za, Op, a;tapi', ..., a+(p—1)p (mod p#). 


Si cela arrive pour toutes les racines de la congruence (2), la con- 


gruence (1) aura pr racines. 
En passant de la congruence (1) à la congruence (2), de là, à la con- 


gruence 
f(x) =o (mod p*-*), 


puis à la congruence 
f(æ)=0 (mod pi), 
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et ainsi de suite, le nombre des racines ne peut varier que si quelques- 
unes de ces congruences présentent le cas (IL). Notamment, le nombre 
des racines augmente à chaque cas (II*) et diminue à chaque cas (II’). 
Si ce dernier cas ne se présente jamais la congruence (1) aura au plus 
autant de racines que la congruence 


f(x) =o (mod p) 


et pour celle-la on sait que le nombre des racines ne peut dépasser le 
degré de la congruence. 

En résumé, le nombre des racines de la congruence (1) ne peut 
dépasser le degré de la congruence que si les congruences 


f(x) = 0, Le = 0 (mod p) 





admettent une racine commune et que, par suite, la congruence 
f(x)= 0 (mod p) 


a une racine multiple. Mais, d’après le théorème II du paragraphe pré- 
cedent, si les polynomes f(x) et /’ (a) sont premiers entre eux, la 


congruence 
f(2)=0 (mod p) 


n’admet de racine multiple que pour quelques modules singuliers. De 
la résulte le théorème suivant : 


Tuéorème I. — Sz les polynomes f(x) et f'(x) sont premiers entre eux, 
ul n'y a qu'un nombre limité de nombres premiers p, pour lesquels le 
nombre des racines de la congruence 


f(x) =0 (mod p*) 


dépasse le degré de la congruence. 


Le cas général est donc celui où le nombre des racines de la con- 
gruence, ayant pour module une puissance d’un nombre premier, est 
inférieur au degré de la congruence. 

Il ne sera peut-être pas inutile d’éclaircir ce qui précède par un 
exemple. 
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Soit donnée la congruence 


f(x) = 2 — 72* + 162° — 8x2? — 167 — 327 =0 (mod 7?). 


Nous la résolvons d’abord mod 7. Par rapport & ce module, elle se 
met sous la forme plus simple 


f(x)=a+aoxi— x—2x+2=0 (mod 7) 


qui est vérifiée par 


a=—ı B= 2 (mod 7). 
Comme 
S' (a) =5at— 2803 + 18 — 164 —16 = 81 AO (mod 7), 
J' (8) = 56! — 2863+ 486?— 168 —16=0 (mod 7), 


nous voyons le cas ([) se présenter pour la racine « et le cas (IL) pour 
la racine B. On a ensuite 


f(B) = B*—78*+ 166*— 88?— 163—327=0 (mod7?); 


la racine 6 rentre donc dans la catégorie (II’). Les racines de la con- 
gruence 


f(x) = a$— 17 xt +16x— 8 x*— 162 — 327 =0 (mod 7°) 


s’obtiennent toutes par le procédé expliqué plus haut. La racine « 
donnera naissance à une racine et la racine B à sept. Ces racines 


seront 


a! == --1, Bi =2+3k; (mod 7?) 


(20; I, 2, 3, 4, 00) 
Revenons enfin à la congruence proposée 
5 | 
f(x) = aÿ— xt +16x— 82? — 162 — 327 =0 (mod 7°). 


Nous trouvons 


Jia f'(Bx,) = 0 (mod 7) 
CAT oa ee 20) 
et puis 
J (Bk,) = 0 (mod 33). 


Done la racine +’ fait apparaître le cas (1) et les racines ß, le cas (IIP). 
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Les racines de la congruence proposée s'expriment comme il suit 


"=, Bigg = 2+7Kıt 7?k (mod 7°) 
(Ki, k,= 0, I, 2, 3, 4, 5, 6). 


Elles sont au nombre de cinquante. 
Si l’on se donnait la congruence 


ey 2116232162327 =0  (mod7*), 
celle-là n’aurait qu’une seule racine. En effet, 


Has) SE J (Sik) =0 (mod 7), 
J (Bink,) ZO (mod 7*) 
CAS al se 2 yh aaa 0)5 


cela revient à dire que la racine «” appartient au cas (I) et toutes les 
racines ß,,, au cas (II*). A a” correspondra une racine, aux 8,.,, 
aucune. Ainsi la congruence donnée du cinquième degré ayant pour 
module 7‘ admet une racine unique. 

Comme conséquence intéressante des considérations qui précèdent, 
énoncons le théorème suivant : 


THÉoRÈME II. — Sort 


f(x)=0 


une équation algébrique à coefficients entiers, admettant les racines 
rationnelles 


S1 : 82 Sm 
2 a Dog wee 
h, h, fine 


avec les degres de multiplicité 


ky, ka, | Kin 


el soit p un nombre premier quelconque. Nous pouvons écrire immeédiate- 
ment m oe racines de la congruence 


f(æ)=o (mod p*), 
pourvu que k ne dépasse aucun des entiers 


ky, ky, DO) An 


A12 G. RADOS. — THÉORIE DES CONGRUENCES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR. 
Ces racines sont données par la formule 


x=ghPt+cePp+tePpt+...tc¢2,p''  (modp#) 


(È (2) a un Mare 
(CC ARE CE M OL De, ba URL 


Ces racines ne sont autres que les entiers qu’on peut écrire avec 
k chiffres dans le systeme de numération ayant pour base p, le premier 
® , > p=2 
chiffre étant congru à g;,h? * (mod p). 





SUR 


CERTAINS RESEAUX SPHERIQUES 


ET 


LES SYSTEMES TRIPLES ORTHOGONAUX QUI EN DERIVENT; 


Par M. J. HAAG. 


Dans ma Thèse de doctorat ('), j'ai appelé réseau (s) tout réseau 
sphérique qui peut servir de représentation sphérique commune a 
toutes les surfaces d’une mème famille de Lamé. Je me propose, dans 
ce qui va suivre, de déterminer quelques-uns de ces réseaux et d'étudier 
les systèmes triples orthogonaux correspondants. 

Les résultats qui vont être développés ont d’ailleurs été résumés 
dans deux Communications à l’Académie des Sciences (*). 


I. — Réseaux (co) comprenant une famille de cercles. 


1. Nous sommes certains à l’avance qu'il existe une catégorie assez 
étendue de tels réseaux, car la considération des surfaces de 
Joachimstal engendrées par une tractrice [Th. (*), n° 7] nous prouve 


(1) Familles de Lamé composées de surfaces égales. Généralisations; applications 
(Gauthier-Villars, 1910). Voir aussi Annales de l'École Normale supérieure, 1910, 
1129703307: 

(2) Comptes rendus, 21 mars et 2 mai 1910. 

(3) Nous désignerons par cette abréviation notre Thèse déjà citée. 


414 HAAG. 


que les sections de la sphere par les plans tangents d’un cylindre quel- 
conque répondent à la question. 

Nous allons prouver que c'est la la solution la plus generale. On peut 
le faire de diverses manières. Nous allons adopter celle qui nous parait 
la plus féconde. 

Soit un système triple orthogonal dont les surfaces (p,) admettent 
pour représentation sphérique un réseau (a), dont les lignes (¢), cor- 
respondant sur chaque surface (9, ) aux lignes ¢, = const., soient des 
cercles. Considérons le trièdre OXYZ (Th., n° 13), dont les trois axes 
OX, OY, OZ sont respectivement paralléles aux normales aux sur- 


Fig. 1. 








faces (p), , (22). Nous savons qu'il dépend seulement de deux 
1 r2 

paramètres u et ¢, coordonnées curvilignes de la trace sphérique C 
de OZ par rapport au réseau (oc); les axes OX et OY étant respective- 
ment parallèles aux tangentes en C aux lignes (¢) et (u) de ce dernier. 

Ceci étant rappelé, pour exprimer que les lignes (v) de (a) sont des 
cercles, nous allons écrire que la trace A de OX décrit un grand cercle 
lorsque v demeure constant, condition évidemment nécessaire et suffi- 
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sante. Considérons le réseau (r) formé par ces grands cercles et par 
leurs trajectoires orthogonales, dont nous designerons respectivement 
les paramètres par ¢’ et uw’, le premier étant nécessairement une fonc- 
tion de » et le second étant supposé égal à Pare d'un grand cercle (¢), 
de telle sorte que l'élément linéaire relatif à ce réseau soit de la forme 


do? = du'? + C? dv". 


Soient OY, et OZ, les parallèles aux tangentes en A aux lignes (¢’) 
et (w’), orientées de telle manière que le déplacement élémentaire du 
point A ait pour projections sur ces axes du’ et Cd. 

En écrivant cette dernière condition et tenant compte des relations 
classiques entre les rotations d’un trièdre à deux paramètres, on trouve 
facilement que les rotations élémentaires du triedre OXY,Z, pour les 
accroissements du’, dy’ sont 
(1) = dv', — Cds", du. 

D'autre part, sz u et » sont les variables canoniques (Th., n° 16) du 
réseau (5) et si l’on désigne par les notations habituelles les rotations 
de OXYZ relativement à ces variables; si de plus on observe que 
OXY,Z, peut se déduire de OX YZ par une rotation autour de OX d’un 
angle que nous appellerons — ®, on voit que les rotations élémen- 
taires de OX Y,Z, pour les accroissements du, dy peuvent s’écrire 


(2) p,dv—d®, gducos®—r(du—dp)sin®, gdusin® + r(du— dv) cos®. 


Identifions (1) et (2), en nous souvenant que ¢ est fonction de v’ 
seulement; nous obtenons les six relations 


0® dv d® 0c 
ow Pi I — Ou!’ 
; : dv 2 
(3) q cos® — rsin® — o, rsin® 7 =— C, 
(gsin® + Saat (gsin® +.r De —r roe 0. 
ou! 6 dv! dy! 


La premiere nous prouve que ® ne doit dépendre que de v’. Si l’on 
P P | I 7 
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élimine g et r entre les quatre dernières, on trouve 


Ou dv 
/ = 2 
(4) pe eee Pa 
# WER Le , dv 
(9) Co Sin® cos® |. 


L’equation (4) montre que west de la forme /(u’) + g(¢’); à la suite 
de quoi l’équation (5) nous apprend que C est de la forme F(u') G(v‘). 
D'où l’on conclut que Le reseau (r) est un réseau de meridiens et paral- 
leles. Par suite, les cercles (¢) du réseau (=) ont leurs plans parallèles 
a une même droite et l’on retombe bien sur la solution énoncée au 
début. 


2. Nous allons maintenant nous servir des résultats précédents 
pour déterminer les conséquences qu’on peut tirer de cette solution. 

Prenons pour axe Oz l’axe des méridiens du réseau (r). Soient 9 
et 9 la longitude et la colatitude du point A. Nous prendrons 


(6) Wa C=, Ces Sin’: 


Ou : ; : 
Nous savons que 5, ne doit pas dépendre de »’; comme il en est de 


méme de C, la formule (5) nous apprend que le produit C 2b doit étre 
u 
constant. Les variables canoniques étant seulement determinees, pour 
un réseau (5) donné, à un facteur constant près, nous pouvons prendre 
ce produit égal à l’unité; d’où 
frs of LEI I 
(7) Sue Eee Rey 





L’équation (4) donne ensuite 


Ou 
(8) Pie ke 


On tire de la, et en tenant compte de (3), 


9 d 
BR: PET Male ale 
(9) w= log tang > [cot ado, 6 fra: 


1D x ! A 
(10) Pi = 7, —sin®cos® cos9, g=sin®sin§, r=—r,—=cos® sind. 
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Quant à ®, c'est une fonction arbitraire de 9, ce qui permet de prévoir 
qu'on peut choisir arbitrairement les plans des cercles (v) du réseau (7), 
pourvu qu'ils soient parallèles à Oz. C’est du reste ce que nous allons 
voir de manière précise en cherchant à construire ces cercles. 

Construisons d’abord le triedre OX Y,Z,. A cet effet, nous faisons 
tourner Owyz de l’angle 9 autour de Oz, ce qui nous donne le triedre 
Ox'y'z (fig. 1). Une rotation de langle 9 autour de Oy’ nous conduit 
ensuite au trièdre Ox’ y’2”. Le triedre OXY, Z, coincide avec Os’ ax" y’. 
En le faisant tourner de ® autour de OX, nous obtenons OX YZ. 

D'après cela, il est manifeste que sı 9 seul varie, le point C décrit un 
cercle de plan parallèle a Oz, de rayon sin® et dont le centre | a pour 


P 6 T = 
coordonnées polaires dans xO y (cos D, o + =). De plus, le point C se 


déduit à chaque instant du point N (ig. 1) par une rotation de l’angle 9 
autour de Oy’. | 
Ceci nous montre de façon claire que, si ® est une fonction arbitraire 


de ©, le plan du cercle pourra envelopper un cylindre quelconque 
parallèle à Oz. 


3. Il est utile d'introduire les représentations sphériques des sur- 
faces (2, ) et (9) du système triple orthogonal. 


Le point B, trace de OY, se déduit de C par une rotation de — 2 


4 


autour de OX. D'où il suit que le réseau représentation sphérique des sur- 

ER, , T 
‚faces (p,) se déduit de (s) par le simple changement de & end — = Il 
se compose des cercles polaires des précédents et de leurs trajectoires 
orthogonales. 

Quant à la représentation sphérique des surfaces (2), c'est un 
réseau (9°) caractérisé par la propriété suivante : Le méridien d'angle 
polaire © coupe toutes les lignes de la première famille sous l'angle ® et 

. ? T , 
toutes celles de la seconde famille sous l'angle ® + —- Cela résulte, en 


effet, de ce que les tangentes en A aux courbes 2, = const. et 
O re 
o, = const. sont respectivement parallèles à OY et à OZ. 
St l’on fait une projection stéréographique sur xOy, le réseau (5! 
pro] gaping ) 
devient un réseau plan orthogonal (o") composé, dans chaque famille, 
de courbes homothétiques par rapport au point O. 


Ann. Ec, Norm., (3), XXX. — SEPTEMBRE 1913. 53 


418 HAAG. 


En effet, l’angle © est alors l’angle polaire du point a, projection 
de A, et ® désigne l’angle dont il faut faire tourner son rayon vecteur 
pour l’amener suivant la tangente à la courbe de la première famille 
qui passe par ce point. L’angle ® étant une fonction arbitraire de 9, le 
réseau (5”) est le réseau orthogonal le plus général du plan des wy qui 


soit composé de courbes homothétiques par rapport à O. 


4. Étude des systèmes triples orthogonaux correspondants. — Nous 
allons maintenant nous proposer d'étudier les systèmes triples ortho- 
gonaux, que nous désignerons sous le nom général de systèmes (2), 
dont les surfaces (9, ) admettent toutes pour représentation sphérique 
le réseau (c) précédemment déterminé. 

Tout d’abord, on calcule sans difficulté le Tableau des cosinus 


| X —sin0 cos®, Y=sin@sing, i= cose: 
X,= cos#cose cos® — sing sin®, 
Y= cos sino cos® + coso sin®, 
(11) Z,=— sindcos®; 
X, = — cos@cosg sin® — sing cos®, 
Y,—— cos sing sin® + cosg cos@, 
\ Z,=  sin@ sin®, 


On a ensuite [Th., n° 16, formules (29) | 


À = Bh 8s,— sind cos (cos 9+ D) 


do 
112) \i= Baba sin sind: 
tees Di Bu = = cos P sin 9. 


Signalons les égalités suivantes, dont nous aurons à faire usage, 
(13) Milan Ae Ze 
En portant ces valeurs de A, et À, dans le système classique 


au; DB 
(14) Do; Sala Tl. (AKA L), 


SUR CERTAINS RESEAUX SPHERIQUES. 419 


qui doivent vérifier les cosinus, on obtient les relations simples : 


Fr ea 





ake 


ox 


Fe — 7X. De dt Er 
a = ZY, oy = AY De = la Ya: 

(15) ne Jr, ih =; 
ZX, DZ Y, hl; 
= ZX, N, hl. 


Rappelons enfin que les variables canoniques u et sont liées à 9, 
21, 2, par les formules (Th., n° 16) 


(16) uU=P—P, v—=p—Pp:. 


5. Cela posé, plusieurs méthodes se trouvent en présence pour la 
recherche des systèmes (2%). Celle qui vient la première à l’esprit 
consiste à tenter l'intégration du système 





> 
peep a ep.) CE: 7 p. 
(17) oes Ps % 
oP, oP, _ oP, 
Op» = 2: P:, “do AE dei — Py, 


que doivent vérifier à la fois les P, et les H; (Th., n° 12). Mais on 
n'arrive à aucun résultat simple. 

On pourrait aussi appliquer à l'un des systèmes (T) (Th., n° 17), 
lesquels s’obtiennent par quadratures, la methode générale de 
recherche des systèmes parallèles basée sur l'intégration d’un système 
de trois équations de Laplace ('). Les calculs sont encore compliqués. 

Un troisième procédé consisterait à remarquer que les trajectoires 
orthogonales des surfaces (2) sont planes, pour appliquer ensuite la 
méthode de M. Darboux pour la détermination de tous les systèmes 
triples orthogonaux comprenant une famille à trajectoires planes 


(1) G. DarBoux, Théorie des surfaces, n°° 1047 à 1053. 
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(Theorie des surfaces, t.1V, n° 1060). On se rame£nerait à la recherche 
des surfaces admettant pour représentation sphérique de leurs lignes 
de courbure le réseau (0°), (n° 3). 

Mais nous aurons des calculs plus simples et serons ramenés à un 
problème équivalent au précédent, à savoir l'intégration de l'équation 
de Laplace relative au réseau plan (5”), en procédant de la manière 
suivante. 

On peut toujours trouver, sans aucune quadrature, une infinité de 
systèmes (X) dependant d'une fonction arbitraire de la variable p. Ces 
systèmes, que nous appellerons systèmes (Ly), admeltent comme sur- 
‚faces (+) une famille arbitraire de sphères ayant leurs centres sur Oz ("). 
Cette affirmation se justifie en remarquant qu'il suffit, pour avoir une 
surface (p,) par exemple, d'associer les trajectoires orthogonales (?) 
de la famille de sphères. de façon qu’elles s'appuient toutes sur une 
même courbe de la première famille du réseau (o’), en supposant, ce 
qui est évidemment permis, que la sphère de centre O et de rayon ı 
fait partie des surfaces (2). On constate aisément que les surfaces de 
Joachimstal ainsi obtenues admettent toutes pour représentation sphé- 
rique de leurs lignes de courbure le réseau (c). 

Au reste, nous allons vérifier ceci analytiquement. Soient A et r la 
cote du centre et le rayon de la sphère (2). Les équations du système 
sont nécessairement 


Len esata NN ES 
et les P,sont (Th,n#120E 
Po—r+thZ, Piz, P2 =A. 
Or, si l’on porte ces valeurs dans le Système (17) et si l’on tient 


compte de ce que les Z; vérifient ce même système, on trouve l’unique 


condition 
a dh 


r= — 
dp 





(1) En des points variables. 

(2) On sait d’ailleurs (voir par exemple DarBoux, Theorie des surfaces, n°° 92 à 94) 
que ces trajectoires se calculent sans quadratures, si l’on s’est donné la famille de sphères p 
en se fixant l’une d’elles. 
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Nous pouvons donc choisir arbitrairement A en fonction dep ('), 
pourvu que cette fonction ne se réduise pas à une constante. Nous 
avons alors 


(18) REX à Pate), RD RL 
et 
(19) Po— h'-+ hZ, Brent Ben 7a. 


Ceci étant, considérons le système particulier (%,) obtenu en 


prenant 
rer 


Les sphères (2) sont dans ce cas tangentes en O au plan des ay et 
leurs trajectoires orthogonales sont les cercles tangents en O à Oz. 
Effectuons sur ce système une inversion de centre O et de puissance 
égale à 2 par exemple. Nous obtenons un nouveau systeme (£°) pour 
lequel les surfaces (9) sont des plans parallèles a Oxy, tandis que les 
sur faces (9,) et (p,) sont les cylindres parallèles à Oz et ayant pour bases 
les courbes du réseau (5). Or, on sait (?) que la recherche des systèmes 
parallèles à (X,) équivaut à la recherche des systèmes parallèles à (X), 
laquelle revient à l'intégration de l'équation de Laplace relative au réseau 


plan (s")(®). 


6. Nous allons voir que cette méthode, loin d’être purement théo- 
rique, conduit au contraire à des calculs fort simples. 

Remarquons tout d’abord que les H; du système (2, ) sont égaux à 
ses P;, car nous avons affaire à un système (H), dont le nombre o est 
égal à l'unité (Th., n° 17). Nous avons donc, en appliquant les for- 
mules (19), 


(20) Hi= eæ(1+2), Hie? 7s, Hi cz 


(1) Ou, ce qui revient au même, r en fonction de 4. 

(2) DarBoux, Théorie des surfaces, t. IV, n°° 1057 et 1058. 

(3) Il revient au même de chercher les surfaces qui possèdent un réseau conjugué se 
projetant sur æOy suivant (0”). 
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On en déduit les H, du systeme (2) par l'emploi de la formule 


N 2H; 
SS. eS ee D 
HR ie 
qui donne ici 
Z: 
1d 


(A 
aye 








(21) Ha 22 He eae es 
ou 
—— Ogee Pd 7 . —o,—|tang Pd 
(22) H'=e?, Hi!=—cosde ™ fine # Hi =sinde © Juve a 
Soit maintenant Q la solution la plus generale commune aux trois 


équations de Laplace que verifient æ,, y,, z,. Les coordonnées rela- 
tives au systeme (%) cherché sont données par (') 


A(4,, 2), 


| 


(23) 2=A(x,2), y=A(y1,2), 5 


en posant 
+ 1 \2 00 09, 
(24) A (6, ED (m) oi oon 


c’est-à-dire 





7 I 09 09, 1.209,09, 1 09 | 
CP en Sis, ER SE) fee) Pe eas 
(EPS, at l dp dp 7: 0, OP: YA Op, Ope 
De plus, ona 
2AQ 
dpi 
= Ff]! 5 
(26) H;= H} , 99 
Fa 


Or, si Q’ désigne la solution générale des équations de Laplace que 
vérifient x,, y,, 3,, on peut prendre (*) 


2 


[5 


= 


(ai + yi + 34); 


> 


c’est-à-dire 


(27) Q—Q'er(1+Z). 








(1) DarBoux, loc. cit., n° 1055. 
(2) DarBoux, loc. cit., n° 1057. 
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Mais, les équations de Laplace relatives au système (2) ) doivent 
être a priori de la forme 





du du 
GA AA UN Opes.’ 
(29) SR itary ALES 
Op1 Ops cd Op, 


l'équation (29) étant l'équation de Laplace relative au réseau plan (o’), 
de sorte que a et b ne doivent dépendre que de p, et 9,. Du reste, rien 
n’est plus facile que de vérifier tout cela, si l’on se souvient que les 
équations de Laplace relatives à tout système triple orthogonal peuvent 
sécrire (!) 

d'u 1 OH; du 1 OH, du 


Opidpx Hi Op, Op; Hx Op; Opx Br 





En remplaçant les H par les H’' que donnent les formules (22), on 
retrouve d’abord les équations (28), puis les coefficients a et b de 
l’equation (29), à savoir : 


(30) a — (®'+1)sin’®, b= (®'+1) cos?®, 


a Braet nigh 
en désignant par ® la dérivée ——- 


Si w désigne l'intégrale générale de (29), il est aisé de montrer 
qu'on a 
Q'=R*w, 


en appelant R une fonction arbitraire de p. La formule (27) nous 


donne ensuite 
Q—e??(1+ Z)(R+). 


Si l’on établit la formule préliminaire 


R’ 09 1+Z dw 09 1+Z dw 09 
où l’on a posé 
09 09 0. 


00 = — 


+= +; 
Op Op; Op: 


(1) DarBoux, loc. cit., n° 1047. 
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si l’on remarque que les 6X;, oY;, 6Z,; sont tous nuls, et si l’on utilise 
enfin les relations (15), on trouve sans peine que les formules (23) 
deviennent 





ao DATE X Ow) 
eae |X(W+R+0)+ (1-42) (7 dein Zu alt 


du) cee 0%) 
y =e |Y(R+ Reto) + (1-42) (z dn LZ, a 











(31) 





; 00) 010) 
Ser [R24 42) (R+0+ ee) | 


7. Si l’on pose 
peek, 








eP JoX +40) (7 Oo) >, a), 


RPE VEY 


F2 


ee ——— 
8 
1 


BR: 3 > Y, do Y 000 
(32) Ya — @ Joy +( er) 
du) Oo) 
Bere, + — + Se), 
al (o ob: + Ops 
ona 
(33) LT — Lot Lo, y=yıtYn 3 — 2, So. 


Donc, on aura le système (X) le.plus general par composition geome- 
trique du système (È,) le plus general et du système (X,) qui est défini 
par les équations (32). 

Ici se pose la question de savoir s’il existe une propriété géomé- 
trique simple caractérisant les systèmes du type (%,). Nous allons 
montrer que le systeme (X,) est, parmi les systèmes (2), le système 
cyclique le plus général. 

A cet effet, nous allons chercher les équations de la courbe (9,, 92) 
de (X) dans son plan. 4 priori, ce plan est perpendiculaire à la droite 


A T a 
du plan des xy d’angle polaire 9 + + Faisons donc tourner les axes 


de langle ©. Si &, n, z désignent les nouvelles coordonnées, nous 
avons 


E=2coso+y sing, n=—xsing+ y cosy. 
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On trouve facilement, en tenant compte de (9) (') et (11), 
E=h sind + Aw —Aw, cos), 


06 00 
34 n—=A(— —tang® + — cow), 
( 4) N ( op, O Ope 
s=—h+h'cos§+ Ao, sin®, 
où l’on a posé 
Pit Pa 





oe’ J'cot2 ® da 

(35) er pass à 
0% Oo) 

(36) Te dp. 


La deuxièmé équation vérifie que la courbe est plane et nous donne 
son plan. La premiere et la troisième nous donnentles équations de la 
projection de la courbe sur le nouveau plan des za. Elles montrent 
que cette projection resulie de la composition géométrique de 
fa courbe (9,, 2,) du système (%,) et d’un cercle de rayon Aw, et dont 


Pa 
le centre, situé sur OË, a pour abscisse sur cet axe Aw. 

Ceci nous montre déjà que tous les systèmes (%,) sont des systèmes 
cycliques. Je dis que, réciproquement, tout système (XZ) qui est un 
système cyclique, rentre dans la famille des systèmes (£,). En effet, 
ilest à peu près évident que, pour que la courbe (p,, p,) de (È) soit 
un cercle, il faut et il suffit que la courbe (p,. 8.) de (%,). soit 
aussi un cercle, ce qui exige que les sphères (9) de (%,) passent par 
un cercle fixe, que l’on peut, à une translation près, supposer 
dans æ0 y. 


On voit aisément que A doit alors être de la forme 


h=me?+ ne, 


m, n désignant des constantes. Or, si l’on porte cette valeur dans (34), 
on obtient le même résultat qu'en y remplaçant A par zéro, © par 


m t ge m 
TER TUR: OF PAR OF Se cgi: 


facile de vérifier que w’ satisfait à l’équation (29) et que w est égal 


D = w — +n. D'autre part, il est 
(1) En combinant ces deux équations, on obtient l'équation plus symétrique 


i) 
e? = A tang Ee: 


Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — SEPTEMBRE 1913. 


or 
ane 
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x ’ dw! 06)! 4 ‚ bi 2 

rer Pre De tout cela, il résulte que les systèmes (£) qui 
F1 2 

correspondent à la valeur précédente de A sont tous des systèmes (£,), 

ce qui démontre notre réciproque. 


Finalement, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 


Le système (X) le plus general peut s obtenir par composition geome- 
trique d'un système (X,) et d’un système cyclique. 


8. Ce théorème aurait pu être prévu de la manière suivante. Consi- 
dérons d’une façon générale un système triple orthogonal quel- 
conque (S,), dont les surfaces (¢) aient des trajectoires orthogonales 
planes. Appelons (S) tous les systèmes parallèles à (S,). On sait, 
d'après un théorème de Ribaucour ('), que si l’on considère l’un 
d’eux, les cercles osculateurs des trajectoires planes en tous les points 
où ces trajectoires rencontrent une surface (2) déterminée, donnent 
naissance à un système cyclique (S,) parallèle a(S). Prenons la diffé- 
rence géométrique de (S) et (S,); nous obtenons un systeme (S,) 
parallèle aux précédents, mais pour lequel des plans des trayectotres 
planes passent par un point fixe O. On aura donc le système (S) le plus 
general par composition géométrique d’un système (S,) et d'un système 
cyclique. 

Si l’on revient au cas particulier actuel, on voit de suite que les 
systèmes (S,) coincident nécessairement avec nos systèmes (2%, ); d’où 
le théorème énoncé tout à l’heure. 

Le raisonnement précédent nous montre qu'il existe une infinité de 
manières d'obtenir un système (S) donné par composition géomé- 
trique d’un système (S,) et d’un système (S,); il suffit en effet de 
faire varier le paramètre de la surface (2) particulière considérée tout 
à l'heure. Supposons qu’on ait par exemple 

(S) =(S.) + (S2) =(S,) +(S2); 
d’où 
(So) — (S5) =(S, )— (S2). 


La différence géométrique de deux systèmes cycliques parallèles 


(1) Dargoux, Theorie des surfaces, t. IV, n° 1060. 
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étant évidemment un système cyclique parallèle aux deux pre- 
miers, il suit de là que le couple (S,), (S,) le plus general qui ait pour 
somme géométrique un système (S) donne se déduit d’un couple (S,), (S:) 
particulier en ajoutant à (S,) et retranchant de (S,) le système le plus 
general qui soit à la fois (S,) et système cyclique. 

Il serait peut-être intéressant de poursuivre les conséquences qui 
peuvent découler des considérations générales qui précèdent. Mais 
cela nous entrainerait loin de notre sujet, et nous nous bornerons à 
les appliquer au cas particulier qui nous occupait précédemment. 


9. Nous avons vu à la page 425 que le systeme (%,) le plus général 
qui soit cyclique est obtenu, à une translation près, en prenant 


h=me-?+ ner. 


En l’ajoutant au systeme (%,), nous avons obtenu un système (E,) 
dont les fonctions w et w, sont : 
ER m oe m 
Eo cg Mela EN @,=O,+ 7, + 2. 
Il résulte de là qu’on obtient tous les groupes (M, Q) qui donnent le 
même système (X) qu’un groupe (h,w) donné par les formules 


m 


ara 


(37) H=h—me-?—ne, Q=0—T+a, Q, = 6, + 
où m, n sont deux constantes arbitraires. 

D'après cela, il est facile de trouver quel est, parmi les systèmes (X,), 
le système cyclique qui provient de (È) par l'application du théorème 
de Ribaucour à la surface (p) de paramètre 9°. Différentions la pre- 
mière et la troisième équations (34), en y regardant 9 comme seul 
variable; il vient, ‘en remarquant que, dans ces conditions, 


APCE dd 


° 2 
\ sind 





h" + h' c0s9 
sing 


de (au + ) sin 0 dG, 


h" + h' cos 0 


ano ) cos 0 dû. 


ds = (a+ 
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Ces formules montrent que le rayon de courbure de la courbe 
(1,2), ou (K), au point M de paramètre 9, est mesuré, sur la demi- 
droite d'angle polaire — 0 (relativement à Of), par le nombre 


h" + h'cos9 ; . +a, N 

R=Ao, + ——_—. D'autre part, si l’on considère le système 
n 

cyclique (Z,) qui correspond à la fonction w, le rayon de courbure, 

au point mde paramètre o, du cercle (9,, 9.) de ce système, est mesuré 


sur la méme demi-droite par Aw,. Pour que ce cercle coincide avec le 
cercle osculateur à (K) en M, il faut done déjà qu’on ait 


jth COS 00: 


Mais on veut que ceci ait lieu pour une valeur donnée p° de pet 
pour toutes les valeurs de p, et 9, et, par suite, de 9; ceci exige que A’ 
et A’ s’annulent pour = e°. Cette condition étant remplie, il faut 
encore (et c’est maintenant suffisant) que m coincide avec M; et, pour 
cela, il faut et suffit, d’après (31), que 4 soit également nul pour 
P= Po- 

En résumé, pour que le systeme(X) = (X, ) + (%,) admette (X,) pour 
systeme cyclique de Ribaucour relativement à la surface (9°), tl faut et 
suffit que la fonction h qui donne naissance à (X,) s’annule pour p = p°, 
ainst que ses deux premières dérivées ('). 

Servons-nous maintenant des formules (37) et déterminons m, n, 
pour que H, H’, H” soient nuls pour 9 = 9°. On trouve de suite 


N „Ih 
(38) me en, n = expo 
2 


hi + hj 

2 
avec la condition A, =‘, qu'on peut toujours supposer remplie, 
grâce à une translation convenable suivant Os imprimée au sys- 
tème (È). 

D'ou la règle suivante : 


Pour avoir le système cyclique de Ribaucour relatif à la surface (9°) 
du systeme (È) donné par les fonctions (h, w), on calcule les cons- 


(1) On peut dire aussi que la sphère (po) de (Zo) doit se réduire au point O et avoir le 
plan «Oy pour plan radical avec la sphère infiniment voisine; ou encore que les trajec- 
toires orthogonales des sphères (p) doivent toutes admettre le point O pour point de 
rebroussement. 
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tantes m,n par les formules (38); puis on remplace, dans les équa- 
: : m x 
tions (32), la fonction » par wo — tn; le systeme (3, ) ainsi obtenu 


est le systeme cyclique cherche. 


10. Revenons au systeme (%) le plus général pour calculer ses P; et 
ses H;. Les premiers se calculent aisément, soit en partant des équa- 
tions (31), soit en utilisant la formule générale 


1 dQ 
Ee 0 
On trouve ainsi 

P =h'+ hZ7+ e?w(t+Z), 

| 1+ Z, do 
2, mt 
1+ Z, me) 








(39) P;— AZ, + ef (oz, + 


P, = AZ, + e? (02.4 7 


On a ensuite les H; par la formule (Th., n° 17) 
Hoa öP,, 


à désignant le symbole opératoire 2 su 2 
dp dpi 


que 0Z = ÔZ, — 0Z, — o, puisque Z, Z,, Z, ne ee que dep — 
et 0, — p,, on trouve immédiatement 





- Si l’on otre 


H =h'+ h'Z + e?w,(1+Z), 











1+Z do, 
(40) } H,=H'Z,+ er (2 + = al 
| Heep VASTES |G, Le Lez oo). 

Z, Op» 


L’un ou l’autre de ces deux groupes de formules donne la solution 
générale du système (17), si 2 y désigne une fonction arbitraire de o 
et w Vintégrale générale de l'équation (29) ('). Il suit de là que sz w 


(1) On peut d’ailleurs, par un calcul facile, vérifier que si P = e?w (1 + Z) satisfait à 
02P Ma OP - AA, PP 


Jo, 092 À 002 Aa dpi 7 


conséquence de (17), w doit satisfaire à (29). Le calcul est simplifié si l’on observe que 
ı + Z vérifie aussi l'équation ci-dessus. 
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vérifie (29), then est de même de w,. C’est ce qu’il est aisé de vérifier 
directement en soumettant le premier membre de (29) au symbole 


| LO 0 : 
opératoire ah ee et remarquant que, dans ce calcul, on peut consi- 
1 2 


dérer a et b comme des constantes, parce qu'ils ne dépendent que 
dev =, — p,. On s’apercoit ainsi que la propriété est vraie quand bien 
même a et b seraient deux fonctions quelconques de v, au lieu d'être 
données par (30). 

Réciproquement, donnons-nous w,, solution de (29), et proposons- 
nous de chercher toutes les solutions w de la même équation qui 
satisfont en même temps à l'équation (36), ou, plus généralement, à 
la suivante : 


(41) Oo) Oo) 


=e Se ee EG) Grn 
Op: OP 
où € désigne une constante quelconque. 

L’equation (A1)s’integre par quadrature, en substituant la variable 6 
à la variable o,. Si w, en désigne une solution particulière, les autres 
sont données par la formule 


(42) G) = Gy + C7 P1/(6), 


en appelant /(») une fonction arbitraire de ». Portant cette valeur 
dans (29), il vient 


(43) f'+f(b—a—e)+eaf= en ( 








0? wo 009 = 
Ss di . 
OP; Ops sans dpi Op» 


Pour que le probleme soit possible, il faut et suffit que le second 
membre ne dépende que de ¢. Or, cette condition est satisfaite identi- 
quement, comme on le constate en soumettant le second membre au 





0 : 
Jo,’ et tenant compte de (Ar), sans oublier 


‚ = 0 
symbole opératoire — + 
UP 


que w, vérifie (29) par hypothèse. 
On voit qu’à des quadratures près on est ramené à intégrer l’équa- 
tion différentielle linéaire 


(44) f'+f'(b—a—e)+eaf —o. 


Si les coefficients a et b sont quelconques, cette équation sera la plus 
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générale et ne saura être intégrée. Mais, dans certains cas, il n’en sera 
pas de même et l’on voit comment de toute solution de ( 29) on pourra en 
déduire une infinité d’autres dépendant de trois constantes arbitraires. 
Par l'application répétée des opérations précédentes, on pourra obtenir 
des solutions dépendant d'un nombre de constantes arbitraires aussi grand 
qu'on le voudra. En particulier, on pourra toujours partir de la solution 
évidente w —0. — 

Observons que l’équation (44) prend une forme plus symétrique 
par le changement de variable 


Ev 


fe". 8. 


y +e 
L'équation en g's écrit 


- € € 
(45) sas +:(a+b-%)s=o. 

On pourrait en particulier appliquer les considerations précédentes 
à Péquation classique d’Euler et de Poisson ('). Nous ne le ferons 
pas, car cela nous entrainerait hors de notre sujet. 


11. Revenons au cas où les coefficients a et b sont donnés par les for- 
mules (30), cas qui est caractérisé, comme on le constate facilement, 
par la relation 


(46) fF 4 a(a+b—1)=0. 

Nous sommes certains a priori de savoir intégrer I’ équation (44) ou (45), 
au moins pour <= 1. En effet, la recherche des fonctions w satisfaisant 
à la fois à (29) et (36) revient au calcul des systèmes (2, ) dont les H; 
sont donnés par (40), où l’on fait À = 0. Or, connaissant les H,, on a 
Xs, Ya, 5, par des quadratures, avec trois constantes additives arbi- 
traires &, 8, y. La constante y devra d’ailleurs être déterminée par la 
condition que «Oy devra être un plan de symétrie du système (?), ce 


qui réduira à deux le nombre des constantes arbitraires. 


(1) Voir par exemple DarBoux, Théorie des surfaces, t. II, p. 55 et suiv. 
(2) On a vu, en effet (n° 7), que les cercles (p1, 22) ont leurs centres dans Oy. 
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La manière la plus simple d’obtenir ensuite w est de tirer cette 
fonction de la valeur de P, qui est de la forme 


8, + aX +BY +y7Z, 


@, désignant une fonction déterminée de 9, p,, £,. En se servant de la 
première équation (39), où l’on annule k, ona 


e-?(0,+ yZ)  xcosp +Bsino 
DR ER eee 
1-+Z A 
On déterminera y pour que le premier terme soit indépendant de p 
et l’on aura pour une expression générale de la forme 


acoso+fsing 
(47) = (0) == a cosg +B sing 
A 
I] résulte de la que l’intégrale générale de l'équation (45) par 
exemple est, «a priori, pour e=1, 
a acosp+fBsinp _ Jet dg 
n = 








See (acoso + sing). 


Ceci nous suggère, pour le cas où € est quelconque, le changement de 
variable 


(48) PAIE 


o devenant en outre la variable indépendante. "Nous sommes sürs, 
a priori, de l'identité, d’ailleurs facile à vérifier directement, 


I ; pare cot2P ap _ : dA?‘ 
gi (b—a)g'+(a40—1)8 aol sind cost (5 +2); 


2 } 


d'où l’on déduit que l'équation (45) devient 
, d?h ee 
49) do? Il mas | ° 


où l’on a posé 
en 


we 
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On peut encore la simplifier en posant 
==) t=cot2®; 


moyennant quoi, elle s’ecrit 


(50) a u ee) 

Si la fonction ® (et par suite 2) de © est quelconque, il ne semble 
pas qu’on puisse intégrer pour toute valeur de s. On ne peut pas non 
plus choisir 2 sous une forme telle que l’on connaisse à l’avance une 
solution particulière en u, car l’&quation (50) est aussi bien de Riceati 
par rapport à 2 que par rapport à u. Néanmoins, ıl convient de signaler, 
outre le cas déjà vu de —1(5 —0), ceux des = +1 ef ¢ = —1, pour 
lesquels on a l'intégrale particulière u — — 1 ou v. = ¢. Nous retrou- 
verons d’ailleurs un peu plus loin (n° 13) ces cas particuliers. 

Il est intéressant de remarquer que nous avons été conduits par des 
considérations géométriques à certaines propriétés non évidentes 
d'analyse pure. Tout d’abord, nous savons obtenir des solutions contenant 
un nombre illimité de constantes arbitraires de toute équation de la 
forme (29), et cela par des quadratures, quand les coefficients a et b sont 
liés par (46). En outre, nous savons intégrer, dans la même hypothèse, 
les équations (AA) ou (45) pour £ = 1, 0, 2. 


12. Revenons maintenant à la Géométrie. 

Nous pourrions appliquer ici les transformations (9,) et (9,) 
(Th., n° 17); mais cela ne ferait que nous donner de nouveau les pro- 
priétés précédentes relatives aux solutions de l’équation (29). Nous 
ne nous occuperons donc pas de cette question et nous allons porter 
notre attention sur les systèmes (T) (loc. cit. ). 

On pourrait, pour les déterminer, chercher les fonctions w et A cor- 
respondantes. Mais cette méthode conduit à des calculs compliqués. 
Il est beaucoup plus simple de calculer directement x, y, z par les 

formules 


= fau DH Dino oH Udon 


Ann. Ec, Norm., (3), XXX. — Ocrosre 1913. 55 
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sachant que, pour une translation de direction (a, 6, y), on a (Th., 
Had 75) 


H=eX>+6Y> yz, H,=aX,+6Y.+ 74, =o BY,+yZp. 


Observons d’abord que, par le simple examen des H;, on peut 
trouver les directions auxquelles correspondent des systèmes cycliques. 
En effet, pour que les surfaces (¢,), et par suite les surfaces (9, ) 
soient des périspheres, il faut et suffit que le rayon de courbure prin- 
cipal R,, de la surface (2,) suivant la ligne 9, = const. soit indépen- 
dant dep. Or,ona(') 





Rae H acoso+fsing _ycotd 
2 NC ER sin D sin ® 


Comme, dans cette expression, 9 est la seule variable qui dépende de 9, 
la condition cherchée est y =o. Donc, les directions qui donnent des 
systèmes cycliques sont celles du plan «Oy (?). 

Calculons les systèmes (T,), (T,), (T,), qui proviennent des direc- 
tions Ow, Oy, Oz; nous savons (Th., n° 17) que les autres s’en dé- 
duisent par composition géométrique. 

Systeme (T,). — Nous avons 


20, =/x do + X? do, + X} dps, 

en = [xy dp eX OA Xs Vy do. 

s,= [XZ do + X,Z, dp, + X,Z7,do,— X, d'après (15) 
En remplaçant do, et do, par 


x dd dd 
(51) dp, = dp— es — tang Dd, dp, = dp — — + cot® de, 





(1) DarBoux, Systèmes orthogonaux, n° 107. 
(?) Cest ce qui résulte aussi d’un Mémoire de Lucien LEvY (Journal de Liouville, 189», 
p- 351), dont nous allons retrouver toutes les conclusions, 
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on trouve facilement 
9 : ae 
æ =p— log lang > — cos§cos?9 + 2 | cot2® sin’o do, 


J; =— cos9sing cose — f coir sin 29 do, 
z, = Sin 0 cos 9. 
On verifiera aisément sur ces formules les propriétés suivantes : 
La ligne (¢) de la surface (9, — o) est un cercle de rayon cos®, dont 
= ‘ 
’ : T 
l'axe a pour angle polaire + = et dont le centre w, a pour coor- 


données dans «Oy 
a=— f (ot cos 9 + tang® sin?o) do, b= — | cota@ sinag de. 


Le centre de la sphére inscrite le long de ce cercle a pour coor- 


données 
a = di + COL sing cosa, Bi = bi — cot® cos’o. 


Le rayon R de cette sphère est égal à 2%. Il satisfait à la relation 


sin ® 
de Lucien Lévy (') : 
R?(da? + dB? — dR?) = dj. 
Enfin, le cylindre ayant pour section droite le cercle (¢) précédent 
intercepte sur Ow une longueur égale à 2 (*). 
Systeme (T,). — Les équations de ce système se déduisent a priori 


‘ 


x - Te 5 iE 
de celles de (T,) par une rotation de — —, suivie du changement de ¢ 


en 9 — -; ceci donne 
2 


x, = — Cosôsiny cose — | cot2d sin2o do, 


$24) .] ¥Y2=p — log lang“ — cosdsin?? + 2 fcotad cos?o do, 


3,= sind sing. 


(1) Loc. cit. On établit d’abord les formules 


dR 
cos® 








dR 
la, = si 13, = — 0SY. 
da, = ag sing, dB, cos” 
La relation de L. Lévy est alors évidente. 
(7) Lucien Levy, loc. cit. 
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On veriliera sans peine que les H; de ce système sont égaux aux Y;. 
Quant au cercle (¢) de la surface (9, = 0), il a pour rayon sing et 
pour centre un point w, de coordonnées 


a;=— | cot2® sin29 do, b,=— f (cot sine + tang® cos’p) do. 





url: . sin © : , 
La sphère inserite a pour rayon SD et pour centre le point de coor- 


données 
= A2 + cot® sin’g, 6,— b,— cotd sing coso. 


Systeme (T,). — Il a pour équations 
v= | IX 3 1X plo Lok pee et 


yas [IN do + Z,Y, do + Z,Y, do,—2,—Y, 


a= [2 dp + 7: do, + LZ} dp; = p + Z, d’après (15). 
d’où 
æ3—= sin? cosy, 
(54) ¥3— sin@ sing, 


3 =p+cosé. 


On voit que la surface (2) est une sphère de rayon 1, dont le cor 
situé sur Oz, a pour cote p ('). 

Si l’on veut maintenant le système (T) correspondant à une trans- 
lation de direction (a, 6, y), il suffit d'appliquer les formules 


= AI,+ Brit YL, y=zaeyı-ßy+tYy 3—=a3 +03: + y2;. 


Il est à remarquer que les surfaces (2) sont toujours transcendantes, 
sauf pour le système (T,), car sur ces surfaces les courbes © = const., 
qui sont les lignes d'ombre relatives aux directions du plan des vy, 
sont transcendantes. La forme de ces lignes est d’ailleurs indépen- 
dante de la fonction ® et il serait facile d’en doñner une définition 
géométrique assez simple. 

Quant aux surfaces (9,) et (9,), elles ne peuvent être algébriques 


(1) [est clair qu'on pouvait prévoir ce résultat, d'après ce qui a été dit sur les svs- 
tèmes (Zo). 
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que lorsqu’elles sont des périspheres, et à condition que la fonction ® 
soit convenablement choisie. 


13. Cherchons maintenant les systèmes (H). Nous savons (Th., n° 17) 
qu'ils sont caractérisés par les conditions 


Ho o-P;. co == const, 


Or, si l’on se reporte aux équations (39) et (40), on voit que si l’on 
pose 
K=/h'— ch, T= Gi — OÙ, 


il revient au même de dire que le systeme (2) qu'on obtiendrait en 
prenant K et 7 pour fonctions A et w se réduit à l’origine des coor- 
données. Comme la solution (K =o, to) convient, la solution 
générale est donnée, d’aprés ce qui a été dit au n° 9, par les équations 








\ h'— ch=me-?+ ne, 
(55) Oo) ie Oo) 2 m 
— 66) —= — — n 
| AA De Opts ana. At 


où m et zn désignent deux constantes arbitraires et ¢ le nombre 1 — ©. 

Préoccupons-nous d’abord de simplifier les seconds membres. Nous 
savons qu’on peut, sans changer le système, ajouter aux fonctions h 
et w les quantités respectives 


ie 


ne P-+ y eP el 
[ ‘A! 


== Ph 


1 


uw et y étant deux constantes arbitraires. Ceci augmente les premiers 
membres de (55) des quantités respectives 


— ePu(i+ ao) + ePv(i—o) et a aly (*). 


Par suite, on fera disparaitre les seconds membres, si l’on peut 
prendre 


PlI+s)=—m et v(I— a) =n. 
, : m } m À 
(!) S’appuyer sur ce que wW = w — 2 + nr donne wy = wı + At +n, (n° 9). 
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D'où trois cas à distinguer : 


Sioa? 1, on peut supposer m=n= 0. 
Sig =T, on peut supposer m — 0. 
Si o = — 1, on peut supposer n = o. 


Ktudions séparément ces trois cas. 


Premier cas: 5*=+-1. — Nous aurons un premier système (H,) en 
prenant 
Red ® == 0: 


Cela nous donnera un système (%,) pour lequel les sphères (9) sont 
homothetiques par rapport à l’origine, mais non tangentes en ce point 
à æOy. 

Nous aurons une infinite d'autres systèmes, qui seront des systèmes 
cycliques, en prenant 2 nul et w égal à Pune quelconque des solutions 


communes à (29) et à 
Jo) 100) 


re ar Ei) EEE 
Op, Ops 
On retombe sur l’equation (41) sans second membre; il faudra done 
prendre 


on Net : 
DEEE 8> 


g désignant l'intégrale générale de (45). Malheureusement, lorsque 
la fonction ® est quelconque, nous ne savons précisément pas, dans 
l'hypothèse actuelle, calculer cette intégrale. 

Si l’on connaissait deux intégrales distinctes, on en déduirait deux 
systèmes cycliques homothétiques, qui, composés géométriquement 
avec (H,), donneraient tous les systèmes (H) qui correspondent au 
nombre o donné. 


Deuxième cas : 5 =1. — Annulons seulement m dans les équa- 
tions (55). La premiére donne 


(56) h=e?(np+ C,) (C, = Const), 


La seconde est de la forme (41), avec ¢ = 0, w, = — n. Procédant 
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ey 97 
comme au n° 10, nous pouvons prendre w, = — ace + p,); l’équa- 


tion (43) devient alors 


Sf’ + f' (@' +1) cos2® = — = (' +1) 





ou 
d d 2n(®D'+:1 
ee Erler: 
do? do (sin2@)? 
de : : RN, : df aie aint 
Cette équation, linéaire et du premier ordre en —, s’integre par 
do © 


uadratures. Posons, pour abréger l'écriture, 
? O 


; freote D ag = / |. TUE -2feor2® ag ®-+ 1 1 
SE do, J (sinady: ; do | do. 


Nous avons 


f=-2nJ+C,1+ C,, (Bell const;, 
d’où 
n 
W = — A ia 02) —2nJ + CT + C3. 


Telle est la valeur de © qu'il faut combiner à la valeur (56) de A 
pour avoir le système (H) le plus général correspondant à 5 = 1. Il 
semble, contrairement à la théorie générale (Th., n° 17), qu'on ait 
quatre constantes arbitraires n, C,, C,, C,; mais, d’après (37), les 
constantes C, et C, rentrent l’une dans l’autre, de sorte qu’on peut 
supposer par exemple C, =o. 

Si l’on annule deux des constantes n, C,, C,, on obtient trois sys- 
temes (H) particuliers, qui donneront le plus général par composition 
géométrique. En annulant n et C,, on obtient le système (2, ) du n°5. 
En annulant x et C,, on obtient un système cyclique. 
= Donc, tous les systèmes pour lesquels 7 est nul sont des systèmes 
cycliques, et ce sont les seuls. 


Troisième cas : ¢=—1. — Annulons seulement n dans les équa- 
tions (55). La premiere donne 


(57) h=e-?(mo+C,), 
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La seconde est de la forme (41), avec 


m 
ER, = — 


A2° 


Si l’on remarque que, d’après les formules (37), w, annule le pre- 
mier membre, on aperçoit immédiatement la solution particulière 


m 
AU 


Comme À est solution de (29), l'équation (45) devient 


: P+2 2® da à 
f'+f'(b—a—2)+aaf=me +2 foo * (@!— 1) cos’ D. 


Si l’on se rappelle maintenant (n° 11) que l’équation (50) admet, 
pour =-- ı, la solution » =, on voit qu’on pourra intégrer par 
quadratures. Indiquons seulement les résultats. 

Si l’on pose 


—2/cot2Ÿ de —2{/cot2 D 4 2] cot2 Pag I — \ 
L= fe je * do, = f [e ee ‘fed À ae de, 


on à 





TIL tae mi, + C,1,+ C; 
— a 

Comme dans le cas précédent, on peut supposer C, =0, ce qui 
laisse subsister trois constantes m, C,, C,. 

Pour m = 0, on a des systémes cycliques. 


14. Erupe DE QUELQUES CAS PARTICULIERS. — Pour terminer cette pre- 
mière Partie, nous allons indiquer quelques exemples de réseaux (7), 
pour lesquels l’équation (29) est intégrable ou bien prend une forme 
simple. 

Demandons-nous d’abord pour quelle valeur de la fonction ® l’équa- 
tion (29) aura un invariant nul. 

Si l’on se reporte à l'interprétation géométrique de la transforma- 
tion de Laplace, on reconnait immédiatement qu'il faut et suffit que 
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le réseau plan (5) et par suite le réseau sphérique (o ) comprennent 
une famille de cercles ('); d’où l'on conclut sans peine que /e réseau (c) 
doit se composer uniquement de cercles (* ). 

Or ceci n'arrive que si les plans des cercles (») passent par une 
droite fixe A, que nous pouvons toujours supposer dans le plan des za. 
On sait que dans ces conditions, les lignes (w) de (o) sont des cercles 
dont les plans passent par la droite A’ conjuguée de A par rapport à la 
sphere. On peut aussi reconnaitre géométriquement que les deux 
familles de (c’) se composeront de cercles si A et A’ sont tangentes à 
la sphère et dans ce cas seulement. Ce dernier cas est le seul où toutes 
les surfaces du système (2) ont toutes leurs lignes de courbure 
planes. Les systèmes correspondants ont été calculés depuis long- 
temps déjà par M. Darboux dans sa Thèse de doctorat (*). 

Nous allons retrouver analytiquement les conclusions précédentes. 
Les invariants de (29) sont 


da db 
KEY SE re EU 
ou 
(58) h = sin’® cos®’P(ı — PD? — P’tang®), 


k = sin?® cos? ®(1— ©? + D’ cot®), 
Si l’on annule / par exemple, on arrive a 


cos® = msing (m = const.), 


en negligeant une constante qui devrait être ajoutée a o. 
Or, ceci exprime que le plan de la ligne (») de (c) contient la 


droite A d'équations 
yo, z=—m. 


Si l’on porte la valeur précédente de ® dans le second invariant, on 


(1) Voir Darsoux, Théorie des surfaces, t. Il, p. 21. 

(2) En effet, les surfaces (9) ont une famille de lignes de courbure planes, qu’on peut 
toujours supposer être leurs lignes d’interseclion aveg les surfaces (2); celles-ci ont alors 
toutes leurs lignes de courbure planes. 

(3) Voir, par exemple, Annales de l'École Normale, 1866, p. 129. — Voir aussi Theorie 
des surfaces, t. IV, p. 292. 


Ann, Ec, Norm., (3), XXX. — OCTOBRE 1913. 36 
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trouve 
k=(t— m?) cov®; 


done & ne sera nul que pour m = +1, c'est-à-dire si A est tangente a 
la sphére. 

Rien ne serait plus facile maintenant que d’appliquer au cas parti- 
culier actuel la théorie générale qui vient d’étre exposée. On obtien- 
drait de la sorte, et sans aucune quadrature, le systéme triple orthogonal 
le plus general dont les surfaces (9,) sont à lignes de courbure planes 
dans les deux systémes et ont même représentation sphérique. 

Pour les systèmes (T) en particulier, on arrive à des formules très 
simples, exemptes de toute quadrature. On obtient, entre autres, le 
système dont les surfaces (2,) sont obtenues par la translation suivant 
Oa d’une cyclide de Dupin ayant ses points doubles sur Oy et Oz 
(Cr AD An 

Le cas où la droite A signalée plus haut est tangente à la sphère 
(m==1) conduit à des résultats intéressants. Mais, dans la crainte 
d’allonger inutilement ce Mémoire, nous ne reproduirons aucun de 
ces calculs, d’autant plus que M. Darboux a indiqué comment on 
pouvait déterminer tous les systèmes triples orthogonaux comprenant 
une famille de surfaces à lignes de courbure planes dans les deux sys- 
tèmes ('). 


15. Cas où les invariants de (29) sont égaux. — Si l’on se reporte 
aux formules (58), on voit que les invariants sont égaux pour ®’ = 0; 
ce qui va nous conduire aux deux solutions suivantes. 


I. ®— const. — Les cercles (v) sont égaux. Leurs plans sont tan- 
gents à un cylindre de révolution d’axe Oz. Il revient au même de dire 
que les surfaces (p,) coupent sous le même angle tous les plans de 
leurs lignes de courbure planes. 

Le réseau (5') se compose dans ce cas de loxodromies, se déduisant, 
dans chaque famille, de l’une d’entre elles par rotation autour de Oz. 





(1) G. DarBoux, Détermination des systèmes triples orthogonaux qui comprennent une 
famille de cyclides de Dupin, etc. Voir aussi Th., n° 4. 
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L’equation (29) se ramène, par la substitution 
u — v e— lp: cos? B + prsin? D) 


à la suivante: 
d?v 


—— = sin?® cos’ ® ¢, 
Op; Op» 


qui se transforme en elle-même par la méthode de Laplace. 

L’equation (45), qui permet d’en obtenir une infinite de solutions, 
est a coefficients constants et par suite s'intègre immédiatement. D'où 
il résulte (n° 13) qu'on peut calculer par quadratures tous les systèmes 
(H) correspondants. 

Quant aux systèmes (T), ils sont toujours donnés par les for- 
mules (52), (53), (54), dont les quadratures se calculent dans ce cas 
sans aucune difficulté ('). 


Il. ® — mg (m= const.). — Les plans des cercles (v) enveloppent un 
cylindre ayant pour base une hypo- ou epicycloide tangente en ses som- 
mets au cercle de section de la sphère par x0 y. 


Il y a exception toutefois lorsque m= + 1, auquel cas on retombe 
sur le réseau exclusivement composé de cercles tangents entre eux 
dans chaque famille (n° 14); les invariants de (29) sont alors tous 
deux égaux à zéro, ainsi qu'on l’a d’ailleurs déjà vu au numéro pré- 
cédent. 

Le réseau plan (o”) (n° 3) est composé des lignes ayant pour équa- 
tion générale en coordonnées polaires 


(59) p'— asinmo, p"=acosmop (am éonst } 


Les formules (9) donnent 


A\m : > 
(tang = sinmo e™"— sinmo e" PP) = Cosmo e™(P- Pu, 


tang mo = e”(P.—P,), 


(1) Pour le système (T;), les H; et ;; ne dépendent que de la seule variable 9. M. Dar- 
boux a déterminé tous les systèmes jouissant d’une telle propriété (Systemes triples ortho- 
gonaux, n° 176) et a donné comme solution générale Je système des hélicoïdes à courbure 
constante. Le système (T;) ci-dessus constitue une solution particulière, celle pour laquelle 


le rapport Er, est constant. 
2 
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L’équation (29) devient 


Ow) Ow 
e?'"Pp, — an emp, se, 


226 D FA 
(60) RUE +(m-+1) simp, rm, : 
ou, en posant 
er np, — 1e emp, — — he 
Oo) a do 
(61) O24) ve m— 1 où Ok, ne 
Oh, 0h 2m EN ET 


On reconnait l'équation d’Euler ('), dont on pourrait appliquer ici 
toutes les propriétés bien connues. En particulier, on sait qu'elle est 
intégrable par la méthode de Laplace et par suite sans quadratures 


TEEN 





toutes les fois que est entier, ce qui arrive lorsque m est l'inverse 


am 
d’un nombre impair (*). Voila donc une infinité de cas pour lesquels 
on peut calculer tous les systèmes (%) sans aucune quadrature. 

Nous ne voyons rien de particulier à dire sur les systèmes (T), si ce 
n’est que les quadratures qu'ils composent peuvent s’effectuer par les 
fonctions élémentaires chaque fois que m est commensurable, ou, ce 
qui revient au mème, chaque fois que le réseau (5”) est algébrique. 

Quant aux systèmes (11), leur détermination revient à l'intégration 
de l'équation (49), qui ici devient 


(62) rl] = 


op? sin2mo)? 


| 


Q 


Cette équation rentre dans un type connu (?) et se ramene a l’equalion 
de la serie hypergeometrique par le changement de variables 


o 


(sinamo)’=t, NES MARIE 


(1) Cf. G. Dansoux, Théorie des surfaces, n” 344 et suiv. 

(?) Au point de vue qui nous occupe, il suffit de considérer des valeurs positives de m; 
car deux valeurs opposées donnent, d’après (59), deux réseaux (o”) inverses l’un de 
l’autre et par suite deux réseaux (s’) symétriques l’un de l'autre par rapport à «Oy. 

(3) Cf. DarBoux, loc. cit., n° 408. 
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L’équation transformée est, en effet, 


do dp[ı o s : (t—o*) _ 
Saas er een E esi (= -:)| zen 
laquelle coincide avec l’equation de la série hypergéométrique si l’on 
prend, avec les notations habituelles, 


a=— 7 (9-1), B=— (a+), y= ——(m— 0). 

Réseaux (5')isothermes. — Le réseau (5) ne peut être isotherme, 
d'après une propriété bien connue, que s’il est uniquement composé 
de cercles, cas étudié précédemment. Quant au réseau (7’), il est iso- 
therme en même temps que (5”). Or, ce dernier ne l’est que si les 
invariants de l'équation de Laplace correspondante sont égaux ('). 
Les seuls réseaux (5°) qui soient isothermes sont donc ceux qui viennent 
d’être étudiés dans ce numero. 


II. — Réseaux (c) isothermes. 


16. Proposons-nous maintenant de rechercher tous les réseaux (5) 
isothermes. Nous sommes sûrs qu'il en existe, puisque nous en avons 
découvert dans le numéro précédent et qu’en outre on connait le 
système des ellipses et hyperboles homofocales. 

Partons de l'élément linéaire de la sphère pris sous la forme 


(64) do? = e'( du? + dv). 

Nous savons que Ÿ doit satisfaire à l’equation 
4 

(65) SSS Se Se BOSS 


Pour que les lignes coordonnées forment un réseau (c), il faut et 
suffit (Th., n° 16) qu'on puisse trouver deux fonctions U, et V, deu 


‘(1) G. Darpoux, loc. cit., n° 432. 
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et ¢ respectivement telles qu’on ait 


09 90 
UV = 0. 


D'où l’on conclut que 0 doit être une fonction de la seule variable 
a = U + V, en appelant U une fonction de wu et V une fonction de ¢. 
Remarquons, des à présent, qu'aucune de celles-ci ne peut se réduire 
à une constante, sans quoi on obtiendrait un réseau de méridiens et 
parallèles, ce qui n’est pas un réseau (5). De mème, 9’ ne peut être nul. 


17. Cela posé, l'équation (65) s’écrit, dans l'hypothèse actuelle, 
oe 2. + 0'(U + V?) + 6"(U + VA) =o. 


Différentions, en supposant « constant, il vient 


(67) PAU: N au U 
en posant 
117% vr 
LE U’ Vz vo 


On obtient une première solution en supposant 
UE=AVe = const 
car U, et V, sont alors nuls. 


Deux cas sont à distinguer : 


I. U et V sont du premier degré. — Par l'addition de constantes con- 
venables à & et v, on peut supposer 


are Vene 
d’où 
à = au + by. 
Or, si l’on pose 6 = bu — av, l'élément linéaire peut s’écrire 


do? = f(a) (da? + dß?), 


lequel convient au seul réseau de méridiens et parallèles. Les lignes (u) 
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el (v) sont alors des loxodromies. On retombe sur le réseau (5°) du 
n° 15 (1). 


Il. U et V sont du second degré. — En ajoutant des constantes con- 
venables à u, 6, « et multipliant « par un certain facteur également 
constant, on peut supposer 


Eu V = v?; 
donc 
do = f(u?+ 6?) (du? + dv?). 


Je dis que les lignes » = ku, où A désigne une constante arbitraire, 
sont des géodésiques. En effet, il nous suffit de vérifier l'équation (') 
do + rdu+r, dre —=o. 

Si l’on remarque que w= arctangk = const., on doit constater 


que (*) 


I 
— —pdu+-udv=o, 


ue R 


vdu—udv=o, 


ou 


A a & F : 3 v 
équation qui est bien satisfaite pour = = const. 


Remarquons maintenant que toutes les géodésiques précédentes 
passent par le point (u=o, v=0); done, elles constituent sur la 
sphère une famille de méridiens. Il suit de la que les réseaux (c) de 
ce deuxième cas font partie des réseaux (5°) du paragraphe I. Or, nous 
avons précisément découvert et étudié ceux de ces réseaux qui sont 
isothermes (n° 15). Nous retrouvons donc encore des résultats que 
nous connaissions déjà. 


18. Supposons maintenant U’ — V’ ~ o. Je dis qu’on a aussi néces- 


(1) DarBoux, Theorie des surfaces, t. Il, n° 514. 
(2) On a en effet (loc. cit., n° 500) 





448 HAAG. 
sairement 
(68) (U, — V;) Xo. 


En effet, si l’un des facteurs de ce produit était nul, l’autre le serait 
aussi, d’apres (67). On aurait alors 


b=aa-+b, Wm. U; Vee 70 Vi (a,b, m = const, 0% 


L’equation (66) deviendrait 


2 eaX+b L ama=o, 
ce qui est impossible. 
Ceci etant, l’equation (67) s’écrit 
26" U—V 
(69) - = a 


Differentions en supposant « constant; il vient 


(70) (UP Ve OU SAN ENS en 
en posant 
U; Ve 
Ur Tv” ve vi 


On peut satisfaire à cette équation en prenant 
UV a const20; 
C’est d’ailleurs le seul cas où U, + V, soit nul, puisque U, — V, doit 


etre different de zero. Voyons si cette hypothése conduit a des résultats. 
On en deduit, en négligeant des constantes ajoutées a U et V, 


ea PAAR 
U?— aU?+ b, V?——aV?+ Db’ (6, b'— const. ). 
Portant dans (67) et (66), on a 
"a + 6’—0, 


6 „6 
2e U Pat 
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La seule solution commune a ces deux équations est 


[ay tis Lo! 


= 
a sn 





Elle conduit à un élément linéaire de la forme 


aan: du? + dv? 
mCUEV) 


qui ne saurait convenir qu'à un réseau de cercles ('). 


19. Supposons maintenant 
(71) (U,+ V,)(U,+ Vi) 4o. 
Differentions (70) par rapport au: 
(72) U'U! — U,U' = V'U! — UrV,. 
Differentions par rapport ae : 
(73) VU! — UV! — 0 
Supposons aba 0 SOU UE 0 l'équation (69) 


devient 
og" ine Ve 


GI + ee Ur va 


Comme U’ est une constante, les deux membres sont aussi néces- 
sairement égaux à une même constante — 2a, d’ailleurs non nulle, a 
eause de (71). On tire de la 


dc +bert (by C= COnsis gb 50). 


Portons dans (66) 


2, ang r 19 9 
eae CORP eg ets [te Va (UE 4 VA) = 5; 
ab 


(1) Cf. G. Darpoux, Théorie des surfaces, t. Ill, p. 155. 
Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Ocrosre 1913. 97 
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Si l’on remarque que U et par suite x sont des polynomes en wu, on 
voit de suite que cette égalité ne peut avoir lieu. // faut donc que U" V" 
soit different de zero. On peut encore satisfaire à (73) en supposant 
(eV 20.00 

U4, UV, a. 
En portant dans (72), on trouve de suite a’ = ao. Donc 
U, — U, V, = aV, 
en negligeant des constantes ajoutées a U et V. Portons dans (70), 


nous obtenons 


(74) 2U’—- aU’=2V"—-aV’=b. 
Moyennant quoi, (69) devient 


(79) = Se 


Intégrons (74) : 
(76) Ur= 704 bU-+e, ya VE bV+c' (cc = cons 


Portons dans (66), en tenant également compte de (74) et (75), 


| aoe ies CRE 
(77) re Sear pice 


a 





Or, (75) s'intègre à vue et donne 


0 — A loga + logB (A, B= const.); 
d’où 
20 2B 


eid gat, 


50s vat A 


En comparant avec (77) et se rappelant que a0, on voit qu'il faut 
prendre 


d’où 
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Nous obtenons finalement une quatrième solution, dont l’el&ment 
linéaire peut s’écrire 


d 2 IV? 
(78) Ee ee Sak SA ) 


zU°+ bU+c 5 V°+ bV—c 


Je dis que le réseau correspondant n’est autre que celui des ellipses et 
hy perboles homofocales. En effet, ce dernier a, comme on sait, un do? 
de la forme (') 


du? dv? ) 


das (Cosa — cosay)| —— ___—_—-.. +> —________- 
(79) ( 2 ) (ea ae COS2C — COS2Y 


Or, si l’on pose 
COS2H — MXN, COS2V—— MY +n, COS2C — p, 
il devient 


mi(x + y) 


i 


dor 


FE 
dy? 
oi my’ + m?y?(p—3n) + my(3n?— 2np —1) + (n?—1)(p—n) 


On Videntifie avec (78) en prenant 


bana a RE 3 ee 
eee Vy, = pan, + er de, an(n hee 





mnt 0. 
Tant que b et c ne sont pas tous deux nuls, les deux dernières 

équations donnent m et n et l'identification est possible. 
SPÜ—cC—0,0n a 


PEN (dure. dvi 
Teer D VA 
Si l’on pose 
VE — I Ü Va = I L 
— — Sa ee ee es 
VU VV VU VV” 


(1) Voir, par exemple, G. DarBoux, Théorie des surfaces, t. Il, p. 422. 
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il vient 
do dE dn, 
AVES (E — ny 
= 
Par suite, si X, Y, Z sont des coordonnées cartésiennes rectangu- 
laires ayant leur origine au centre de la sphere, les lignes (wz) et (¢) 
peuvent être définies par l’équation (') 


VEN" 


1—ZL —ı—dZ 
ou, en tenant compte de l’&quation de la sphère, 


4(X?+ Y?) + [22 





a(X—- ıY)P’=o (== CONS 


Or, cette équation représente une famille de cônes du second degré 
homofocaux; mais, trois focales sont confondues avec la droite iso- 
trope Z =o, X—z1Y = 0; la quatrième est OZ. Nous avons donc affaire 
a une dégénérescence imaginaire des coniques homo focales. Nous laisse- 
rons de côté ce cas particulier, qui ne nous semble pas présenter grand 
intérét. 

20. Revenons à (73) et supposons U, V! ~ o. On a nécessairement 

U2 2207 Vo aN @ (a— const 206% 

Intégrant et tenant compte de (72). il vient 
(80) U, = 2aU"+ 4, V,=2aV’+b (b = const,). 

Portons dans (70) 

(81) U?—2aU"— 2bU"=V?—2aV"—2bV"=c (c—const.). 

Si l’on remarque que 


dU ee ee ee 7 
(82) FT m eH 2a + b, 


(1) Voir G. DarBoux, Théorie des surfaces, t. I, n® 15 et 23. 
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ces équations s’écrivent 


aU,\? _ : 2 ANGE 7 R 
(83) (Sc) — 2 aU? + b— 2ac, (F = 2aVi +b?— aac. 

En multipliant U et V par une méme constante, nous pouvons 
d'ailleurs supposer 2a = — 1; la première équation (83) devientalors, 
en changeant la valeur de c, 


(84) (Su) + (ee 


Supposons d’abord c = o. Alors 


SER, 


dU 


dV, 


ees 
dV ut À rc 


D'où deux cas à considérer. 


R dU, ‘ av, PS ; ar 
Premier cas : > = 1U,, => = Vi. — Intégrons, en négligeant des 
constantes venant s’ajouter a U et V, 

Lee Ver 


Or, d’après (82), ona 
(85) U=b-ie!, Vie b-— Le 
Portant dans (69), il vient 


9 6" 
no 


=U; 


d’où 
a 


9=Ae *+B (A, B=const., A340). 


D’autre part, en intégrant (85), ona 


U2?—26U —ae"+d, V2?=2bV —2e"+ d', 


Portons dans (66), il vient 
hi re ; 
(86) Teer ee : "+2b- -(d+d)—iba=o, 


égalité impossible. 


454 HAAG. 





> dU ‘ dV ; = 5 
Deuxième cas : ZU ll AV — — !V,. — Comme précédemment, 
ona | 
U, e eu N em 
U"= b— ie”, VE—p tens: 
BET a m OT aid Re 
g = ztungz> Ves 5 e)— A [ang (9 +7) | (A, m= const: #20) 
2 COS — : : 


Ut—abU—ael+d,  V?—2bV—2e + a. 


Portons dans (66) 





AA œ a T\i\]|7 a a+d a 
4 
— = o| — >= b © — ne — — 0. 
(87) m C0 5 | tans (7 +2) | + 2 b + a tang — a ress tang = 


a . EUR = 
A cause du terme en atang—» il faut évidemment que b soit nul. 


Mais alors, si l’on fait x = 0, il vient A = 0, ce qui ne peut étre. 

Revenons à l'équation (84) en supposant c =£ o. Nous avons, en négli- 
geant des constantes devant s'ajouter à U et V, et multipliant w et ¢ par 
une même constante, 


U,=cosU, V,= cos V. 
Puis, d’après (82), 


U"= b+ sinU, Vi" == b Se sine 





D'où 
9" m 
ae = — tang?, ae 74 , e— A tang 5 + A ; 
6 2 œ LORIE 
2 COS — 
2 
U’?= 2 bU — 2 cos U + d, 2—92bV — 2 cos V + d'. 


Portons dans (66), nous retombons sur (87), c'est-à-dire sur une 
impossibilite. 


21. Notre discussion est maintenant terminée et nous pouvons 


enoncer la proposition suivante : 


Les seuls réseaux (s) isothermes sont : 


1° Les réseaux de loxodromies ; 


=< 
Or 
Or 
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2° Les reseaux (5') du n° 15 (11); 
3° Les réseaux des cercles ; 
4° Les réseaux de coniques spheriques homo focales. 


Nous avons étudié précédemment les systèmes triples orthogonaux 
qui résultent des trois premières de ces catégories de réseaux. Nous 
allons donc seulement nous occuper un peu de la quatrième. Nous 
nous bornerons à calculer les systèmes (T) correspondants. 


22. Partons de la famille de cônes homofocaux 


2 2 


x y? 5? 


=) EV ray‘ 


sx (8) 


Si À, et À, sont les deux racines de cette équation en À, on a 


= (= my(p— m). 
A (n—A)(n—h) 
(89) De (syn) 


Pe N Ma) 


AI ah 


(m — p)(n—p) 


le (M h)(m—X) 


ei 
de = h?dh?+ hi dij, 
avec 
A hak 
fpr a | ee 6)=% 0 = 0 — 9). 
(90) 1 (Ah) 9 Lo PRES ? AR! ) Alm )(n )(P ) 


Cherchons les variables canoniques u et v. Soit 
À = U, À — V ; 


on doit avoir (Th., n° 16) 





vo yr yn dh Ahr) yy, 
he OA; 
ou 
a = CONS = par exemple. 
‘1 2 
D'où 





dh, ex] nee 
(91) à =f 70 =) 70 
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Écrivons maintenant le Tableau des neuf cosinus. Nous avons 


d’abord | 
xe =< V(m —h,)(m— Az), 


(92) Val CR), 
= > TP —A)(p —h), 


en posant, pour abréger l'écriture, 


a=V(n—m)(p—m), 
(93) B—V(p—n)m—n), 
7 = Vin pee). 
be 1 OX: I X, 
an: Tia En: mer 





d’ot les formules suivantes : 











/ 7 mel a Xe NEE, ie 2 ons ZL. i 
(94) EEE HAT Ve RR: = m 
(99) (SS X ) eee et » LT : Ls 


ah, le — m ah, Ào—n PES he ee 
Systeme (T,). — Nous avons 


a= x? da + Xa ip ea dps= pat [X du X2 db 


n= [XY do + X,Y, dp, + X,Y, dp.= [xy du + X,Y, de, 
a= [XZ RER ER DE [x arty Oy Ae 


On trouve, apres des calculs que nous ne reproduisons pas, 
1 AA 
a °8 0, —m)(A, EL): 
(96) | = ice VA m) (a= 2) — VAL =I) hy ne Vk A — 7h) Ta) 
zn (u—m)(hk—n) (OO) m): 
RN ee K-m)k-P)-Vh-P)R—-m), 


hay (im) — pP) +V(Ai— p)(la— m) 


Lip 77 
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Pour avoir les systèmes (T,) et (T;), il suffit de permuter circulaire- 


ment les lettres x, y, z et m, n, p. 


23. Il est facile de former l'équation de la surface p,=0, par 
exemple du système (T,). Il suffit d'éliminer A, et A, entre les équa- 
tions précédentes, ce qui n’offre pas grande difficulté. On obtient, à 
une homothétie et à une translation près, 


e**(costyz — cosißy)=ı. 


D'où l’on déduit le théorème suivant : 


La sur face 
(97) e*=(cosby — coscz) —1 
engendre une famille de Lamé dans une translation parallele a Ox, sous 
la seule condition = = = + =. 
a? b? C2 


Nous avons donné autre part une vérification directe de cette pro- 
plete: (ou), 

Les lignes de courbure de la surface précédente ont pour représen- 
tations sphériques les ellipses et hyperboles homofocales, sections de 
la sphère par les cônes homofocaux 


x? y? 2? 
ye Sr > Ar ; =o 
III. — Réseaux (c) représentations sphériques de surfaces 


a courbure totale constante. 


24. On est conduit a des calculs entièrement analogues à ceux du 
paragraphe II quand on cherche les réseaux (5) représentations sphé- 
riques de surfaces à courbure totale constante. 


(1) J. Haag, Sur les équations aux variables mélées, etc. (Bull. des Sc. math., jan- 
vier 1912). 
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On sait (') qu’un tel réseau a un élément linéaire de la forme 
(98) do? = sin? w du? + cos? dv?, 
la fonction w devant vérifier l’equation 


(99) ores N ae sin © 
mou de? = : 





Pour qu'on ait affaire à un réseau (5), il faut encore et il suffit que 
w ne depende que d une seule variable « de la forme U + V. Moyen 
cette hypothèse, l’équation (99) devient 


(100) wo" (U?— VE) + »’/(U"— V") =sinw cosw, 


équation analogue à (66). Différentions en supposant «& constant et 
conservons les notations du paragraphe II, il vient 


(101) 20"(U"+ V") +0'(U,;+ V,) =o. 


On obtient une premiere solution en supposant U’ = — V’= const., 
ce qui conduit à distinguer deux cas : 


I. U=au, V = be, a= au + bp. — La fonction w est donnée par 
a)" (a*— b?) =sinw cosa, 


et conduirait à la représentation sphérique des helicoides a courbure 


constante. 

1l.U=u, V = — 5, au pa fonction wrest dont 
par 
(102) A(o"a + o')= sine cose. 


L’integration de cette équation donnerait une nouvelle solution ; 
malheureusement, nous n’avons pu l’effectuer. 


25. Supposons maintenant U" + V' = o. Comme au n° 18, cela entraîne 


(103) o"(U,+ V,) Zo. 


(1) Cf. G. DarBoux, Theorie des surfaces, t. Ml, p. 378. 


. 
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De l'équation (102) on déduit ensuite 
(104) QU" + V")(U,— V,) + V2? — U? =o. 
On peut satisfaire à cette équation, en prenant 
oes Vee = const; #0; 


En procédant comme au n° 18, on constate que w devrait alors 
vérifier les deux équations différentielles 


Kw’ 


ow” a+ w'= 0, Sin & Cosw = er (K = const.). 


Or, le lecteur vérifiera sans peine qu’elles sont incompatibles. 
Il nous faut done supposer Vj — U; = o et par suite U, — V,~o. 
Différentions (104), par rapport a u, 


(105) U'U!, —U,U. =U" V,— Vv", 
puis, par rapport à ?, 
(106) UV! — VrU! =o. 

En procédant comme au n° 19, on constate que U”V” doit être diffe- 
rent de zéro. On peut essayer de vérilier (106) en prenant 

(HARAS STE 
d’où, en tenant compte de (105), 
Ua, V,=— a; ASS ANS V,=— a\V. 
Portons dans (104) 
2U"—aW?=— (2V"+aV’)=b. 
En continuant comme au n° 19, on est conduit aux deux équations 


A ; sinw cos) a, c'—c 
aw +e = O, en mar 
G) 





’ 


qui doivent être vérifiées simultanément par ©. Or, il est aisé de voir 
que ces équations sont incompatibles. 
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26. Dès lors, supposons U, V, #0. Nous avons 


Uae, Mean Vz (a == Conso 


Intégrons, en tenant compte de (105), 


U.=2aU'+6,  V,—=os:aV'—b. 


Portons dans (104) 


U?— 2aU"?— 2bU"= V? — 2aV"+ 26V’=c (ec == const); 


équations qui se ramènent, comme au n° 20, aux deux suivantes : 


aU, \? ER ON ae 
(107) (Sc) +u= (My) : VAE 
Supposons d’abord c = 0. Nous sommes conduits à distinguer deux 
NL AT rt Eau a 
cas. Le premier (Zr =U, m = iV, ) nous conduit a 
. & 
aie 





HAE 
2 


ih MERE = 2b —iba—i(=*), 


égalités manifestement incompatibles. Passons au second cas : 





a == 7 Uy, = — — 1V,. On tire successivement 
Via Viewer. 
UVA VW=— b+ie—; 
w" I a } m N I 
AU sagt I a re o = log (tung?) + 57 losAs 
2 sin — 


U?2—26U —a2e¥+d, V?—=— 2bV —2e-V+ d'. 


: : 250 __ e-2iw 
Portons dans (100), en y remplaçant sinwcosw par ‘a 


il vient, en posant 21m — n, 


7 n \n | Betas 
(108) LE HR tang 2 ei cote AN EN oe . 
2 4 4 2 2 








A 


Kin : wt 
A cause du terme en & cot — il faut que b soit nul. Si l’on pose 
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= t, l'équation devient 


en. 1 Ae 
at (ar) =K- ER [= 2| 


1 + é? tr 22 2 


alors tang = 
oh 








ou 


Fr 


A2 1 — ; (1 =. le 


Cette égalité est vérifiée identiquement pour 


AT 122203, K ——4, 
Agee Ts n=— 2, Kar: 
Prenons, par exemple, la solution A=ı,n = 2, K= — 4. Elle nous 


donne successivement 


I 





sep er a 
e210 — tang? >> COS? w = ) sin? a — — cot’ a 


EIR 


sin? = 
dU? dV? 


aes 
KEszsgel! he 


du? — PE, CS À 
fe eo N 


où A désigne une constante arbitraire que nous substituons aux deux 
constantes d et d’liées par la relation d'— d= — 4. Si, pour faire 
disparaitre des imaginaires, nous posons 


ester Les) 
nous obtenons finalement l'élément linéaire suivant : 


sn 0-8 Ca 2 
(109} do*— : En | 


ESA + en—Ë — 9 2 ren een 
Il est réel, pour £ et n réels, tant qu'on a 
Eh ae) 
e>—-+ 1, En L = —1, 
2 2 
ce qui n’est possible que si À > 2. 


La solution A = —1, nr — 2, K — — 4 se déduit de la précédente 
par l'échange de d et d’, cos?» et sin?w, c’est-à-dire en somme par 
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l'échange des variables x et ». Quant à la solution A=1, n=— 2, 
K = 4, elle équivaut à un simple changement de signe sur et ne 
donne non plus rien de nouveau. 

I] ne nous reste plus qu’à examiner le cas où, dans (107), on sup- 
pose co. En multipliant & et » par une même constante, on peut 
supposer c — 1. D'où 


Us cösU; V,=cosV; U’=—b- sinU, V'—=— b+ sinV; 


lA 
G) I a m CN I 
el: De ou «y= log (tang =) + = logÀ; 


G) fy es 
2 SIN — 
2 
U?—=2bU — 2 cos U + d, V=— 2bV — 2 cos V + d'. 
En portant dans (100), on retombe sur (108). On en conclut la 


même valeur que précédemment pour o et l’on obtient l'élément 
linéaire 





(110) de*= con (=) Sera oie: Ar 


eut : U+V va 
a de alt rn ES ENT eee 
À — 4Sin sin ( = ) À —4 cos 5 


\ 


4 


En résumé, les réseaux (5), représentations sphériques de sur faces a 
courbure totale constante, sont: 


1° Les représentations spheriques d’helicoides à courbure constante ; 

2° Les réseaux pour lesquels la fonction w ne depend que de u? — #* et 
dou verifier l'équation (102); 

3° Les réseaux dont l'élément linéaire est (109); 

4° Les réseaux dont l'élément linéaire est (110). 


I] convient d’observer que les équations finies de ces réseaux ne 
peuvent étre obtenues que pour la premiere solution. Pour les trois 
autres, il faudrait encore intégrer des équations de Riccati bien 
connues. 


——— 00 u — 


L'ŒUVRE DE HENRI POINCARE 


Par M. Ewe PICARD. 





Quelqu’un demandait un jour à J.-B. Dumas, à propos de Claude 
Bernard : « Que pensez-vous de ce grand physiologiste? », et Dumas 
répondit : « Ce n’est pas un grand physiologiste, c’est la Physiologie 
elle-méme. » On pourrait dire pareillement de Henri Poincaré qu’il ne 
fut pas seulement un grand mathématicien, mais la Mathématique 
elle-mème. Dans l’histoire des Sciences mathématiques, peu de mathé- 
maticiens ont eu, comme lui, la force de faire rendre à l'esprit ma- 
thématique tout ce qu'il était à chaque instant capable de donner. En 
Mathématiques pures sa puissance d'invention fut prodigieuse, et 
l’on reste confondu devant la maitrise avec laquelle il savait forger 
l'outil le mieux approprié dans toutes les questions qu'il attaquait. 
Poincaré ne fut étranger à aucune des sciences parvenues à un stade 
assez avancé pour être susceptible de prendre, au moins dans certaines 
de leurs parties, une forme mathématique. Il a été en particulier un 
grand critique des théories de la Physique moderne, habile à les com- 
parer et à mettre en évidence leur véritable origine, aimant aussi à 
signaler leurs points faibles et leurs contradictions. Sa réputation, 
comme philosophe, fut considérable. Toute conception philosophique 
est de sa nature controversable; mais, quelque opinion qu’on puisse 
avoir sur certaines idées de Poincaré, l'admiration n’en est pas moins 
vive pour le noble penseur, le dialecticien subtil et l'écrivain au style 
personnel où rivalisent l’esprit géométrique et l'esprit de finesse. A 
défaut d’une étude détaillée qui demanderait un long travail, je vais 
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essayer de tracer une esquisse de l’œuvre du grand géomètre dont la 
disparition fut, l’an dernier, une perte irréparable pour la Science. 


Ce qui caractérise le génie mathématique de Poincaré, c’est sa puis- 
sance à embrasser d'emblée les questions dans toute leur généralité et 
à créer de toutes pièces l'instrument analytique permettant l’étude des 
problèmes posés. D’autres, et c’est ainsi qu’opérent la majorité des cher- 
cheurs, commencent par s’enquérir de ce quia été fait dans la voie qu'ils 
veulent explorer; la documentation est pour eux un travail préliminaire. 
Poincaré s’attarde rarement à étudier les travaux-antérieurs. Tout au 
plus, parcourt-il rapidement quelques-uns d’entre eux; de vagues 
indications lui permettent de retrouver des Chapitres entiers d’une 
théorie. Au fond, les questions d'attribution lui furent souverainement 
indifférentes, et le détail de l’histoire des sciences l’interessait très 
peu. 

La théorie des groupes fuchsiens et des fonctions fuchsiennes, qui 
illustra son nom presque au début de sa carrière scientifique, fournit 
des exemples à l’appui de ces remarques. Quand Poincaré commença 
ses études sur les groupes fuchsiens, c’est-à-dire sur les groupes 


: | ' az + b ; > 
discontinus de la forme (: = a) qui transforment une circon- 


férence en une circonférence ou, ce qui revient au méme, un demi- 
plan en un demi-plan, de nombreux cas particuliers (depuis Jacobi et 
Hermite) se rattachant a la théorie des fonctions elliptiques avaient été 
étudiées. Poincaré ne les connaissait pas alors; son point de départ est 
simplement le pavage du plan entier par des parallélogrammes égaux, 
et c’est de là qu'il s’élance pour résoudre dans toute sa généralité le 
problème du pavage d’un demi-plan par un ensemble de polygones 
curvilignes. Il parait avoir été conduit à ce problème par l’étude qu'il 
faisait alors de la géométrie non euclidienne de Lobatschewsky, dont 
Beltrami avait donné une interprétation dans le demi-plan euclidien, 
les courbes jouant le rôle de droites étant alors des circonférences 
orthogonales à la droite qui limite le demi-plan. La loi de génération 
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des groupes fuchsiens paraissait extrêmement difficile à trouver. On 
apercevait assez facilement une condition nécessaire; par une analyse 
profonde, où il montre en même temps un sens géométrique très 
affiné, Poincaré montre que cette condition est suffisante. C'était là 
une grande découverte. Il fallait maintenant démontrer l'existence de 
fonctions invariables par les substitutions des groupes trouvés. 
Poincaré forme alors des séries entièrement nouvelles (fonctions théta- 
fuchsiennes) qui lui permettent d’arriver au but; la théorie des fonc- 
tions fuchsiennes était créée. Une magnifique moisson allait en sortir : 
l'intégration des équations différentielles linéaires algébriques à points 
singuliers réguliers, et l'expression des coordonnées des points d’une 
courbe algébrique quelconque par des fonctions uniformes (fuch- 
siennes) d'un paramètre. 

Mais Poincaré va encore plus loin dans ses Mémoires célèbres des 
premiers Volumes des Acta mathematica. Les substitutions des groupes 
fuchsiens laissaient invariable une circonférence. N’y aurait-il pas des 
groupes linéaires discontinus plus généraux ? La recherche de la 
génération de tels groupes, telle que la donne Poincaré (groupes 
kleinéens), témoigne d’une audace extraordinaire ; il la déduit de la 
division d’un demi-espace (espace situé du même côté d’un plan) en 
polyèdres limités par des surfaces sphériques orthogonales au plan 
limite. Certains de ces groupes kleinéens conduisent à considérer des 
courbes étranges, surtout pour l’époque, ayant des tangentes mais 
n'ayant pas de courbure; ce sont elles qui, dans une certaine mesure, 
jouent pour les fonctions kleinéennes le même role que jouait la cir- 
conférence pour les fonctions fuchsiennes. 

Les Mémoires précédents mettaient, à moins de trente ans, Poincaré 
hors de pair. Sa carrière scientifique ne faisait cependant que com- 
mencer. D'autres travaux d’Analyse pure vont, dans les années sui- 
vantes, asseoir définitivement sa renommée. Il généralise en 1884, 
dans un court article, Le théorème d’uniformisation des fonctions algé- 
briques d’une variable, en faisant voir que, si y est une fonction ana- 
lytique quelconque de a, on peut exprimer x et y par des fonctions 
analytiques d’une variable, uniformes dans tout leur domaine d’exis- 
tence. C'est dans ce Mémoire qu’on voit apparaître pour la première 
fois les surfaces de Riemann ayant un nombre infini de feuillets. Poin- 
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care y est revenu récemment pour compléter quelques points : la ques- 
tion revient, au fond, à établir la possibilité d’une représentation 
conforme d’une surface de Riemann simplement connexe ayant un 
nombre infini de feuillets, soit sur un cercle, soit sur un plan entier. 
L’uniformisation des courbes algébriques, établie d’abord par Poincaré 
dans sa théorie des fonctions fuchsiennes, n’est plus alors qu'un cas 
particulier d’une loi très générale. Théoriquement au moins, l'étude 
des fonctions analytiques multiformes d’une variable se trouve ramenée 
à l'étude des fonctions uniformes. 

C’est un des grands titres de gloire de Cauchy d’avoir créé la théorie 
des fonctions de variables complexes et d'avoir ainsi ouvertun domaine 
immense à l'Analyse mathématique. Cauchy avait considéré les inté- 
grales simples, mais l'extension aux intégrales doubles de son théo- 
reme fondamental relatif aux intégrales prises le long d’un contour pré- 
sentait de très sérieuses difficultés. Poincaré est parvenu à les sur- 
monter. Il définit d’abord avec précision ce qu’on doit entendre par 


l'intégrale double Hee ‚) dedy d’une fonction analytique F (x, y 
5 3 A ytd 7 


de deux variables complexes x et y, prise sur un continuum à deux 
dimensions situé dans l’espace à quatre dimensions correspondant aux 
deux variables complexes, et il établit que, sile continuum d’integration 
est fermé et si l’on peut le déformer sans rencontrer des singularités 
de F, l'intégrale double garde la même valeur. Ce résultat, capital dans 
la théorie des fonctions de deux variables, a posé un grand nombre de 
questions. Si F est une fonction rationnelle, il y a lieu d’envisager les 
résidus de l’intégrale double; si F est une fonction algébrique de x et y, 
on a été ultérieurement conduit à considérer les periodes de l'intégrale 
double. Il nous faut encore citer, dans le domaine des fonctions analy- 
tiques de deux variables, le théorème d’après lequel toute fonction 
uniforme de deux variables présentant partout a distance finie le carac- 
tere d’une fonction rationnelle peut se mettre sous la forme d’un quo- 
tient de deux fonctions entières. La démonstration en est très délicate; 
l’auteur sait y manier habilement les quatre équations différentielles 
auxquelles satisfait la partie réelle d’une fonction analytique, dont la 
seule considération eût arrèté un chercheur moins puissant. 

C'est dans une période de cing à six ans (1880-1886) que Poincaré a 
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publié les travaux dont nous venons de parler. Jamais il ne fit preuve 
d’un plus grand esprit d’invention, jamais n’apparurent mieux ses 
dons de voyant. Sa merveilleuse intuition sautait par-dessus des diffi- 
cultés qui auraient troublé des esprits obligés d'avancer pas à pas. De 
son regard pénétrant, il voit les points où il faut donner l'assaut et il 
arrive d’un bond au cœur de la place attaquée. Aussi a-t-on parfois 
l'impression qu'il y a dans le développement de sa pensée quelque chose 
de heurté, comme si le voile cachant la vérité se déchirait brusque- 
ment devant lui. Il y a, dans ses Mémoires, rapidement écrits d'assez 
nombreuses erreurs de détail, mais sans importance, sauf de rares 
exceptions, sur les résultats essentiels. Poincaré était de ces rares 
.Savants pour qui n’est pas faite la devise Pauca, sed matura, et les 
mathématiciens trouveront longtemps des mines à exploiter dans les 
idées qu'il jetait à la hâte. 


IT. 


Nous sommes loin d’avoir fait allusion à tous les travaux importants 
de Poincaré dans la théorie des fonctions analytiques; rappelons seu- 
lement d’un mot ses études sur les fonctions entières et ses recherches 
concernant les développements asymptotiques des intégrales des équa- 
tions différentielles linéaires sur les droites aboutissant à un point 
singulier irrégulier au sens de Fuchs. En mème temps qu'il continuait 
ses travaux précédents, Poincaré poursuivait des recherches pouvant 
trouver une application immédiate à des questions de Géométrie et de 
Mécanique. Il a consacré de nombreux Mémoires à l’etude des courbes 
définies par des équations différentielles, c’est-à-dire à l’étude des 
équations différentielles dans le champ réel. Le premier Mémoire 
montre nettement le point de vue auquel il va se placer; il s’agit de se 


rendre compte de l’allure générale des courbes intégrales (ou caracté- 
ER RR hey à ACH ray EE io 3 N 
ristiques). Ainsi soit l'équation = = +; où X et Y sont des poly- 
nomes en x ety; on va d’ailleurs remplacer le plan (x,y) par une 
sphere qui lui correspond homographiquement. Apres la discussion 
des divers points singuliers (foyers, cols, nœuds, centres exception- 


nellement) vient la distinction entre les caractéristiques dont la conti- 
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nuation se trouve arrêtée par un nœud et celles qui, à partir d’un cer- 
tain moment, ne passent plus par un nœud. Au sujet de ces dernières, 
Poincaré établit qu’elles sont, ou bien des cycles (courbes fermées), 
ou bien des courbes asymptotes à un cycle limite (qui peut se réduire 
à un foyer). Il faut alors fixer approximativement la position des cycles 
limites; c’est la une question très délicate, qu'on ne peut espérer 
résoudre que si les cycles limites sont en nombre fini. 

La question est plus difficile encore pour les équations du premier 
ordre et de degré supérieur. Il peut arriver ici, contrairement au cas 
précédent, qu’une caractéristique puisse se rapprocher, autant qu’on 
voudra, d’un point arbitraire dans une aire convenable. De plus, et 
cela est capital, le genre riemannien d’une certaine surface fermée atta- 
chée à l'équation différentielle intervient dans la discussion des carac- 
téristiques. Ce n’est pas un des moindres mérites de Poincaré d’avoir 
montré le rôle de l’Analysis situs dans ces questions; depuis cette 
époque, il ne cessa d’ailleurs de s'intéresser aux problèmes de la Geo- 
metrie de situation, qui exigent une si grande tension d’esprit dans le 
cas des multiplicités à plus de trois dimensions, et sur lesquels il 
écrivit de profonds mémoires, d’une lecture difficile. 

Plus complexe encore est le cas des équations d’ordre supérieur au 
premier; les Mémoires consacrés aux équations du second ordre sont 
pleins d'idées suggestives et mettent en évidence les éléments fonda- 
mentaux du problème. L'étude des points singuliers ne suffit plus; il 
est nécessaire d'introduire une notion nouvelle. Soit une courbe fermée 
quelconque et un domaine comprenant tous les points voisins de cette 
courbe; il faut étudier la forme générale des caractéristiques à l'inté- 
rieur de ce domaine, et les problèmes si délicats relatifs à la stabilité 
se présentent d'eux-mêmes. Tout était à créer dans ces études, alors 
toutes nouvelles, où Poincaré a été un précurseur et qui ne seront pas 
de sitôt épuisées. 

Poincaré ne cessait de penser aux applications de ses résultats à la 
Mécanique céleste et d’une manière générale à la Mécanique analytique. 
Comme par une ironie singulière d’un dieu malin poursuivant les 
mathématiciens qui veulent appliquer leurs études aux phénomènes 
naturels, la forme des équations de la Mécanique analytique corres- 
pond aux cas où la discussion est la plus délicate. Le fruit de ces 
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longues méditations fut apparition d’un Ouvrage en trois volumes : 
Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste. L’effort analytique dont 
témoignent ces volumes ne saurait être trop loué ; les méthodes mises 
en œuvre sonten elles-mêmes extrémement importantes pour l'Analyse, 
et peuvent être utilisées pour d’autres questions. Sans doute, le pro- 
blème de Mécanique céleste qu'avait d'abord en vue Poincaré, je veux 
dire le problème des z corps, n’a pas été résolu malgré l'immense 
labeur dépensé. Mais il importe peu; les méthodes introduites en 
Mécanique analytique sont plus précieuses que la solution même de 
ce problème et contribueront un jour à sa solution ('). 

Les résultats négatifs contenus dans le grand Ouvrage de Poincaré 
attirent tout d’abord l’attention. L'auteur établit que le problème des 
trois corps n’admet pas d’autre intégrale première uniforme que les 
intégrales des forces vives et des aires. Quelle puissance de déduction 
dans la démonstration de ce théorème très caché, où se trouvent 
utilisés existence des solutions périodiques et le fait que les expo- 
sants caractéristiques ne sont pas tous nuls. Il en est de même pour 
la démonstration de la divergence, au point de vue purement mathé- 
matique, desséries employées par les astronomes en Mécanique céleste 
quand on suppose les conditions initiales arbitraires; cela n’empéche 
pas d’ailleurs leur utilisation courante en Astronomie, où il arrive que 
les termes employés commencent par décroitre. Ces résultats toutefois 
ne sont pas établis par Poincaré dans toute leur généralité. Ainsi, dans 
le cas de trois corps, les masses de ceux-ci ne sont pas quelconques; 
l’une étant zn, les masses des deux autres sont de la forme a, u et a, u, 
u. étant une constante suffisamment petite. Il n’est guère douteux que 
les conclusions valent, quelles que soient les masses, et dans le 
Mémoire qu’il écrivit peu de temps avant sa mort dans les Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo, Poincaré a indiqué une voie à suivre 
pour arriver au résultat. 


(1) On sait qu’un savant Finlandais M. Sundmann vient de donner une solution complète 
du problème des zrois corps. Il serait injuste de ne pas reconnaitre que les travaux anté- 
ricurs de Poincaré ont eu une grande influence sur les recherches de l’astronome d’Hel- 
singfors. J'ai fait une étude des Mémoires de M. Sundmann dans un article récent de la 
Revue générale des Sciences (15 octobre 1913) et dans le Bulletin des Sciences Mathéma- 
tiques (octobre 1913). 
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C’est dans les mêmes conditions, c’est-à-dire en supposant dans les 
équations la présence d’un paramètre très petit u, que se place Poincaré 
en étudiant certaines solutions particulières remarquables des équa- 
tions de la Mécanique analytique, et en particulier du problème des 
trois corps. De solutions périodiques connues pour & = 0, on peut 
déduire par continuité l'existence de solutions de même nature pour u. 
très petit. Par cette voie est établie dans des cas très variés l’existence 
de solutions périodiques pour le problème des trois corps. Cette étude 
des solutions périodiques est un chef-d'œuvre. Nous sommes loin avec 
elles des deux cas particuliers considérés par Lagrange, où les trois 
corps restent au sommet d’un triangle équilatéral et où les trois points 
restent en ligne droite. Outre les solutions périodiques, Poincaré 
établit aussi l’existence de solutions asymptotiques aux solutions 
périodiques, et de solutions doublement asymptotiques à ces solutions 
(c’est-à-dire asymptotiques pour {= — o et t=+ x»). La démonstra- 
tion relative à ces dernières était extrêmement difficile et, de tous les 
théorèmes dont il enrichit la Mécanique analytique, aucun ne cotta un 
aussi grand effort à Poincaré qui dut se borner ici au cas très parti- 
culier qu'il appelait le problème restreint. On peut espérer que les 
solutions périodiques pourront être employees comme première 
approximation dans les calculs de la Mécanique céleste, mais il serait 
prématuré de se prononcer a ce sujet. 

Le Tome III des Nouvelles méthodes de la Mécanique céleste renferme 
les parties les plus profondes de l’Ouvrage. On avait rencontré inci- 
demment des tnvariants integraux, Liouville par exemple en Mécanique 
analytique, et Helmholtz dans la théorie des tourbillons; mais la théorie 
générale de ces invariants est une création originale de Poincaré, ainsi 
que les belles applications qu'il en fait à l’étude de la stabilité. Dans 
des problèmes très étendus de Mécanique analytique, 1l est conduit à 
démontrer qu'il y a stabilité à la Poisson, c’est-à-dire que, parti d’une 
position, le système dans la suite du mouvement vient à repasser, 
sinon par la même position, du moins par une position infiniment 
rapprochée de la première. Il est curieux de remarquer que, dans cette 
question, l’idée initiale de la démonstration est la même que celle 
utilisée bien des années auparavant dans l’étude de la convergence des 
séries thétafuchsiennes. Le théorème général sur la stabilité à la 
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Poisson n’est valable que sous certaines conditions qui, en particulier, 
ne sont pas remplies dans le cas du problème des xn corps. Dans ce 
dernier cas, Poincaré est conduit à envisager le prolongement ana- 
lytique des solutions apres un choc (‘), et il établit que, sauf pour des 
solutions exceptionnelles, il y aura stabilité à la Poisson pour la tra- 
jectoire ou son prolongement analytique. 

Qu'on me permette ici une remarque. Dans des questions relatives 
a la réversibilité, Poincaré et d’autres après lui s’apputent sur ce 
théorème général que, dans les mouvements hamiltoniens, ily a stabi- 
lité à la Poisson, au sens où nous venons de l’employer. II ne faut pas 
oublier qu'il peut y avoir une infinité de solutions où se présentent 
des circonstances analogues au choc, c'est-à-dire des discontinuités 
dans certaines fonctions figurant dans les équations, et pour lesquelles 
par conséquent il n’y aura stabilité à la Poisson qu'en supposant le 
mouvement prolongé analytiquement. Ces solutions, qui deviennent 
d'autant plus fréquentes que le nombre des degrés de liberté est plus 
grand, ne risquent-elles pas de rendre illusoires les arguments invoqués 
dans les questions concernant la réversibilité ? 

Les recherches de Poincaré sur la figure des corps célestes té- 
moignent d’une singulière force d'analyse. Il s'agissait d'étudier 
certaines figures d'équilibre d’une masse fluide homogene dont les 
éléments s’attirent mutuellement suivant la loi de Newton et qui tourne 
uniformément autour de cet axe. Il est connu depuis longtemps que, si 
la vitesse angulaire w ne dépasse pas une certaine limite, la figure 
d'équilibre peut ètre ellipsoidale; il y a deux vitesses angulaires w, 
etw, (w, <w,), telles que, pour w < w,, on a les deux ellipsoïdes de 
révolution de Maclaurin et, pour w <w,, on a en outre une ellipsoide 
à trois axes inégaux de Jacobi. L'ensemble des ellipsoides de Maclau- 
rin constitue deux séries de figures d'équilibre variant avec la vitesse 
angulaire, l’ensemble des ellipsoides de Jacobi en constitue deux 
autres. Si l’on considère une de ces figures ellipsoidales E d'équilibre 
avec la vitesse angulaire correspondante w, et si l'on donne à w un 


(1) C’est en approfondissant cette idée, et en ne craignant pas de comprendre dans son 
analyse le cas des chocs que M. Sundmann est arrivé a une solution du problème des 
trois corps (voir la note ci-dessus). 
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petit accroissement n, on peut se demander si, pour la vitesse angu- 
laire w + n, il existe des figures d'équilibre, autre que les ellipsoides, 
qui, en variant d’une manière continue avec n, se confondent pour 
7 = 0 avec l’ellipsoide E. C’est le probleme que se posait Poincaré 
en 1885, ce qui l’a conduit à une infinité de nouvelles figures d’equi- 
libre; à la vérité, il se borne dans cette recherche à la première 
approximation, et il ne conclut l’existence effective des nouvelles 
figures qu'en étendant d’une manière peut-être contestable, au cas des 
fluides, des remarques très ingénieuses sur les équilibres de bifurca- 
tion démontrées seulement pour des systèmes dont la position ne 
dépend que d’un nombre fini de paramètres. Les nouvelles figures 
sont toutes instables, sauf peut-être une célèbre figure piriforme cor- 
respondant à la vitesse angulaire la plus petite qui donne des ellip- 
soides de Jacobi stables. Il semble bien, d’après les dernières 
recherches de M. Liapounoff qui a étudié de son côté avec une grande 
rigueur les problèmes précédents par d’autres méthodes, que la 
figure piriforme est instable. Les figures piriformes ont-elles joué 
un rôle cosmogonique ? C'était l'avis de Sir Georges Darwin. Dans le 
refroidissement lent, il est possible que la figure piriforme se creuse 
tout d’un coup et qu’il y ait une séparation du corps en deux : telle 
aurait été, dans cette vue, la Lune sortant de la Terre. Il ne faut pas 
d’ailleurs oublier, dans les applications à la Cosmogonie, que dans ce 
qui précède il s'agissait de substance on ce qui risque 
d’eloigner era de la réalité. 

a: partie de l’Astronomie prise dans son acception la plus 
étendue n’est restée étrangère à Poincaré. Un de ses derniers cours 
fut consacré aux Hypothèses cosmogoniques, Toutes les hypothèses 
faites depuis Kant et Laplace sur la formation du système solaire y 
sont discutées d’une façon très serrée, mais Poincaré ne se borne pas 
à notre système et étend son regard perçant jusqu'aux étoiles et aux 
nébuleuses. Avec quelle critique pénétrante il discute les vues 
d’Arrhenius sur la possibilité qu'a l'Univers d'échapper à la mort 
thermique que semble lui réserver le principe de Carnot, et que de 
vues pleines d’une imagination grandiose dans le Chapitre où la voie 
lactée est comparée à la matière radiante de Crookes. Aucun livre 
ne saurait donner une plus haute idée de la poésie de la Science. 
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II. 


De la Mécanique celeste a la Physique mathématique, la tran- 
sition est facile. La Physique mathématique offre au mathématicien de 
nombreux sujets d’étude, soit qu’il se propose de faire un examen 
critique des principes des théories, soit que, sans discuter ceux-ci, il 
se contente de chercher les solutions des problémes précis auxquels a 
conduit le développement de ces théories. Dans ce dernier cas, la 
question revient le plus souvent, dans l’état actuel de la Science, à 
l'intégration d’équations aux dérivées partielles avec certaines condi- 
tions aux limites. Sur la Physique mathématique ainsi entendue, qui 
n’est en fait qu'un Chapitre de l’Analyse, Poincaré a écrit des Mémoires 
justement renommés. Que d'idées nouvelles sont jetées dans ses 
recherches sur les fonctions harmoniques; sa méthode du balayage 
est encore aujourd’hui très précieuse dans le cas où la surface a des 
singularités, malgré les points de vue introduits récemment dans 
ces questions par la théorie des équations intégrales. Le Mémoire sur 
la méthode de Neumann montre que cette méthode peut encore être 
appliquée quand la surface n’est pas convexe, et renferme des vues 
originales sur des fonctions, dites fondamentales, généralisant, sur 
une surface fermée quelconque, les fonctions de Laplace relatives à la 
sphère. Le travail sur les équations de la Physique mathématique paru 
en 1894 restera particulièrement mémorable ; il y est établi pour la 
première fois que, pour une équation aux dérivées partielles se présen- 
tant dans la théorie de la vibration des membranes et renfermant 
linéairement un paramètre arbitraire, l'intégrale prenant des valeurs 
données sur un contour est une fonction méromorphe de ce paramètre, 
et de la est résultée une démonstration mathématique rigoureuse de 
l'existence des harmoniques en nombre infini d'une membrane vibrante. 

Je voudrais me borner, mais comment passer sous silence les études 
de Poincaré sur les marées. Laplace avait abordé, comme on sait, dans 
sa Mécanique céleste le probleme des marées ‘au point de vue dynamique, 
mais l'intégration des équations obtenues en introduisant les condi- 
tions complexes de la configuration des mers était alors bien au-dessus 
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des forces de l’analyse. Malgré d’admirables travaux de la plus haute 
importance au point de vue pratique, la théorie mathématique des 
marées n’avait fait aucun progrès, mais les récentes études sur la 
théorie des équations aux dérivées partielles et ses rapports avec les 
équations intégrales fournissait de nouvelles armes, dont Poincaré 
s'empare avec sa maitrise habituelle; il put établir que le probleme 
des marées se ramène à une équation de Fredholm ou à un système 
de deux équations de Fredholm, suivant qu’on néglige ou non ce 
qu'on appelle l'attraction du bourrelet. Théoriquement le probleme des 
marées était résolu. Sans doute, pour tirer parti du résultat de Poin- 
caré, il faudra, outre la configuration des côtes, connaitre partout la 
profondeur des mers, et les calculs, auxquels conduit la méthode, 
seront d’une effroyable complication. C’est souvent le triste destin des 
mathématiciens que, quand ils sont arrivés après de longs elforts à 
la solution rigoureuse d’un problème offert par la Mécanique ou la 
Physique, cette solution est si compliquée qu’elle est pratiquement 
inutilisable. Ils ont raison cependant de ne pas se décourager, car, 
outre que l'idée de complication est très relative, on peut espérer 
tirer de la seule forme d’une solution complète des lois générales que 
serait impuissante à donner une solution approchée. Dans le livre de 
Poincaré sur les marées, les analystes peuvent trouver de difficiles 
sujets de recherches. 

Citons encore ici, à cause de leur caractère surtout analytique, les 
beaux Mémoires des Acta Mathematica où Poincaré a donné, en partie 
au moins, l'explication des curieux phénomènes observés par M. Gouy 
sur la diffraction éloignée, en entendant par là les phénomènes optiques 
dans lesquels la déviation des rayons diffractés est considérable. 


ly: 


Poincaré ne traita pas seulement de la Physique mathématique en 
analyste. On est émerveillé devant les vingt Volumes reproduisant 
son enseignement pendant qu'il occupa la chaire de Physique mathé- 
matique à la Sorbonne. Sur les sujets les plus variés, élasticité, hydro- 
dynamique, théorie de la chaleur, thermodynamique, capillarité, 
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optique, électricité, il apparait comme un dominateur; c’est un jeu 
pour lui de mettre à nu les mécanismes analytiques qui, sous des 
manteaux divers, se retrouvent souvent en Physique mathématique, et 
son esprit critique aime à signaler les difficultés et les contradictions. 
Ainsi, en Élasticité, tandis qu'on parlait couramment des vingt et un 
coefficients d’élasticité, Poincaré montre qu'on doit en compter 
vingt-sept en général, c’est-à-dire quand les forces extérieures ne sont 
pas nulles dans l’état d'équilibre naturel. En Optique, une expérience 
remarquable de Wiener sur l’interférence de deux rayons rectan- 
gulaires avait amené à conclure, comme le supposait Fresnel, que la 
vibration lumineuse se fait perpendiculairement au plan de polari- 
sation. Pour Poincaré, il n’y a rien à tirer de cette expérience, quant 
à la direction des vibrations. La conclusion ci-dessus est légitime si 
l’on admet que l'intensité de l’action chimique de la lumière est 
proportionnelle à la force vive moyenne de l’ether; mais on doit, au 
contraire, regarder avec Neumann que la vibration est dans le plan de 
polarisation si cette intensité est proportionnelle à l'énergie potentielle 
moyenne de l’éther. 

Des expériences nouvelles d'un grand intérêt sont-elles faites, 
Poincaré les discute immédiatement dans son enseignement, propo- 
sant ses explications et incitant les expérimentateurs à de nouvelles 
recherches ; tel fut le cas des expériences de Hertz, où il insista sur le 
rôle de l’amortissement dans l’excitateur et le résonateur, que mirent 
ensuite en évidence divers physiciens. 

C'est une des caractéristiques du génie de Henri Poincaré qu'il 
réunit un prodigieux esprit d'invention à un esprit critique extréme- 
ment aiguisé. Sa critique semble même aller parfois jusqu’au scepti- 
cisme ; il contemplait sans tristesse les ruines des théories. Alors que 
d'autres constatent avec regret que certaines idées ne s’accommodent 
plus aux faits, et commencent par penser que ceux-ci ont été mal vus 
ou mal interprétés, Poincaré a plutôt une tendance contraire, bien 
qu’elle se soit peut-être atténuée dans les dernières années. Ainsi un 
jeune physicien ayant cru jadis pouvoir s'inscrire contre la célèbre 
expérience de Rowland, d’après laquelle’ une charge électrique en 
mouvement produit un champ magnétique conformément à la théorie 
deMaxwell, cette annonce ne parut pas étonner Poincaré. Nul n'eut 
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moins que lui la notion statique d’une science se reposant sur quelques 
conquêtes définitives, et c’est ce qui explique que plusieurs se soient 
crus autorisés à tirer de certains de ses écrits, où il poussait sa tendance 
critique presque jusqu’au paradoxe, des conclusions sur la vanité de 
la Science contre lesquelles il dut protester. 

Quelques Préfaces des Lecons de Poincaré ont vivement attiré l’atten- 
tion. Dans l’Introduction du Livre Électricité et Optique, il discute ce 
qu'on doit entendre par « interprétation mécanique d’un phénomène ». 
Cette interprétation est ramenée d’après lui à la possibilité de la 
formation d’un système d'équations de Lagrange avec un certain 
nombre de paramètres 9,, 93, ..…., Jn que l'expérience atteint direc- 
tement et permet de mesurer. Dans ces équations figurent l’énergie 
cinétique T et une fonction des forces U. Cette possibilité étantsupposée, 
on pourra toujours déterminer p masses m; (masses visibles ou 
cachées) et leurs 3p coordonnées(x,, y;, 3;) fonctions des g (en prenant 
p assez grand), de manière que la force vive de ce système de masses 
soit égale à l’energie cinétique T figurant dans les équations de 
Lagrange. L’indétermination est ici très grande, et c’est précisément 
la qu’en veut venir Poincaré, dont la conclusion est que, s’il y a une 
explication mécanique, il y en a une infinite. Il faut avouer, dirons- 
nous, que cette indétermination est méme trop grande, car on perd 
complètement de vue les corps en présence. Ainsi, suivant les formes 
qu’auront l’ensemble des masses partiellement indéterminées m;, 
on n’aura pas nécessairement dans la suite les mêmes mouvements; 
il pourra, par exemple, y avoir ou non des chocs. Que devient aussi 
la répartition des forces réelles dans les systèmes en partie fictifs 
auxquels on est ainsi conduit? 

Dans la Préface de sa Thermodynamique, Poincaré, voulant descendre 
en quelque sorte jusqu’au fond du principe de la conservation de 
l'énergie, conclut que « la loi de Meyer est une forme assez souple 
pour qu'on puisse y faire rentrer presque tout ce qu'on veut ». Il 
semble à la vérité un peu effrayé de sa conclusion, car il ajoute plus 
loin qu'il ne faut pas « pousser jusqu’à l'absolu ». Nous retrouverons 
cet esprit hypercritique, si j'ose le dire, dans certains écrits philo- 
sophiques de Poincaré. ; 

Poincaré, sans cesse curieux de nouvelles théories et de nouveaux 
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problèmes, ne pouvait manquer d’être attiré par l'Électromagnétisme 
qui tient une si grande place dans la Science de notre époque. On ne 
saurait trop admirer avec quelle sûreté et quelle maîtrise il repense les 
diverses théories, les faisant ainsi siennes. Il leur donne parfois une 
forme saisissante, comme quand, dans l’exposition de la théorie de 
Lorentz, il distingue entre les observateurs ayant les sens subtils et les 
observateurs ayant les sens grossiers. La considération, bien person- 
nelle à Poincaré, de ce qu'il appelle « la quantité de mouvement 
électromagnétique », la localisation de celle-ci dans l’ether et sa 
propagation avec une perturbation électromagnétique sont venues 
rétablir d'importantes analogies. Le Mémoire sur la dynamique de 
l'électron, écrit en 1905, restera dans l’histoire du principe de la rela- 
tivité ; le groupe des transformations de Lorentz, qui n’altérent pas les 
équations d’un milieu électro magnétique, y apparait comme la clef de 
voûte dans la discussion des conditions auxquelles doivent satisfaire 
les forces dans la nouvelle dynamique. La nécessité de l’introduetion 
dans l’électron de forces supplémentaires, en dehors des forces de 
liaison est établie, ces forces supplémentaires pouvant être assimilées 
à une pression qui régnerait à l'extérieur de lélectron. Poincaré 
montre encore quelles hypothèses on peut faire sur la gravitation pour 
que le champ grafivique soit affecté par une transformation de Lorentz 
de la même manière que le champ électromagnétique. 

On sait l’importance qu'a prise aujourd’hui le principe de la rela- 
tivité, dont le point de départ est l'impossibilité, proclamée sur la foi 
de quelques expériences négatives, de mettre en évidence le mou- 
vement de translation uniforme d’un système au moyen d'expériences 
d'optique ou d’électricité faites à l’intérieur de ce système. En admet- 
tant, d’autre part, que les idées de Lorentz et ses équations électro- 
magnétiques sont inattaquables, on a été conduit à regarder comme 
nécessaire le changement de nos idées sur l’espace et sur le temps ; 
espace et temps (a, y, set 2) n’ont plus leurs transformations séparées 
et entrent simultanément dans le groupe de Lorentz. La simultanéité 
de deux phénomènes devient une notion toute relative; un phénomène 
peut être antérieur à un autre pour un premier observateur, tandis 
qu'il lui est postérieur pour un second. Les mathématiciens, intéressés 
par un groupe de transformations qui transforment en elle-même la 
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forme quadratique & + y?+ 2? — c?t? (c= vitesse de la lumière) se 
sont livrés à d’élégantes dissertations sur ce sujet et ont sans doute 
contribué a la popularité du principe de relativité. A d’autres époques, 
on eût peut-être, avant de rejeter les idées traditionnelles de l'huma- 
nité sur l’espace et le temps, passé au crible d'une critique extréme- 
ment sévère les conceptions sur l’ether et la formation des équations 
de l’électromagnétisme; mais le désir du nouveau ne connait pas de 
bornes aujourd’hui. Les objections ne manquent pas cependant, 
et dillustres physiciens, comme Lord Kelvin et Ritz, sans parler des 
vivants, ont émis des doutes très motivés. La Science assurément ne 
connait point de dogmes, et il se peut que des expériences positives 
précises nous forcent un jour à modifier certaines idées devenues 
notions de sens commun; mais le moment en est-il déjà venu? 

Poincaré voyait le danger de ces engouements, et, dans une confé- 
rence sur la dynamique nouvelle, il adjurait les professeurs de ne pas 
jeter le discrédit sur la vieille Mécanique qui a fait ses preuves. Et 
puis, il a vécu assez pour voir les principaux protagonistes des idées 
nouvelles ruiner partiellement au moins leur œuvre. Dans tout ce 
relativisme, il reste un absolu, à savoir la vitesse de la lumière dans le 
vide, indépendante de l’état de repos ou de mouvement de la source 
lumineuse. Cet absolu va probablement disparaitre, les équations de 
Lorentz ne représentant plus qu’une première approximation. Les plus 
grandes difficultés viennent de la gravitation, au point que certains 
théoriciens de la Physique croient ne pouvoir les lever qu’en attribuant 
de l’inertie et un poids à l'énergie, d’où en particulier la pesanteur de 
la lumière. Si Poincaré avait vécu, il edt sans doute été conduit à 
rapprocher des vues actuelles son essai de 1905 sur la gravitation. 
Au milieu des incertitudes qui se présentent aujourd'hui en électro- 
optique, son esprit lumineux va nous manquer singulièrement. Il 
faut avouer que dans tout cela les bases expérimentales sont fragiles, 
et peut-être Poincaré eût-il suggéré des expériences apportant un peu 
de lumière dans cette obseurite. 

Un des derniers travaux de Poincaré a été une discussion approfondie 
de la théorie des quanta, édifiée par Planck, d’après laquelle l'énergie 
des radiateurs lumineux varierait d’une manière discontinue. De ce 
point de vue « les phénomènes physiques, dit Poincaré, cesseraient 
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d’obeir à des lois exprimables par des équations différentielles, et 
ce serait là sans aucun doute la plus grande révolution et la plus 
profonde que la philosophie naturelle ait subie depuis Newton». Quelque 
grande, en effet, que doive être cette révolution, il est permis toutefois de 
remarquer que des circonstances plus ou moins analogues se sont 
déjà présentées. Ainsi, dans un gaz à la pression ordinaire, on peut 
parler de pression et l'on peut appliquer les équations différentielles de 
la dynamique des fluides ; il n’en est plus de mème dans un gaz raréfié, 
où il n’est plus possible de parler de pression. Il faudra peut-être nous 
résigner à faire usage, suivant les limites entre lesquelles nous 
étudions une catégorie de phénomènes, de représentations analytiques 
différentes, si pénible que puisse être cette sorte de pluralisme pour 
ceux qui rêvent d'unité. Mais c’est là encore le secret de l’avenir, et 
il serait imprudent d’affirmer qu’on ne trouvera pas quelque biais 
permettant de rétablir dans nos calculs la continuité. 


uk 


Les nombreux écrits de Poincaré, sur ce qu’on appelle la pAiloso- 
phie des sciences, ont fait connaître son nom à un public très étendu. 
Nous entronsici dans unautre domaine que celui des recherches propre- 
ment scientifiques, et je n’ai pas l'intention d’étudier à fond cette 
partie de son œuvre. Il y est tout d'abord singulièrement difficile de se 
rendre compte de l’originalite de telle ou telle étude; ainsi, dans ses 
écrits sur l'hypothèse dans la Science, Poincaré s’est rencontré plus 
d’une fois avec divers auteurs, mais l'illustration de son nom, consa- 
crée par tant de découvertes mathématiques, donnait à ses opinions 
une autorité particulière. La forme en ces questions est aussi de 
grande importance. La phrase concise de Poincare, allant droit au 
but, parfois avec une légère pointe de paradoxe, produit une singu- 
lière impression; on est un moment subjugué, même quand on sent 
qu'on n’est pas d'accord avec l’auteur. Mainte page de Poincaré a 
produit sur plus d'un lecteur un vif sentiment d’admiration en même 
temps qu'une sorte d’effroi et d’agacement devant tant de critique. 

On a parlé quelquefois de la philosophie de Poincaré. En fait, 
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penseur indépendant, étranger a toute école, Poincaré ne chercha 
jamais à édifier un système philosophique, comme un Renouvier, un 
Bergson ou même un William James. Il a écrit des livres de « Pensées », 
où savants et philosophes trouvent ample matière à réflexions. Il n’est 
esclave d’aucune opinion, pas même de celle qu’il a émise antérieure- 
ment, et il sera un jour intéressant de suivre certaines variations de la 
sa pensée, où l’on voit quelque peu s’atténuer ce qu’on a appelé son 
nominalisme. Il fut ainsi conduit à expliquer certaines affirmations 
qui, prises trop à la lettre, avaient été mal comprises et utilisées dans 
un dessein dont il n’avait aucun souci. 

Si l’on voulait toutefois caractériser d’un mot les idées de Poincaré, 
on pourrait dire que sa philosophie est la philosophie de la commodité. 
Dans quelques-unes de ses pages, le mot commode revient constam- 
ment et constitue le terme de son explication. D’aucuns pensent qu’il 
faudrait donner les raisons de cette commodité, et, parmi eux, les 
plus pressants sont les biologistes toujours guidés par l’idée d’évolu- 
tion. La commodité résultera pour eux d’une longue adaptation, et, 
ainsi approfondie, deviendra un témoignage de réalité et de vérité. 
A l'opposé des évolutionnistes, d’autres ne voient que l'esprit humain 
tout formé et sa fonction la pensée. A certaines heures au moins, 
Poincaré fut de ces derniers, et cet idéalisme lui a inspiré des pages 
d’une admirable poésie qui resteront dans la littérature française ; telle 
cette dernière page de son Livre sur la valeur de la Science, qui débute 
par ces mots « Tout ce qui n’est pas pensée est le pur néant ». Entre 
des doctrines si différentes toute communication est impossible, et 
l’on arrive à se demander si l’on peut discuter de l’origine des plus 
simples notions scientifiques, sans avoir à l'avance une foi philoso- 
phique à la formation de laquelle auront d’ailleurs concouru d’autres 
éléments que des éléments proprement scientifiques. 

Pour ne pas rester uniquement dans les généralités, arrétons-nous 
un moment sur les principes de la Géométrie. Poincaré part d’un 
esprit humain, dans lequel l’idée de groupe préexiste et s’impose 
comme forme de notre entendement. L'esprit, apres un travail 
d’abstraction aboutissant aux premiers concepts de la Géométrie 
(point, droite, etc. ), cherche à exprimer les rapports de position des 
corps; il le fait au moyen de l’idée de groupe, prenant le groupe le plus 
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commode et le plus simple qui est le groupe de la géométrie dite eucli- 
dienne. Les proprietes geometriques ne correspondent, pour Poincaré, 
à aucune réalité ; elles forment un ensemble de conventions que l’expé- 
rience a pu suggérer à l'esprit, mais qu'elle ne lui a pas imposées. 
L’évolutionniste dont je parlais plus haut voit là de grandes difficultés, 
non pas seulement pour la raison banale que la dualité ainsi posée 
entre l’esprit et le milieu extérieur est contraire à sa doctrine, mais 
parce que, cherchant à retracer la genèse des origines de la Géométrie 
dans l'espèce humaine, il lui parait impossible de séparer l'acquisition 
des notions géométriques et celles des notions physiques les plus 
simples, la Géométrie ayant dans des temps très anciens fait partie de 
la Physique. Sans changer l’ensemble de ces notions, on ne peut, 
semble-t-il, remplacer le groupe euclidien par un autre, et les exemples 
cités de transport d’un homme dans un autre milieu (où cet homme 
commencerait par mourir) sont plus pittoresques que probants. On 
retombe ainsi, sous un autre point de vue, sur les idées de Gauss qui 
considérait comme un fait expérimental que la courbure de notre 
espace est nulle, et regardait, contrairement à Poincaré, que la géo- 
métrie euclidienne est plus rate que les géométries non euclidiennes. 
Il y a sans doute bien des hypothèses, ne disons pas des conventions, 
en Géométrie. C’en est une par exemple, oubliée quelquefois, que 
notre espace est simplement connexe. Peu importe quelle est la 
connexité de l’espace, quand on se borne à envisager une partie assez 
petite, celle-ci s’étendit-elle jusqu'aux lointaines nebuleuses, mais il 
pourrait en être autrement quand on considère l’espace dans son 
ensemble. 

Tousles esprits élevés trouveront, dans l’œuvre philosophique et litté- 
raire de Poincaré, matière à longues réflexions, soit qu’ils se laissent 
convaincre par sa dialectique, soit qu'ils cherchent des arguments 
contraires. Certaines pages sont d’une austère grandeur, comme celle 
ou la pensée est qualifiée d’ «éclair au milieu d’une longue nuit ». 
Non moins suggestive est la parenthèse ouverte un peu avant «étrange 
contradiction pour ceux qui croient au temps », où l’on est presque 
tenté de voir un demi-aveu. Les inquiétudes qu’on peut concevoir 
au sujet de la notion même de loi furent-elles jamais exprimées avec 
plus de profondeur que dans l'étude sur l’évolution des lois? J'ai déjà 
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fait allusion au prétendu scepticisme de Poincaré. Non, Poincaré ne 
fut pas un sceptique; a certaines heures, il fut pris, comme d’autres, 
d'angoisse métaphysique, et il sut éloquemment l’exprimer. Mais 
tournons le feuillet, et le savant, confiant dans l'effort de l’esprit 
humain pour atteindre le vrai, nous apparait dans des pages admirables 
sur le role et la grandeur de Ja Science. Les plus belles peut-être 
forment cet hymne al’Astronomie qu'il faudrait faire lire aux jeunes 
gens à une époque où tend à dominer le souci exclusif de lutile. 
Aucune des préocupations de notre temps ne fut d’ailleurs étrangère 
au noble esprit de Poincaré; c’est ce dont témoigne une de ses 
dernières études sur la morale et la science, où l'argumentation est 
irréprochable, si par morale on entend la morale impérative de Kant. 

On ne ferme pas sans tristesse ces volumes d’un contenu si riche et 
dont quelques parties auraient été l’objet de nouveaux développements, 
sila plume n’était tombée des mains de leur auteur. Tous ceux qui ont 
le culte de la Science pure et désintéressée ont été douloureusement 
émus par sa mort prématurée, mais ce sontsurtout les sciences mathé- 
matiques qui sont cruellement frappées par cette disparition. Poincaré 
fut, avant tout, un profond mathématicien, qui, pour la puissance 
d'invention, est l’égal des plus grands. L'heure n’est pas venue de 
porter un jugement définitif sur son œuvre que le temps grandira 
encore, ni de le comparer aux plus célèbres géomètres du siècle 
dernier: peut-être Henri Poincaré fut-il encore supérieur à son œuvre ? 


a  —— - - — 





SUR LA 


REPRESENTATION CONFORME DES AIRES 
MULTIPLEMENT CONNEXES: 


Par M. Éuize PICARD. 


On sait que que M. Schottky a publié, il y a déjà longtemps, un 
Mémoire fondamental sur la représentation conforme des aires multi- 
plement connexes (Journal de Crelle, t. 83). J'ai présenté cette question 
d’une autre façon dans mon Traité d'Analyse (') (t. II, seconde édition, 
p. 545), en la regardant comme un cas limite de l’étude des fonctions 
sur une surface de Riemann fermée dans l’espace avec p trous. Ayant 
traité cette année le probleme dans mon cours, j'ai repris le point de 
vue de M. Schottky, mais en le rapprochant de la méthode que j'avais 
antérieurement suivie (?). Je ne crois pas inutile de résumer ici la 
leçon que j'ai faite au printemps dernier sur la représentation con- 
forme des aires multiplement connexes. 


1. Nous envisageons une aire A multiplement connexe, limitée par 
une courbe C et n courbes C,, Cs, ..., C,. Pour éviter toute difficulté 
secondaire, nous supposerons que ces courbes fermées sont régulière- 
ment analytiques. Prenons une fonction rationnelle de 3 — x + ty, 
soit 

R(z)= P(2, y)+1Q(a, y), 


(1) La même méthode avait déjà été suivie dans la première édition de mon Traité, 
en 1893. 

(2) On sait que dans ces derniers temps M. Kaebe et M. Osgood se sont occupés, après 
Poincaré, de la représentation conforme des surfaces de Riemann ayant un nombre infini 
de feuillets, 
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n’ayant pas de pöles sur les courbes C. On peut former une fonction 
harmonique uniforme prenant sur les C les mémes valeurs que Q et 
continue dans l’aire A; soit V(a, y) cette fonction. A l’aide de V on 
forme une fonction U telle que 


U + iV 
soit analytique et continue dans l'aire. Mais, en général, U n’est pas 
uniforme et an périodes (relatives à C,, Ca, ..., C,). La difference 
S(z)=U+7V —R(z) 


est une fonction holomorphe en chaque point de l’aire, en dehors des 
poles de R(s) qui sont des pôles pour elle. Elle a x périodes, corres- 





pondant aux circulations autour des C;, et elle prend des valeurs 
réelles sur Create 

En partant de diverses fonctions rationnelles R(z), on a diverses 
fonctions S. En formant des combinaisons linéaires d’un nombre suf- 
fisant de fonctions S, on peut obtenir une fonction du type S sans 
période. 

Ainsi donc on peut former des fonctions, que nous appellerons 
maintenant F(z), uruformes dans À, ayant des pôles dans cette aire, et 


prenant des valeurs réelles sur les bords. 


2. Les résultats précédents dus à M. Schottky étant rappelés, nous 
allons maintenant envisager l’aire A comme un disque percé de trous. 
De plus, nous considérons le disque comme ayant deux faces, une 
face supérieure (sur laquelle nous sommes jnsqu ici resté) et une face 
inférieure. On va de celle-là à celle-ci, en traversant une des 
courbes C. 
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Nous allons faire le prolongement analytique d’une fonction F(z) 
définie sur la face supérieure, en définissant les valeurs de F(s) sur 
la face inférieure, par la condition qu’en deux points géométriquement 
confondus des deux faces, les valeurs de la fonction soient imaginaires 
conjuguées. Ceci est bien compatible avec le fait que F(z) a des 
valeurs réelles sur les C. 

Supposons qu’on fasse une transformation conforme Z — 9(z), 
faisant correspondre à l’arc «6 de C un segment AB de l’axe réel OX. 


Fig. 2. 
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Au point M de la face supérieure du disque, voisin de «8, correspondra 
un point m; on peut regarder qu’au point M’de la face inférieure, 
confondu géométriquement avec M, correspond le point >’ symétrique 
de m par rapport à OX. La fonction F(z), devenue fonction de Z, a 
en m et m des valeurs imaginaires conjuguées, et l’on a ici un véritable 
prolongement analytique, puisque cette fonction de Z prend des 
valeurs réelles sur OX. On peut done étudier très aisément la fonc- 
tion F(z) sur l’une et l’autre face du disque, dans le voisinage d’un 
point situé sur un bord. 

Ceci posé, considérons deux fonctions quelconques F,(z) et F,(<) 
du type F. On voit de suite qu'il y a entre ces deux fonctions une rela- 
tion algébrique. En effet, l'équation 


F,(3) ir 


a, étant une constante quelconque, a un nombre limité de racines sur 
l’ensemble du disque, et ce nombre est indépendant de a, ; ceci résulte 
de ce qu'aucune racine ne peut se perdre et aucune racine nouvelle ne 
peut s’introduire sur la surface fermée, formée par les deux faces du 
disque. Done à une valeur donnée de F, ne correspond qu’un nombre 
limité de valeurs de F,; d’ailleurs, F, considérée comme fonction 
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de F, n’a que des points critiques algébriques, puisqu'on peut tou- 
jours utiliser des développements en séries entières, même quand on 
est dans le voisinage d’un bord, comme il a été dit ci-dessus. 

Nous avons done la relation algébrique 


(EE) =0, 


et il est clair que, si les F sont pris arbitrairement, a un point arbi- 
traire de cette courbe algébrique correspond un seul point du disque 
entier (disque à deux faces). De plus, l'équation de cette courbe est 
à coefficients réels, car à des valeurs réelles de F, correspondent des 
valeurs de F, réelles ou imaginaires conjuguées. 

La question de la représentation conforme se rattache immédiate- 
ment à la considération de la famille (au sens de Riemann) de courbes 
algébriques 

Io) =0, 
relative a une aire multiplement connexe A. Deux aires de cette 
nature peuvent étre représentées d’une maniére conforme, l’une sur 
l’autre, si deux courbes algébriques / correspondant respectivement 
aux deux aires peuvent ètre transformées l’une dans l’autre par une 
transformation birationnelle réelle. 


2. La recherche de la fonction V, au début du paragraphe précédent, 
a été faite au moyen du principe de Dirichlet. Au lieu de chercher 
d’abord V, on pourrait commencer par chercher U au moyen de 
l'équation 


dU dP 
(1) = 


RR (sur les bords); 


cette équation est une conséquence immédiate des équations clas- 
siques 
aU Seay dV dU 


des dn aan ds ar 


et des equations analogues pour P et Q. On a d’ailleurs ici, R étant 
rationnelle en z, 
dP 
/z ds == 0; 


le long de chacune des courbes C, C,, Gay ..,, 0. 
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La théorie des équations intégrales permet de trouver (à une cons- 
tante additive près) une fonction harmonique U, uniforme et continue 
dans l'aire, et satisfaisant sur les bords à l'équation (1); U étant 
déterminé, on en déduit V avec une constante additive, et l’on voit de 
suite qu'on a 


= = (sur C et les C;), 
d'après les équations 

AVE dU dQ rar 

Ge © UD AE An, 


V ne diffère donc de Q que par des constantes, sur C et les C;. Nous 
trouvons donc pour V une fonction harmonique, uniforme et continue 
dans A. Pour avoir la fonction V dont nous avons besoin, il faut que 


(2) Vet) (sur Cet les C;). 


Comme il ya dans V une constante, on peut la choisir de manière 
que (2) soit vérifiée sur C, mais il y a à remplir z conditions pour 
qu'il en soit de mème sur les C;. Ces conditions équivalent aux 7 pé- 
riodes nulles que nous avons eu plus haut à envisager. 
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MOUVEMENTS DES SYSTEMES MATERIELS 


DÉPENDANT D’UN NOMBRE FINI DE PARAMETRES 
ET 


SOUMIS A DES LIAISONS D'ORDRE QUELCONQUE; 


Par M. Ér. DELASSUS, 


Professeur à l'Université de Bordeaux. 


Introduction. 


Dans plusieurs Notes insérées en 1911 aux Comptes rendus de 
l’Académie des Sciences et dans un Mémoire (') des Annales de 
l’École Normale, j'ai exposé une théorie des mouvements des systèmes 
soumis à des liaisons du premier ordre, linéaires ou non linéaires. 

Dans une Note plus récente (?) j'ai indiqué la généralisation de ces 
notions pour les liaisons d’ordre quelconque. 

Je me propose ici de faire un exposé d'ensemble de cette théorie en 
renvoyant, pour les démonstrations des propriétés spéciales au pre- 
mier ordre, à mon Mémoire précédemment cité et en exposant, d’une 
façon détaillée, les démonstrations qui ne sont qu'indiquées dans 
cette Note. 


1. FORME CANONIQUE GENERALE DE LA LIAISON D'UN SYSTÈME. — Lorsque 
les paramètres g qui définissent le système ne sont assujettis à aucune 


(1) Sur les liaisons et les mouvements des systèmes matériels (Annales de l’École 


Normale, 1912). 
(2) Sur les liaisons d'ordre quelconque des systèmes matériels (C. R. Acad. Sc., 


15 avril 1912). 
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condition, comme par exemple les six paramétres qui définissent la 
position d’un solide libre, nous dirons que le systeme est soumis a 
une liaison nulle. 

Nous dirons que le système est soumis à une liaison non nulle L, 
si les g sont assujettis à vérifier des équations finies ou différentielles 
ordinaires. L'ensemble de ces équations forme un système d'équations 
différentielles ordinaires, qu’on devra essentiellement supposer 
compatibles et dont feront partie, non seulementles équations données, 
mais aussi toutes celles qui en résultent par des dérivations jusqu’à 
un ordre quelconque et par des combinaisons. 

Si l’on applique à ce système les résultats généraux que j'ai démon- 
trés relativement aux formes canoniques des systèmes différentiels, 
on voit qu'on peut grouper les équations de ce système par ordres, de 
telle façon que : 


1° Les équations d'ordre quelconque y. sont distinctes par rapport 
aux dérivées g et, parmi elles, on trouve toutes les équations dé- 
duites par dérivation des équations d'ordre u — 1; 

2° Il existe un ordre canonique n, qui est un invariant, tel que, 
parmi les équations de cet ordre, on en trouve au moins une qui ne 
soit pas dérivée d’une équation d'ordre z — r ou conséquence de ces 
équations dérivées et tel que, pour toute valeur de u. supérieure à 7, 
les équations d'ordre u. soient uniquement les dérivées des équations 
d'ordre u. — 1. Le système se mettra donc sous la forme canonique 








| A, == 0, 1 6 
dA, 
==> (0) Re B 10) 

dt 9 1 

BA dB, > 

— = O, LE —_— 4 == 0 

dt? dt : € 
(LE) ee oe Oe Sate hw Ue , 

d” A; x dr! B, = aAr=2(, 

WIN Seine; N. on = PTE sde Be 

u tie Gac ) sista anne a ciets DR 0 

AK, 

dt 2 st 4 


où nous nous arrétons à l’ordre canonique x, dans laquelle les A sont 
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des fonctions des get de z, les B des fonctions des g, g et de z, les C 
des fonctions des g, g', 7’ et de £, etc., et où les équations L existent 
effectivement, sans quoi, l’ordre canonique serait moindre que n. 


Tout systeme L, définit une liaison et son ordre canonique n sera 
dit l’ordre de la liaison. Pour abreger le langage, nous garderons la 
même désignation L, pour la liaison et pour le système différentiel 
qui sert à la définir. 


2. LA NOTION GÉNÉRALE DE MOUVEMENT PARFAIT. — L'étude physique des 
mouvements, dans les cas les plus simples, montre que de quelque 
façon qu'on réalise physiquement les liaisons en supprimant, ou tout 
au moins rendant négligeables les actions perturbatrices telles que 
frottements, résistances de milieux, etc., on tend toujours vers le 
même mouvement complètement déterminé, et sans aucune ambi- 
guite, par les seules valeurs initiales des paramètres g et de leurs 
dérivées q’. 

Nous avons done là la notion d’un mouvement limite, mouvement 
idéal dans lequel les liaisons disparaissent, en quelque sorte physi- 
quement, pour ne laisser subsister que leur trace analytique, c’est- 
à-dire le système différentiel quiles définit. 

D'une facon générale, considérons un systeme S, soumis à une liaison 
analytique L,, et demandons-nous st l’on peut avoir la conception, 
comme mouvements limites de mouvements obtenus au moyen de realısa- 
lions physiques effectives et de plus en plus parfaites de la liaison L,, de 
mouvements dans lesquels ne reste plus trace de ces réalisations et qui 
sont complètement déterminés et sans ambiguite par les seules valeurs 
initiales des q et des q' quand on donne les forces agissantes, et cela 
quelles que soient ces forces. 

Si nous pouvons concevoir de tels mouvements, nous les appel- 
lerons mouvements parfaits du système S soumis a la liaison L,. 

Les équations du mouvement parfait seront des équations déter- 
minant les fonctions g de la seule variable ¢ au moyen d’un nombre 
limité de constantes arbitraires g° et g'°. Ces fonctions satisferont 
done à un système d'équations différentielles ordinaires que nous 
designerons par At. Mais ces fonctions g satisfont par hypothèse aux 
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équations L, de la liaison, done celles-ci doivent se retrouver dans IR, 
qui sera ainsi composé de deux groupes d’équations : 


1° Les équations L, qui dépendent uniquement de la définition 
géométrique du système S; 

2° Les équations © qui dépendent, d’une part, de la definition 
dynamique de S, c’est-à-dire de la répartition des masses, et, 
d'autre part, des forces agissantes F qui peuvent dépendre arbitraire- 
ment des g et des q’. 


Ces deux groupes sont donc de natures bien distinctes. Le système S 
étant défini géométriquement ainsi que la liaison L,, il pourra arriver 
qu'en fixant d’une façon particulière convenable la répartition des 
masses ainsi que la nature et la disposition des forces, il puisse y 
avoir des réductions entre les équations L, et les équations ®. Mais 
nous ne connaissons pas ces équations ®, de sorte que nous devons 
raisonner en laissant complètement indéterminées les forces et la 
composition interne de S, c’est-à-dire sans tenir compte des réduc- 
tions possibles entre L, et ®. 

Le système on devant déterminer tous les g sans aucune ambiguité, 
en n’introduisant comme arbitraires que des g° et des g'°, ce systeme 
doit, d'après les théorèmes généraux, être d’ordre canonique deux et 
toutes ses équations du second ordre doivent être linéaires par rapport 
aux g’. De ce qu'il n’y a aucune réduction entre les deux portions 
de av ou de ce que ce fait doit avoir lieu sans tenir compte des réduc- 
tions possibles, résulte alors immédiatement que L, et ® doivent 
posséder chacun ces deux propriétés ou plus exactement que, pour 
chacun de ces systèmes pris séparément, il ne doit exister aucune 
équation du troisième ordre ou des ordres suivants qui ne soit la 
dérivée d'aucune équation de l’ordre précédent. 

L, doit donc être d'ordre deux au maximum et ses équations du 
second ordre doivent être linéaires par rapport aux g’. Si L, est 
d'ordre zéro ou un, cette dernière condition est réalisée d’elle-même, 
mais il n’en est pas ainsi forcément si x = 2. 

Nous conviendrons de dire qu'une liaıson L, est linéaire, et alors 
nous la représenterons par L}, si ses équations d’ordre » sont linéaires 
par rapport aux dérivées g”. - 
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Divisons alors les liaisons en deux grandes classes : 


Liaisons de première classe. — Nous ferons entrer dans cette 
catégorie : 

1° La liaison nulle; 

2° Toutes les liaisons finies L, : 

3° Toutes les liaisons du premier ordre L, ; 

4° Toutes les liaisons {néaires du second ordre L}. 


Liaisons de seconde classe. — Cette catégorie contiendra toutes les 
liaisons non linéaires du second ordre et toutes les liaisons d’ordre 
supérieur au second. | 

Les considérations qui précèdent nous conduisent done à cette con- 
clusion : 


La notion de mouvement parfait ne peut pas exister pour uns sy steme 
soumis a une liaison de seconde classe. 


Existe-elle pour les systèmes soumis à des liaisons de première 
classe? 

Si elle existe réellement, quelles sont les équations générales de ces 
mouvements ? 


3. LIAISONS REALISANTES. — Soit une liaison £,,, entre des paramètres 
que nous séparerons en deux groupes : les paramètres g d’une part, 
les paramètres p d’autre part. 

Il peut arriver que des équations £,, on ne puisse tirer aucune 
équation ne contenant pas les inconnues p; on peut alors se donner 
arbitrairement les y en fonction de £ et le système, considéré comme 
aux seules inconnues p, est toujours compatible. On dit alors que 
l'élimination des p est impossible et que la haison £,, entre les q et 
les p entraine la liaison nulle entre les q. 

Supposons au contraire que le système £,, ne possède pas une solu- 
tion générale dans laquelle les g peuvent ètre tous pris arbitrairement, 
Ce système donnera done naissance à des relations ne contenant que 
les inconnues g; autrement dit, l'élimination des inconnues p sera 
possible et conduira à un système différentiel L, entre les inconnues q. 
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Ce nouveau système L, définira une liaison entre les g et nous dirons 
que la liaison x „entre les q et les p entraine la liaison L, entre les q ou 
encore que /a liaison L, est réalisée par la liaison & „. 

Il est à remarquer de suite qu'é n'y a aucune relation de grandeur 
entre met n si l’on excepte le cas m =o qui donne forcément rn =o 
sans que la réciproque soit vraie. 

Au point de vue mécanique, le cas le plus interessant est celui 


de 
men, 


parce que les seules liaisons que nous savons realiser physiquement 
sont des liaisons finies et des liaisons du premier ordre, ces dernieres 
apparaissant plus compliquées que les premieres. Une liaison nous 
parail done d’autant plus compliquée, physiquement, que son ordre est 
plus élevé, de sorte que, si nous pouvons entrainer une liaison entre 
les g au moyen d’une liaison d'ordre moindre entre ces paramètres et 
d’autres paramètres auxiliaires p, nous aurons effectué une modifi- 
cation qui, au point de vue analytique, seraune simple transformation, 
mais qui, au point de vue mécanique, sera une véritable réduction. 

Cette notion de reduction peut aussi s'étendre au cas dem =n, car 
parmi les liaisons d’un même ordre, il peut en exister qui soient, phy- 
siquement, d'une nature plus simple que les autres; par exemple 
pour m=n= ı, les liaisons linéaires sont les seules dont on con- 
naisse les réalisations physiques, donc si L, non linéaire se déduit 
de ¢, linéaire, il y a réduction. 


4. RÉALISATIONS PARFAITES. — Soit L, réalisée par £m Designons 
par E,=o0,... les équations d’ordre ude L, et par ¢,=0 celles 
de x,,. Parmi les équations €, = o on doit retrouver toutes les équa- 
tions E, — o et il reste un certain nombre d'équations d'ordre u. 
distinctes par rapport aux g™, p®, mais qui ne sont pas forcément 
distinctes par rapport aux p™, de sorte que l’élimination des p™ pourra 
donner des équations qui seront effectivement d'ordre n, contiendront 
effectivement les inconnues p non éliminables en vertu des équa- 
tions d'ordre moindre et ne contiendront pas les p. En definitive, 
pour chaque ordre u, les équations de £,, pourront se répartir en 
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trois groupes : 


Ey OÖ, Ben, 
Shee 
S2,— 0, 


Les premiers ne contiennent pas les p et leurs dérivées, ce sont les 
équations d'ordre u. de L,. 

Les secondes contiennent effectivement les p, p’, ..., mais non 
les p® et forment avec les premières un système distinct par rapport 


aux g™), ; 
Enfin les troisièmes sont distinctes par rapport aux p™. 


Soit À le plus grand des deux nombres m et n. Supposons que les 
équations intermédiaires d'ordre À, w;—0, n'existent pas. Les équa- 
tions & de ¢,, se réduisent alors aux deux groupes : 


- 


puisqu'on est au delà de l’ordre de ¢,,, les équations €;,, seront les 
dérivées des équations &, c’est-à-dire 


dE; 
dE. 


dQ) 
at 





mais d’après les hypothèses faites sur les E, et les Q), les premières 
sont indépendantes des p et les secondes distinctes par rapport 
aux p’*), de sorte qu'il n'y a pas d’equations intermédiaires 
d'ordre À +1. On peut recommencer sur cet ordre le raisonnement 
fait sur l’ordre A et ainsi de suite, de sorte que, si les équations inter- 
médiaires n'existent pas pour l'ordre A, elles n'existent pour aucun 
des ordres suivants. | 
Réciproquement, supposons que les équations w;,-- 0. existent 
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effectivement. Les équations €; et ¢.., auront la composition 


| aie A 
Fp 
F0; er 
e ir dw, 
©) G)) = O, Ae oa KA ack TA = 
Q2,=0 rete 
en da, 
dit OR 
les équations — —o sont distinctes par rapport aux p”*". Les 


_ 


; s dE) R Aaa be > : ; , 
équations —~ = o sont indépendantes des p et sont les seules équa- 


tions d’ordre n indépendantes des p, car on est au dela de l’ordre 


; . do) : 
de L,. Les équations TR =o ne contiennent pas les p’*"; elles 
dE), are 
forment avec les Ir — o un système distinct par rapport aux q"*"); 


elles contiennent effectivement les p, p’, ..., sans quoi elles forme- 
raient avec les précédentes un système d'équations distinctes par 


A+ 2 , 2 “er 2 dE; 
rapport aux g**' et indépendantes des p, et les équations = = o ne 


seraient pas toutes les équations d'ordre À de L,, ce qui est contraire 


à l'hypothèse 
hem: 


On en conclut qu'il existe effectivement des équations intermédiaires 
pour l'ordre A+ 1 et, en recommencant le raisonnement sur ce 
nouvel ordre, on en conclut que, pour tout ordre supérieur a A il 
existe effectivement des équations intermédiaires. 

Au point de vue où nous nous placons, c’est-à-dire au point de vue 
de l’existence des équations intermédiaires pour les ordres successifs, 
il ne peut donc se présenter que deux cas : 


Premier cas. — Il existe des équations w, = o. Il existe alors effec- 
tivement des équations intermédiaires pour tous les ordres à 


partir de À. 


Deuxième cas. — Il n'y a pas d'équations w, —o. Les équations 
intermédiaires cessent certainement d’exister à partir de l’ordre À ou 
d’un ordre moindre y; nous dirons alors que la réalisation de L, Par £m 
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est parfaite a partir de l’ordre y, lequel est forcément in ferieur ou egal 
au plus grand des deux nombres m et n. 


Considérons le cas particulier important deja signalé 
MET; 


en supposant la réalisation parfaite a partir de l’ordre y satisfaisant à 
l'inégalité fondamentale qui devient ict 
ten: 
On peut reprendre la première partie du raisonnement relatif à 
l'arrêt des équations intermédiaires, raisonnement qui montre qu'à 
partir du plus grand des deux nombres m et v, les équations de L, se 


déduiront successivement par de simples dérivations. Si donc 


= tr 
on aura 
MESSE 


et par conséquent, en vertu de l’inégalité fondamentale, 





(SS ae 
Si, au contraire, 
we; 
on aura 
ean 


et, d’après Pinégalité qui existe par hypothèse entre m etz, 


TO ae IM. 
Donc, l'inégalité 
Hua fe 
entraine l’egalıte 
VE ZT, 


Supposons-nous dans ce cas; les équations €, de £,, se déduiront 
par dérivation des équations ¢,_,, done seront linéaires par rapport 
aux p” et g". En éliminant les p” on aura des équations linéaires par 
rapport aux g” qui, puisqu'il n’y a pas d'équations intermédiaires 
d'ordre nm, devront, en vertu des équations &,_,, Cr, ..., devenir 
indépendantes des inconnues p. Or, ces équations des ordres infe- 

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — NOVEMBRE 1913. 63 
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rieurs définissent un certain nombre des quantités g, q, ..., q"", 
P»P,-.., pen fonction des autres. Si nous désignons les pre- 
mières par la lettre w et les secondes par la lettre ¢, elles définissent 
les wen fonction des #. Les équations linéaires aux g” sont à coeffi- 
cients fonctions des u et des ¢, si l’on y remplace les « en fonction 
des p, elles ne cessent pas d’être linéaires, mais leurs coefficients ne 
contiennent plus aucun des ¢ qui sont des dérivées des p. Il en résulte 
donc : 


Les liaisons L\ sont les seules admettant des réalisations parfaites par 
des liaisons d'ordre moindre. 


Faisons le même raisonnement en supposant 


ENDE 


Les équations €, ne sont plus forcément linéaires parce qu’elles ne 
sont pas les dérivées des équations €,_,. Pour pouvoir rétablir le rai- 
sonnement, il nous faut les supposer linéaires, c’est-à-dire supposer 
que la liaison réalisante £ „est linéaire, et alors il n’y a rien à changer, 


la méme conclusion subsiste, c’est-a-dire : 


Les liaisons L} sont les seules admettant des réalisations parfaites par 
des liaisons linéaires du méme ordre. 


Ce qui est la généralisation du théorème que M. Levi-Civita et moi 
avons donné pour les liaisons du premier ordre (voir Mémoire cité). 

Revenons au cas où m est inférieur à 7. 

Supposons que le système £,, ait été mis sous forme canonique 
résolue régulière avec les inconnues prises dans l’ordre p,, Po, ..., 
dis Jay +++, comme je l’ai indiqué dans mon Mémoire « sur l’extension 
du théorème de Cauchy aux systèmes les plus généraux d'équations 
aux dérivées partielles » et supposons, si m est inférieur à 7 —7, 
qu'on le prolonge sous cette forme jusqu’à l’ordre 2 — 1. 

Pour chaque ordre u. inférieur ou égal à n — 1, les équations Ey Se 
décomposeront alors en deux groupes, le premier résolu par rapport 
à des p et le second résolu par rapport à des g, mais dans lequel 
ne figure aucun p™; désignons d’une facon générale par « et 6 les 
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dérivées des g et des p par rapport auxquelles sont résolues les équa- 
DONS cage PE patente 6 les g"-" et p”"" par rapport auxquelles 
sont résolues les équations &,_,. Enfin designons par ces lettres 
accentuées les dérivées analogues autres que celles-ci. 

Les équations Er Se composeront d’un premier groupe résolu par 
rapport aux à et d’un second groupe résolu par rapport aux y et ne 
contenant pas les 5 et 2’ ainsi que les « et 8. Il sera de la forme 


yzalyıa,ß,t). 
Comme m <n, nous obtiendrons toutes les équations €, en derivant 
les équations £,_,. 

Le premier groupe donnera des équations résolues par rapport 


. ao "est-a-dir Am t à de rn L | 2 | me 
aux IR c est-a-dire pal rapport a des | bike e secont groupe aonnera 


| 





/ . n , x (€ 
des équations ne contenant pas de p' et résolu par rapport à des . 
c’est-à-dire par rapport à desg®. Mais à l’ordre xn, il ne pri pas y 
avoir d'équations intermédiaires ; donc ces expressions des —, doivent 


N 


étre indépendantes des ; et a, on y remplace en fonction 
da 
des a’, ß’, y’, 6’ ceux des — ei — qui sont des a, y, 8, ©. 


Les equations en: Ar 





ale 0c dy a = 0c dB Oa 
mE EDER dat! De Ot 


Og ‘ ‘ ; 
Les Oy ne contiennent que les y’, 2’, 8’, donc ne peuvent subir 
aucune modification ; si la propriété a lieu, c’est qu'ils sont indépen- 
dants des 8’, done que l’équation est de la forme 


y= Fy", a, £) + (a, BY, £) 
Considérons alors la fonction 
O= + — Of}, a’, £); 


c’est une fonction des g, 7’, ...,g”- où ne figurent pas les incon- 
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nues p; elle nous permet d'écrire l'équation considérée sous la forme 








dd Ww 99 da w 09 dG 03 
age aE D OB de db? 


le second membre ne contient que des derivees d’ordren — 1 au plus; 
si l’on y fait les remplacements indiqués, on n’introduira jamais de 
dérivées d'ordre n et toutes les dérivées B'et 2’ des p devront dispa- 
raitre; il deviendra ainsi une fonction W des q, g', ..., 9°". Nous 
voyons ainsi que toutes les équations d'ordre n de L, seront de la 


forme 
AD er 


y’ 
dt L 


D et W étant des fonctions des g et de leurs dérivées jusqu'à 
l’ordre nm —1. 

Nous conviendrons de designer par la notation Li, les liaisons dont les 
équations d'ordre n peuvent étre mises sous cette forme. Ces liaisons 
sont des cas particuliers des liaisons L,. Nous pouvons alors énoncer 
la propriété : 


Les liaisons L, sont les seules pouvant posséder des realisations par faites 
par des liaisons d’ordre moindre, 


qui complète celle donnée antérieurement en montrant que les liai- 
sons L} ne possèdent pas toutes des réalisations parfaites par des 
liaisons d’ordre moindre. 

Après avoir démontré ces propriétés qui limitent les cas où les 
réalisations parfaites peuvent exister, il faut démontrer les réci- 
proques. 

Considérons une liaison L,. Considérons le système ¢, obtenu en 
adjoignant aux équations L, un certain nombre d'équations choisies 
arbitrairement, contenant les g et leurs dérivées jusqu’à l'ordre », 
contenant des inconnues auxiliaires p et leurs dérivées jusqu’à 
l’ordre n, ces équations étant linéaires par rapport aux p”, g" et 
distinctes par rapport aux p”. Le nouveau système sera évidemment 
d'ordre n, linéaire et, pour aucun des ordres 0, 1, ..., », il n’y aura 
d'équations intermédiaires; done la réalisation sera parfaite à partir 
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de l’ordre zéro. On pourrait voir plus généralement qu'il existe des 
réalisations parfaites et linéaires à partir d’un ordre quelconque v in- 
férieur ou égal an. Donc: 


Pour qu'une liaison L, possede des réalisations parfaites et linéaires 
du même ordre, tl faut et ul suffit qu'elle soit une Li. 


Considérons maintenant une L,, elle peut s’écrire : 


. 


A, = 0, >, 
dA, 
gr ’ B, 0! 3 
dn, dn-2B, h 
RE, Fa 2 dir? 0, ) K, 0, > 
aA; dB, AR AK, EL, dL, u L 
de ? BIT} neues re — O, SG Wt 2) : 


les L, et les L, étant des fonctions des g, g’, ..., g’~". 

Soient M,,... des fonctions en nombre égal à celui des L, conte- 
nant les g, g', ..., jusqu'à l’ordre 7 — 2, contenant des inconnues 
auxiliaires p en nombre au moins égal à celui des L,, avec leurs 
dérivées jusqu’à l'ordre n — 2 et distinctes par rapport aux p? 

Considérons alors la liaison £,_, ayant pour équations 





Age Oo, 
dA, 
he ua B, — 0; ’ 
dil = GB, € SEUL 
dt 0; dir? ’ ? Kı=o, 
dM 
L,=M,, es Fabs ; 


L’élimination des p se fait par l’elimination immédiate des M et 
donne visiblement le système L/, done £ „_, est bien une liaison réali- 
sante de L’. Formons les équations d'ordre 2 de £,_,, nous aurons 











N du Dia aK, _ 
a: er ai 29 di =—— 0, oo.) 
dL, _ dM, AMIS. 

TENTE ata abe 
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les équations 


M: di. 
PTT Gee NO, pas 


sont résolubles par rapport aux p” parce que les M, sont distincts par 

rapport aux p”~”), elles forment le groupe Q,. Quant aux autres équa- 
© 

tions, elles sont indépendantes des p, sauf celles de la forme 


di _ aM, 
1 ale” 


mais en vertu des équations d’ordre n — 1 de X „_,, elles peuvent 
s’eerire 
dL, 


ba 
dt = 





et deviennent aussi indépendantes des p. Il n'y a donc pas d’equations 
intermédiaires pour l’ordre n et la réalisation est bien parfaite, de 
sorte que : 


Pour que la liaison L, possède des réalisations parfaites par des 
liaisons d'ordre moindre, il faut et il suffit qu'elle soit une L,,. 


Considérons une liaison L, quelconque, prolongeons ses équations 
jusqu’à un ordre arbitraire m, égal ou supérieur a7, et adjoignons au 
système L, un groupe Q,, d'équations d'ordre m distinctes par rapport 
aux dérivées p”, des inconnues auxiliaires p; nous aurons évidem- 
ment une liaison £ „ réalisante de L, et qui ne donnera, pour aucun 
ordre, d'équations intermédiaires; donc : 


Toute liaison possède effectivement des realisations par faites par des 
liaisons d'ordre egal ou supérieur. 


Terminons par cette remarque que les équations intermédiaires 
n'existent jamais pour l’ordre zéro, de sorte que: 


Toute réalisation d'une L, par une x , est une réalisation par faite. 


>. RÉALISATIONS A TENDANCE PARFAITE. — Pour bien concevoir la notion 
de réalisation parfaite et celle que nous allons exposer, il faut consi- 
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derer les équations d'ordre & d’une liaison L, comme des relations 
entre les g", c’est-à-dire y considérer les g, g', ..., "=" comme des 
quantités données. Autrement dit, les équations E, ne sont plus, pour 
nous, des équations entre les g, q, -.., qgW, mais des équations 
entrées ge. 

A ce point de vue, une réalisation £,, d’une L, donne des équations 
intermédiaires d'ordre u. qui ne contiennent pas les p® et par con- 
séquent sont des équations entre les g qui viennent s’ajouter aux 
équations E, de L,, de sorte qu'une réalisation donne en général plus 
d'équations entre les g que la liaison elle-même. 

La notion de réalisation parfaite correspond à l’idée qu'à partir 
d'un certain ordre la liaison réalisante ne donne entre les g™ que les 
relations de la liaison proposée. 

Considérons maintenant une réalisation dépendant d’un système (a) 
de constantes arbitraires. Pour les a quelconques, la liaison £,, donne, 
aux divers ordres, des relations entre les gŸ qui sont distinctes par 
rapport à ces gW. Si les (a) tendent vers un système (a°) pour lequel 
ces équations tendent vers des équations limites encore distinctes, la 
liaison £,, tend vers une liaison limite £), qui est encore une liaison 
réalisante de L,. Mais si ces équations cessent d’être distinctes à la 
limite; si, par exemple, certaines s’évanouissent en devenant des 
identités, la conclusion ne subsiste pas, da réalisation ne tend vers 
aucune réalisation limite. | 

Supposons que (a) tendant vers (a°), ces équations autres que 
les E, soient développables suivant les puissances des a — a° et que, 
à partir d’un certain ordre, elles commencent par des termes de 
degré €. On voit facilement que, si cela a lieu à l’ordre À déjà défini, 
cela aura lieu indéfiniment, car les équations w, à partir de cet ordre, 
se déduisent par de simples dérivations. Nous aurons donc une réali- 
sation £, qui, lorsque (a) tendra vers (a°), ne tendra vers aucune 
réalisation limite, mais qui donnera entre les g des relations se 
réduisant, à la limite et à partir d’un certain ordre, aux seules relations 
existant entre ces dérivées par suite de la liaison L,. Nous dirons 
alors que la réalisation est à tendance par faite. 

Désignons d'une façon générale par w, une fonction des 9,q’,...,g™ 
ne contenant pas les p™, de façon que w, =o soit, à notre point de 
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vue, une relation entre les g et désignons par s, la difference entre 
le nombre des paramètres g et le nombre des équations E, de la 
liaison L,. 

Soit mun nombre quelconque égal ou supérieur à 2. Choisissons 
arbitrairement des fonctions ®,, satisfaisant aux conditions suivantes : 


1° Ces fonctions dépendent de constantes arbitraires a et leurs 
développements suivant les puissances des a — a’ commençant par 
des termes d’ordre €; 

2° Leur nombre est au plus égal a s,,; 

3° Elles forment avec les E,, un systeme distinct par rapport 
aux g™); 

4° Les p ne sont pas éliminables entre les équations w,, = 0. 


Il est bien évident qu'en adjoignant aL, ces équations ,,= 0, on 
aura une nouvelle liaison £,, réalisante de L, et qui sera à tendance 
parfaite quand (a) tendra vers (a°), puisque les équations ,,= 0 et 
toutes les équations dérivées tendront à devenir des identités. 

Si l’on irtroduit l'hypothèse que le nombre des w,, est précisé- 
ment s,,, on a des équations €, donnant tous les g” en fonction 
des p et g jusqu’à l'ordre m—1, de sorte que £,, est linéaire, done : 


Toute liaison possède des réalisations à tendance parfaite par des 
liaisons, et méme des liaisons linéaires, d ordre égal ou supérieur. 


Et l’on peut remarquer que, dans le procédé indiqué, les équations 
auxiliaires n'existent pas jusqu'à l’ordre m et cessent d'exister à 
partir de cet ordre quand on néglige les infiniment petits d'ordre e+1. 
On peut done dire qu’à ces infiniment petits près la réalisation est 
parfaite à partir de l’ordre zéro. 

Considérons maintenant des réalisations par des liaisons d'ordre 
moindre et commençons par une L, formée d’une seule équation 


Fete 


ou 
ZA DD: 


les A et B étant des fonctions des g, qg',..., 9". 
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Choisissons arbitrairement autant de fonctions « et autant de fonc- 
tions B qu'il ya de g” figurant dans cette équation et satisfaisant aux 
conditions suivantes : 


1° Les fonctions « et ß ne dépendent que des gq, q’, ...,q"~”, 
Dr PU: 

2° IT n'existe entre les fonctions : aucune relation indépendante 
des p; 

3° Les développements des « et des ß suivant les puissances 
des a — a’ commencent par des termes de degré e. 

Si alors nous prenons le système £,., 

Beil. + ne ee ee ra5(E)=B, 


dt\a 


et si nous formons ses équations d’ordre z nous trouvons 
da dB d? {6 dA d /B\dB 
(n) 1 ml) 1 Ba, A als en ey (ote EST 
ENT N ap di. ; > Ale) > dt a(5) dt’ 


la dernière est une équation qui contient en général les p™, ne nous 
en occupons pas; les premières se réduisent toutes à des identités, 
quand on neglige les infiniment petits d'ordre ¢ + 1. Mais on ne peut 
pas dire qu’elles donnent des relations toutes évanouissantes, car en 
vertu des premières équations d’ordre 2 — 1, on peut les écrire 





a ie Bi das ae dB 
os a, dt dt 


Ra 
Ti = 5 (©) 


et, si on les ajoute après les avoir respectivement multipliees par 
les A, on obtient la combinaison 


BAg=3A5(5), 


ou 


a 


c’est-à-dire, en vertu de la dernière équation d’ordre n — 1, 


DT ACs AS ered a 
Ann. Ee. Norm., (3), XXX. — Novemore 1913. 64 
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Cette combinaison, indépendante des a, ne se réduit done pas à une 
identité et est précisément l'équation L}. Nous obtenons done cette 
relation accompagnée d’autres qui s’evanouissent à la limite. 
Prenons maintenant une L! quelconque dont les équations d’ordre x 
seront 
di Ay = aK 


du 10, Sod. ts, eye a 0; 12-70 san 


les L étant linéaires aux g”. 

Formons, au moyen de paramètres auxiliaires A,, la liaison £, , 
réalisant avec tendance parfaite, et comme il vient d’être indiqué, la 
liaison représentée par l'unique équation L,. 

Faisons de même, au moyen de paramètres A,, pour la relation L, 
et ainsi de suite, désignons d’une facon générale par p les para- 
mètres A,, Ay, ... et adjoignons aux équations E,_, tous les groupes 
d'équations d’ordre n — 1 ainsi obtenus. 

Nous formerons ainsi une liaison £,, dont les équations 
(ordre u seront composées des E, et d’autres relations évanouissantes, 
de sorte que la réalisation sera bien à tendance parfaite, donc : 


Toute liaison linéaire possède des réalisations à tendance par faite par 
des liaisons de l’ordre immédiatement inferieur. 


Cette notion de réalisation à tendance parfaite, et particulièrement 
le nom caractéristique que nous avons adopté, repose sur le fait que 
les équations intermédiaires disparaissent à la limite. En réalité, il 
n’y a la qu’une apparence et la question peut être présentée d'une 
façon plus rigoureuse sous la forme suivante : 

Supposons, par exemple, que les équations intermédiaires com- 
mencent par des termes d’ordre e, et faisons*tendre (a) vers (a°) en 
faisant dépendre les a d’un paramètre 9 qui tendra vers zéro. 
Les a — a° contiendront 9 en facteur et les rapports 


a — a 


p 





tendront, pour 2=0, vers des limites «. Les équations intermé- 
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diaires debuteront alors par un terme en g* dont le coefficient sera 
l'ensemble des termes d’ordre ¢ où l’on aura remplacé les a — «a® par 
les &, ce sera un polynome de degré ¢ par rapport à ces «. Si, dans ces 
équations intermédiaires, on supprime p* qui est en facteur, on trou- 
vera des équations qui tendront vers des équations limites parfaite- 
ment déterminées quand 9 tendra vers zéro, mais ces équations limites 
dépendent des «, c’est-à-dire de la façon dont (a) tend vers (a°). 

Si l’on considère les a comme les coordonnées d’un point A dans 
un hyperespace, nous voyons apparaître la notion de réalisation à 
tendance parfaite sous la nouvelle forme. 


St une réalisation dépend, comme constantes arbitraires, des coordon- 
nées d’un point À dans un hyperespace, cette réalisation tend en général 
vers une réalisation limite quand le point A tend vers une position A,. 

Quand la réalisation est à tendance parfaite pour A,, elle tend vers 
une réalisation limite, mais qui est variable avec la direction dans 


laquelle A tend vers Ay. 


Ily a done à la limite, une indétermination dont on pourra profiter, 
non pour faire disparaitre les équations intermédiaires, mais pour 
leur donner des propriétés conduisant aux mémes conséquences que 
leur disparition. 


6. LES MOUVEMENTS ABSTRAITS D'UN SYSTÈME SOUMIS A UNE LIAISON DE PRE- 
MIÈRE CLASSE. — Soit L la liaison de premiere classe, soit S l'énergie 
d’accélérations et soit &Q°g le travail virtuel des forces données sur 
le système. où les g sont indépendants; formons la fonction de 
M. Appell 

R=S—2Qq", 


et écrivons les équations du minimum de cette forme quadratique 
des g”, ceux-ci étant liés par les équations 


inf 


du second ordre de L. Nous appliquons ainsi le principe de M. Appell 
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et parvenons aux équations avec multiplicateurs 


OR OE, 
Jee og ea 


pP en 
0, es 
É==0: 
Inge Kar 


qui définissent les get A en fonction de ¢, sans aucune ambiguite, 
quand on se donne les valeurs initiales des g et g’ satisfaisant aux 
équations E, et E, de la liaison. 

Nous définissons ainsi des fonctions g du temps, c’est-à-dire un 
mouvement au sens cinématique, mais non au sens dynamique, car ce 
mouvement, qui est analyliquement déterminé par les forces qui 
agissent sur le système, ne correspond, pour l'instant, à aucune idée 
dynamique. Nons l’appellerons mouvement abstrait et le but que nous 
allons nous proposer sera de montrer que les mouvements parfaits, 
dont nous pouvons avoir physiquement et mécaniquement la notion, sont 
précisément ces mouvements abstraits. 


7. LA PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE DES RÉALISATIONS PARFAITES. — Soit L, une 
liaison de premiere classe réalisée d’une facon parfaite par une liaison 
£m également de première classe. 

Soient = le système considéré aux paramètres g et R la fonction de 
M. Appell qui lui correspond. 

Soit £, un système auxiliaire aux paramètres p. Son énergie d’accé- 
lération s’annule quand la masse totale devient nulle, car les masses de 
tous les points matériels qui la composent deviennent alors simultané- 
ment nulles. Ce fait pourra se mettre en évidence par un facteur ¢ qui 
s’annule avec la masse totale. 

La liaison L, de X résulte de la liaison ¢,,, de& + %,. Considérons ce 
système sur lequel n’agissent que les forces données appliquées a X, la 
fonction de M. Appell sera la somme des fonctions relatives à & et X, et 
comme aucune force n’est appliquée aX, la seconde partie se réduira 
à l'énergie d’acceleration de &, et contiendra ¢ en facteur. On aura donc 


R=R+ER;, 


R ne dépendant que des g, g', g’ et R, que des p, p', p’. 
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La réalisation étant parfaite, les équations intermédiaires du second 
ordre n’existent pas, puisque met n ne sont ni l’un ni l’autre supérieurs 
à 2. Les équations du second ordre de £,,se composent done des équa- 
tions E, et d'équations Q, distinctes par rapport aux p’. 

Ceci posé, donnons au système & + 2, soumis aux forces données 
qui agissent sur X et à la liaison de première classe ¢,,, le mouvement 
abstrait correspondant à un système de valeurs initiales des g et 7’ satis- 
faisant aux équations E, et E, de la liaison L, et à un système quelconque 
de valeurs initiales des p et p’ satisfaisant aux autres équations des 
ordres zéro et un de £ „. 

Nous aurons les équations de ce mouvement abstrait en appliquant 
aa le principe de M. Appell, ce qui donnera les équations 

ai: =? ols ah Zu Dee 
99 qi 
OR 00, 
Zug ira, 
Ko, N ed, 


! 
Wa 


op 


~ 


E;=4.0, Bee 6), = 0, FR 


L 

L 
| 
© 


03 Fe ler 


De ce que les Q, sont distinctes par rapport aux p” résulte que les 
équations de la seconde ligne sont distinctes par rapport aux u. et nous 
donneront pour ces inconnues des expressions dans lesquelles € sera 
en facteur. Si nous changeons ces inconnues en posant d’une façon 
générale 

Weg, 


les équations des deux premières lignes deviendront 











DH DEEE où, 
0q' mn oy" one 
OR, _ 5,08 
op, er op, 


et, sans qu’il soit nécessaire de faire un raisonnement rigoureux qui, 
d’ailleurs, ne présente aucune difficulté, on voit que € tendant vers 
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zéro, ces équations tendent vers 


oR 5) 0E, 
er een aed Ph ee | 
0q; 99, 
OR, , 02, 
Ee SU 


qui mettent en évidence ce fait capital que les équations du mouve 
ment abstrait de ©+%, se décomposent, à la limite, en deux sys 
tèmes distincts : 


OR = OE, | OR, 022, 
A D ee .. DE ei nei . , 
99, 99; Op; OP 
( Ko: Het O0, ...,. EEE EN - 
Kr =; ERA (== 0; pone Q2,= 0, 
Bo, ee eg way — O, 


et que le premier n’est autre que celui qui définit le mouvement abs- 
trait de & de sorte que : 


Si une L, de premiere classe est réalisée d'une façon parfaite par une 
Lm également de premiere classe, quelle que soit la nature géométrique du 
systeme auxiliaire X, et la répartition des masses dans ce système, lorsque 
sa masse totale tend vers zéro, le mouvement abstrait du système total tend 
vers un mouvement qui, pour la portion X considérée isolément, n est autre 
que le mouvement abstrait de cette portion. 


Il est à remarquer que, si la réalisation n'avait pas été parfaite, on 
serait arrivé, par le même raisonnement, aux équations limites 


OR u, dE: dWs 

Sch | 

99, 99, 99, 

OR, = dQ, 

ST HS 297-7) SEC) 

OP; pi 
Eg 0; Re 2 ahs 
E90, nf i), — 0; un 2, 0: frs 
Ey 0; sey G)2— O, CCC Ben eee 


et il n’y aurait pas eu séparation, car les w, contiennent les p. Cette 
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06)>5 } 
laquelle ré- 
og, 





séparation provient de la non-existence des termes y 


sulte de la non-existence des équations w, = 0. 


8. LA PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE DES RÉALISATIONS A TENDANCE PARFAITE. — 
Soit X „ une liaison de première classe fournissant une réalisation à 
tendance parfaite de la liaison L, de première classe. 

Laissons fixes les constantes arbitraires a, composons arbitraire- 
ment le système auxiliaire £,, donnons à & +X, son mouvement abs- 
trait, et faisons tendre vers zero la masse de &,, nous obtiendrons le 
mouvement défini par les dernières équations du paragraphe précé- 
dent, mouvement qui dépendra des constantes a. Enfin, faisons tendre 
(a)vers (a; ). 

Les équations w, certainement et peut-être certaines des équations 
Q,, w,, Q,, Q, pourront contenir en facteur une puissance du para- 
metre p dont il a déjà été question et tendront, apres suppression de ce 
facteur vers des équations limites, mais qui dépendront des « déjà 
définis, et que nous désignerons par les mêmes lettres accentuées. Si 
alors nous faisons rentrer le facteur 2° dans les multiplicateurs y que 
nous désignerons, ainsi modifiés, par y’, nous obtenons, en ne prenant 
que les équations du second ordre, le système 








OR OL. . , OG), Vo: 5 _9Q: 

7 ey) Say, 7? ER, \ 7 — 207) 

(Q') I oq, 0q: og, (P) (op; Op; 
Ey 0, ee 0, 


qui, considéré comme un système d’equations du premier degré aux 
inconnues g’, A, v’, p’, 5, se décompose en deux. Le premier ne con- 
tient que les g”, A, v et les determine, le second determine ensuite les 
p’ et les o. 

Considérons alors le systéme auxiliaire 


OR _ y, IE: 
Sn a Soe, > 
(0) 99, 99, 
E,= 0, 


qui détermine les inconnues g” et € en fonction des g, g‘. Substituons 
ces expressions des g” dans les équations w, = o. Nous obtenons ainsi 
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des équations homogènes par rapport aux « qui donnent lieu aux 
remarques suivantes: 


1° Les équations w, = o contiennent effectivement les inconnues p, 
mais on peut évidemment construire la réalisation à tendance parfaite 
en ne faisant figurer les inconnues p que dans les termes d'ordre supé- 
rieur à e des développements des w,, de sorte que les w, ne dépen- 
dront pas des inconnues p et les équations en « ne contiendront que 
lesig et¢. 

2° Si l’on prend des fonctions w, dépendant d’un nombre suffisam- 
ment grand de paramètres a, les termes de degré ¢ étant des fonctions 
des g, g' suffisamment générales, les équations en & seront en nombre 
moindre que les x; donc, elles pourront être certainement vérifiées pour 
des valeurs des « fonctions des g et des g’ et non toutes identiquement 
nulles. 


Faisons tendre (a) vers (a°) en adoptant ce système des valeurs 
des «; le système limite Q’ sera évidemment vérifié en prenant les v’ nuls 
et les 7” et À égaux aux 4” et Ü déterminés par le système Q. Si nous 
tenons compte des valeurs zéro, connues a priort des v’, nous voyons 
que le système se réduit à 





(oH ee, aR, y, 2% 
(Q) (Og, da: | (PROD edo 
| et, 2, = 0, 


et il y a séparation des paramètres g et p comme dans le cas des réali- 
sations parfaites avec cette différence que la disparition des termes 
VAE 
au lieu de provenir de ce que les w, n’existent pas, provient de ce que 
les multiplicateurs v’ deviennent nuls. 
Nous résumerons ces résultats en disant : 


St la réalisation à tendance parfaite d’une L, de premiere classe par 
une X „ de premiere classe est suffisamment indéterminée, on peut, pour 
chaque système de forces appliqué à À, trouver une direction issue de Ay, 
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indépendante de la nature géométrique et de la constitution interne du 
systeme auxiliaire X, de masse nulle, et telle que A tendant vers A, dans 
cette direction, le mouvement abstrait de È + Ÿ, tende vers un mouvement 
limite qui, pour la partie £ consideree isolément, n’est autre que le mouve- 
ment abstrait de cette portion. 


9. RÉALISATIONS DIRECTES. RÉALISATIONS EFFECTIVES. — Nous dirons 
qu'une liaison L, d'un système S est réalisée d’une façon immédiate, si 
elle résulte uniquement du contact des corps constitutifs de S entre 
eux ou avec d’autres corps fixes. 

Ces contacts peuvent avoir lieu avec la simple condition géométrique, 
c’est-à-dire avec glissement, roulement et pivotement, et alors ne don- 
nent que des relations entre les g, et la liaison est forcément une L, ou 
bien peuvent avoir lieu en assujettissant certains d’entre eux à des con- 
ditions de roulement ou de pivotement qui s'expriment par des rela- 
tions finies entre les g et des relations linéaires entre les g’ et alors la 
liaison est forcément une Li. 

Nous dirons qu’une réalisation £ „ d'une L, est directe si, considé- 
rant les paramètres auxiliaires comme ceux d’un systeme S,, la liaison 
X „ du système S + S, est réalisable d’une façon immédiate. 

Nous admettons, à propos de ces réalisations directes, les deux pro- 
priétés suivantes dont nous ne possédons pas actuellement la démons- 
tration générale, mais qui sont extrêmement vraisemblables, de sorte 
que nous ne les considérons pas comme des postulats : 


1° Toute liaison L, almet des réalisations £, directes, réalisations 
qui, d’après une remarque antérieure, sont certainement parfaites. 


2° Toute liaison Li admet des realisations £ | par faites et directes. — 


Nous dirons qu’une réalisation est indirecte, si la liaison réalisante pos- 
sède une réalisation directe; il y a alors deux réalisations superposées. 
On passe de La à £_„ par l'introduction de paramètres p d’un système 
auxiliaire S, et, pour réaliser la liaison £ „ de S + S,, ıl faut introduire 
de nouveaux paramètres r et un nouveau système S,, la liaison de 
S+S,+S, étant une liaison immédiate. 

Nous dirons qu’une réalisation est efective, quand la notion de mou- 
vement parfait existe pour la liaison réalisante, de sorte que ces réali- 

Ann. Ec. Norm., (3), XXX. — Novemsre 1913, 69 
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Sations effectives ne peuvent être que des réalisations au moyen de liai- 
sons de la première classe. 

Une autre notion, qui s’introduit aussi dans la question qui nous 
occupe, est celle de réalisation avec ou sans réduction. Il y a réduction 
si la liaison réalisante £ „est plus simple que la liaison réalisée L,. 
Nous devrons donc considérer comme réalisation avec réduction celle 
d’une L, par une £ „_.; la réalisation d’une L, par une £ „.x sera tou- 
jours sans réduction, même si # est nul, à moins que ce ne soit une 
réalisation d’une L, non linéaire par une £; 


re 


10. La NOTION DE MOUVEMENT PARFAIT POUR UNE L, OU UNE Li RÉALISABLE 
D’UNE FAÇON IMMÉDIATE. — Nous avons la notion physique de résistances 
passives au mouvement d'un système; ces forces proviennent, soit du 
milieu à l’intérieur duquel se fait le mouvement, soit des liaisons impo- 
sées au système et leur propriété caractéristique est de donner, pour 
tout déplacement infiniment petit du système, c’est-à-dire pour tout 
déplacement virtuel compatible avec les liaisons, un travail négatif. On 
peut concevoir que ces résistances soient de plus en plus faibles, donc 
que leur travail soit de plus en plus petit et tende vers zéro. Récipro- 
quement, si ce travail est nul, c’est que toutes les résistances sont 
nulles, puisqu'il est une somme de termes négatifs dont chacun ne peut 
s’annuler qu'avec la résistance correspondante. 

La notion physique de réalisation immédiate et sans résistances pas- 
sives se traduit donc par le fait que Le travail virtuel des résistances du 
milieu et des forces de liaisons est toujours nul; d’où l’on déduit, par la 
démonstration classique, le principe des travaux virtuels, le principe 
de Dalembert et enfin le principe de M. Appell, c’est-à-dire celui du 
minimum de la fonction 

R—S—2Q7g". 

Donc, lorsque le système est soumis à une L, réalisée d’une façon im- 
mediate, le mouvement tend, lorsqu'on s'approche physiquement de plus 
en plus de la suppression complète des résistances passives, vers un mou- 
vement idéal déterminé complètement et sans ambiguite par les valeurs 
initiales des q et des q'. C'est ce mouvement que nous appellerons le mou- 
vement parfait du système. Ce mouvement parfait coïncide avec le mou- 
vement abstrait. 
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11. La NOTION DE MOUVEMENT PARFAIT POUR UNE Ly OU UNE L} QUELCONQUES. 
— Elles admettent une réalisation parfaite par une £, ou une £! réali- 
sable d’une facon immédiate. Donnons à & + %,, %, ayant une masse 
nulle, le mouvement parfait défini précédemment, c’est-à-dire le 
mouvement abstrait; puisque la réalisation est parfaite, il en résulte 
le mouvement abstrait de X, c’est-à-dire un mouvement indépendant 
de la réalisation choisie, de la forme et de la constitution du système 
réalisant, satisfaisant aux conditions imposées par la notion de mou- 
vement parfait et coincidant, quand la liaison possède une réalisation 
immédiate avec le mouvement parfait défini dans ce cas. 

La notion mécanique de mouvement parfait nous conduit donc natu- 
rellement et sans contradiction au mouvement abstrait. 


12. LA NOTION DU MOUVEMENT PARFAIT POUR UNE L, QUELCONQUE. — Une L, 
quelconque possède toujours des réalisations £ à tendance parfaite. 
Donnons à & + &, (2, de masse nulle) le mouvement parfait que nous 
venons de définir, c’est-à-dire son mouvement abstrait et faisons 
tendre A vers A, dans la direction qui correspond au système de forces 
appliqué à X, il en résultera, à la limite, le mouvement abstrait de E, 
c’est-à-dire un mouvement indépendant de la réalisation à tendance 
parfaite choisie, de la forme et de la constitution du système réalisant, 
satisfaisant aux conditions imposées par la notion de mouvement par- 
fait et coincidant, quand la liaison L, est une Li, avec le mouvement 
parfait déjà défini dans ce cas. 

C’est ce mouvement qui sera le mouvement parfait pour la liaison L, 
et nous trouvons encore que c’est le mouvement abstrait. 

13. LA NOTION DE MOUVEMENT PARFAIT POUR UNE L,. — Une telle liaison 
possède une réalisation parfaite par une L, pour laquelle nous avons la 
notion de mouvement parfait. 

Le mouvement parfait de 2+ 2, (mouvement abstrait) donnera, 
pour >, le mouvement abstrait qui, toujours par le même raisonne- 
ment, correspondra bien a la notion dynamique de mouvement parfait 
et que nous prendrons comme définition du mouvement parfait. 


14. LA NOTION DE MOUVEMENT PARFAIT POUR UNE L, QUELCONQUE. — Elle 
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possède des réalisations L, à tendance parfaite et l’on a la notion de 
mouvement parfait pour une L,. Si l’on donne à & + 2, ce mouvement 
(mouvement abstrait) et qu’on fasse tendre A vers A, dans la direction 
qui correspond au systeme des forces appliquées à £, on trouve, à la 
limite, le mouvement abstrait de & sur lequel on fait les remarques, 
comme au paragraphe 12, et qui coincide avec le mouvement parfait 
déjà défini quand L} est une L/. Nous le prendrons encore comme défi- 
nition du mouvement parfait. 


15. TnéorèME GENERAL. — Ce qui précède peut se résumer comme il 
suit : 

La notion dynamique de mouvement parfait existe effectivement pour 
toute liaison de premiere classe. 


Les mouvements par faits d’un système soumis a une liaison de première 
classe sont ses mouvements abstrails. 


16. MOUVEMENTS PARFAITS PRODUITS PAR DES RÉALISATIONS SANS RÉDUCTION. 
— Pour nous élever progressivement à la notion de mouvement parfait 
pour toutes les liaisons de première classe, nous avons chaque fois, 
soit d’une façon parfaite, soit à tendance parfaite, réalisé la liaison, 
soit par une liaison linéaire du même ordre, soit par une liaison non 
linéaire mais d'ordre moindre, c’est-à-dire employé une réalisation 
avec réduction. 

Mais toute liaison possède des réalisations parfaites ou à tendance 
parfaite sans réduction. 

Une L, possède des réalisations parfaites et à tendance parfaite par 
des £, et par des £}. > 

Une L, possède de telles réalisations par des ¢, ou des £, et une L} 
en possède par des 23. 

Considérons. d’une façon générale, une réalisation parfaite ou à ten- 
dance parfaite d’une L, de première classe par une £ „de première 
classe sans qu'il y ait réduction. Puisque £ „ est de premiere classe, 
nous avons la notion de mouvement parfait de X + X,, nous savons 
que c'est le mouvement abstrait et que celui ci entraine, soit directe- 
ment, soit à la limite, le mouvement abstrait de X, c’est-à-dire, 
puisque L, est de première classe, le mouvement parfait de £; done: 
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St l’on fait une réalisation parfaite ou à tendance parfaite d’une 
liaison de premiere classe par une liaison quelconque de premiere classe, 
le mouvement parfait du système total entraine toujours le mouvement 
parfait du système proposé. 


17. Mouvements concrets. — La notion de mouvement parfait, de- 
veloppée dans ce qui précède, repose sur l’idée que la notion physique 
de liaison est inséparable de l’idée de réalisation matérielle de cette 
liaison, que cette réalisation matérielle admet un état limite de per- 
fection dans lequel les résistances passives sont nulles, et qu’enfin il 
existe des catégories très étendues de telles réalisations matérielles 
donnant toujours le même mouvement quelle que soit la forme et la 
constitution interne du système auxiliaire de masse nulle. Ce sont ces 
liaisons qui nous permettent de concevoir le mouvement en faisant 
abstraction de la réalisation elle-même. 

Pour des liaisons de première classe, il existe des réalisations (non 
parfaites ou non à tendance parfaite) qui ne permettent pas cette 
abstraction; pour les liaisons de seconde classe, il n'existe aucune 
réalisation la permettant. 

Quelle est alors la notion la plus parfaite de mouvement à laquelle 
nous pouvons parvenir ? 

Considérons une liaison absolument quelconque L,, on sait, par 
l'introduction d’inconnues auxiliaires convenables, ramener le sys- 
tème L, à être du premier ordre et linéaire, ce qui revient à dire qu’on 
peut toujours réaliser L, par une £, qu’on saura réaliser d’une façon 
soit directe, soit immédiate ; finalement, par l'introduction d’un 
système convenable et suffisamment compliqué, nous réaliserons L, 
par une £ | réalisée elle-même d’une façon immédiate. 

Le mouvement idéal au point de vue physique sera le mouvement 
de X+ XY, soumis av’; et n’eprouvant, de la part de cette liaison et du 
milieu, aucune résistance passive. Ce sera le mouvement parfait 
de £+2%, ; mais comme la réalisation n’est pas parfaite, les équations de 
ce mouvement, données à la fin du paragraphe 7, ne se décomposeront 
pas. Le mouvement de £ ne sera pas complètement déterminé par les 
valeurs initiales des g, g et dépendra en outre de la fonction R,, c’est- 
à-dire de la forme et de la constitution interne du système auxiliaire. 
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Généralisant cette conception, considérons une réalisation d’une 
liaison quelconque £ „de première classe. La notion la plus idéale que 
nous pourrons nous faire du mouvement s’obtiendra évidemment en 
donnant à 2 + È, le mouvement le plus parfait possible au point de 
vue physique, c’est-à-dire son mouvement parfait, puisque £,, est de 
premiere classe. 

Pour rappeler que ces mouvements dépendent du systéme réalisant 
et ne peuvent pas se concevoir en faisant abstraction de la réalisation 
concrète de la liaison, nous les appellerons mouvements concrets. 

Pour une liaison quelconque L,, nous n'avons physiquement aucune 
notion directe de mouvement. Il faut la réaliser par une £,, pour 
laquelle cette notion existe indépendamment de toute idée de réalisa- 
sation, sans quoi il faudrait faire une nouvelle réalisation, et ces deux 
réalisations superposées constitueraient une réalisation de L, autre 
que celle par £,,. La notion de mouvement pour L, ne peut done être 
fournie que par des réalisations au moyen de liaisons pour lesquelles 
existe la notion de mouvement parfait, c’est-à-dire des liaisons de 
première classe; donc : 


Les mouvements les plus parfaits dont on peut avoir la notion méca- 
nique, pour les systèmes soumis à des liaisons de seconde classe, sont les 
mouvements concrets obtenus en réalisant la liaison par des liaisons de 
première classe, et donnant au système réalisant le mouvement par fait. 
Ces mouvements concrets dépendent de la forme et de la constitution 
interne du système réalisant ct, de plus, les conditions initiales propres 
du système proposé ne sont pas suffisantes pour les déterminer complete- 
ment el sans ambiguile. 

Les systèmes soumis a des liaisons de première classe possèdent des 
mouvements concrets, lesquels coincident avec les mouvements par faits ou 
tendent vers les mouvements parfaits, si la réalisation est par faite ou est à 
tendance par faite. 

Les équations des mouvements concrets s’obliennent par l'application 
du principe de M. Appell au système total. 


18. ConcLusiox. — Faisons abstraction des résistances de milieu 
qui peuvent être considérées comme des forces données et ne considé- 
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rons comme véritables résistances que celles introduites par la liaison 
elle-même ou plus exactement par sa réalisation matérielle, c’est-à-dire 
les forces de frottement. 

Nous avons donné la notion mécanique la plus générale de mouve- 
ment sans frottement, ce qui nous a conduit, pour toutes les liaisons, 
aux mouvements concrets et, pour les liaisons de première classe, aux 
mouvements parfaits. 

Nous avons vu que les premiers étaient donnés par l'application du 
principe de M. Appell au système total et les derniers par l'application 
du même principe au système considéré. 

Ce principe n’est donc pas un postulat analytique, c'est une consé- 
quence rigoureuse de la notion générale de mouvement sans frotte- 
ment. Si, de plus, nous remarquons (') que ce principe donne préei- 
sément les équations que fournit le principe de Dalembert appliqué, 
pour former les termes à multiplicateurs, aux relations linéaires entre 
les g” constituées par les équations E, de la liaison de premiere classe, 
nous arrivons finalement à cette conclusion : 

Le principe de Dalembert appliqué aux équations du second ordre 
d'une liaison quelconque de première classe est le principe absolument 
général de la dynamique des systèmes sans frottement et à un nombre 
fini de paramètres. 


19. VARIATIONS CONCRÈTES ET VARIATIONS PARFAITES DANS LA THÉORIE DES 
PERCUSSIONS. — Nous designerons par « variation » d’un système soumis 
à des percussions données, l’ensemble des Ag’ qui résultent de ces per- 
cussions. 

La notion de variation par faite, analogue comme conception à celle 
de mouvement parfait, implique l’idée des Ag’ déterminés complètement 
et sans ambiguité par les valeurs des g et des g’, donc déterminés par 
des équations de premier degré, de sorte que les équations de liaisons 
doivent donner entre les Ag’ des relations linéaires. Cette notion ne 
peut donc pas exister pour les L, non linéaires. 

La notion de non-frottement conduit immédiatement à la notion de 





(1) Detassus, Les diverses formes du principe de Dalembert et les équations générales 
du mouvement des systèmes soumis à des liaisons quelconques (C. R. Acad, des Sc., 
20 janvier 1913). 
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variation parfaite pour une L, ou L! réalisée immédiatement et de la 
en résulte la même notion pour une liaison L, ou L' quelconque 
puisqu'elle possède toujours une réalisation parfaite et directe par 
une f, ou une £ 

En effet, dans le cas de la réalisation immédiate, on est conduit au 
principe analogue à celui de Dalembert et à des équations analogues à 
celles de Lagrange exprimant que, si l’on forme la force vive 2T en y 
remplaçant les g’ par les Ag’, puis le travail des percussions 


XQ 09, 
où l’on remplace les ¢¢ par les Ag’ et qu’enfin on forme la fonction 
R=2T—2Z2Q0dq 


qui est ainsi une forme quadratique des Ag, cette fonction R est minima 
pour les valeurs des Ag’ résultant des percussions appliquées. 

Prenons le cas d'une L, ou L} quelconque, nous aurons une réalisa- 
tion £, ou £, immédiate et parfaite, done sans équations intermédiaires 
d'ordre un et les équations du minimum de R se décomposeront comme 
dans le cas du mouvement, ce qui permettra d’en tirer les mêmes 
conséquences. 

Au point de vue des percussions, les liaisons se divisent done en 
deux classes, la première étant composée des L, et des L; et la seconde 
de toutes les autres. 

Pour toute liaison de premiere classe, la notion de variation parfaite 
existe effectivement. 

Pour une liaison de seconde classe, il faudra passer par l’intermé- 
diaire d’une réalisation au moyen d’une liaison de première classe et 
l'on n'aura plus que des variations concrètes dépendant de la forme et 
de la constitution interne du système réalisant. 

Ainsi la théorie des percussions donne lieu à une théorie analogue a 
celle des mouvements mais beaucoup plus simple. 

La premiere classe s'arrête aux L\ au lieu d'aller jusqu'aux Li. 

Iln'y a pas lieu de faire intervenir les réalisations à tendance parfaite. 

Enfin toute cette théorie peut être résumée en un principe general ana- 
logue à celui de M. Appell, et encore relatif au minimum d'une certaine 
Jorme quadratique. 








SUR 


VINSTABILITE DE L'ÉQUILIBRE, 


Par M. Emtte COTTON, 


Professeur à l'Université de Grenoble. 





La réciproque du théorème bien connu de Lagrange et Lejeune- 
Dirichlet concernant la stabilité de l'équilibre fait l'objet principal de 


, 


ce travail; elle s’enonce de la facon suivante : 


Étant donné un système materiel assujetti à des liaisons holonomes 
indépendantes du temps, pour lequel les forces données dérivent d'une 
Jonction de forces ; si, pour une position d'équilibre, cette fonction n'est 
pas maximum, l'équilibre ne peut être stable. 


De nombreux et importants articles de MM. Liapounolf, Kneser, 
Hamel, Hadamard, Painlevé et Bohl ont été consacrés à ce sujet ('), 
sans que la proposition précédente ait été établie dans toute sa géné- 
ralite. C’est ainsi que, tout en complétant les résultats de ses devan- 
ciers, M. Painlevé (*) suppose encore que les tangentes réelles a la 
ligne de niveau passant par la position d’équilibre sont distinctes, ou 
bien que cette position est point double, les tangentes pouvant alors 
ètre confondues. Le cas du point multiple d'ordre supérieur à deux 
avec tangentes réelles confondues est done écarté. 





(1) Pour la bibliographie, nous ne pouvons mieux faire que de renvoyer au n° 37 
de l’article de M. Painlevé sur les équations différentielles, inséré dans l'Æncyclo- 
pedie des Sciences mathématiques, t. M, Vol. Il (voir p. 55). Nous devons cependant 
ajouter que le Mémoire de M. Ifadamard (/ournal de Mathématiques, 5° serie, t. I, 
1897) nous a été particulièrement utile et que nous avons tiré une bonne indication d'un 
travail de M. Caillet (Annales de l'Université de Grenoble, t. XXV, 1913). 

(2) Comptes rendus, t. CXXV, 1897. 
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L’éminent géomètre a d’ailleurs montré (') qu'il était nécessaire 
d'apporter des restrictions à l’énoncé donné plus haut, en indiquant un 
exemple où l’&quilibre est stable sans que la fonction soit maximum. 

On peut ramener les méthodes dont les auteurs précédents ont fait 
usage à deux types distincts : les unes consistent à mettre en évidence 
des mouvements asymptotiques à la position d'équilibre, et à utiliser 
la réversibilité du mouvement, les autres sont basées sur les signes 
que prennent, au voisinage de la position d’équilibre, des fonctions 
convenablement choisies des positions et des vitesses des points du 
du système. 

Dans ce travail (?), nous démontrons la proposition énoncée plus 
haut, en supposant qu'il s'agit d'un systeme matériel a deux paramètres, 
la fonction des forces et les coefficients de la force vive étant des fonc- 
tions holomorphes (*) des paramètres dans le domaine de la position 
d'équilibre, et en admettant que cette position d'équilibre est isolée. 

Notre méthode se range dans le second groupe. 

Les difficultés à vaincre tiennent à ce que l'étude au voisinage d’un 
point O du signe d’une fonction holomorphe de deux variables x, y 
s’annulant en O est rendue délicate par le fait que les termes les plus 
importants du développement n'apparaissent pas immédiatement, et 
varient même suivant la facon dont le point (a, y) tend vers O. 

Aussi bien, avant d'aborder l’objet principal de ce Mémoire, nous 
donnons (n® 1 à 5) quelques indications générales sur l'étude, au 
voisinage de l’origine, de certaines fonctions (réelles) des deux va- 
riables (réelles) a, y. Pour donner une idée de ces considérations, 
d’ailleurs très simples, signalons qu'on peut parfois définir pour une 
fonction F(x,y) et pour un onglet (sorte d'angle à côtés curvilignes 
ayant son sommet à l’origine) un ordre infinitésimal par rapport à 
l’une seule de ces variables, æ par exemple. 

Étant données deux fonctions de cette espèce s’annulant à l’origine, 
si celle dont l’ordre infinitésimal est le plus petit a un signe déterminé 








(1) Comptes rendus, t. CXXXVI, 1901. 

(?) Des indications sommaires sur notre méthode ont fait l’objet d’une Note aux 
Comptes rendus, t. CLIII, 1911. 

(3) On peut faire des hypothèses moins restrictives (Comptes rendus, t. CLVI, 1913, 
p. 1054). 
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dans l’onglet, elle donne ce signe à la somme des deux fonctions. Ces 
généralités me paraissent d'ailleurs devoir être utiles dans d’autres 
questions. | 

Pour démontrer l'instabilité de l’equilibre, nous supposons d’abord 
qu'il s’agit du mouvement dans un plan. 

Nous utilisons, avons-nous dit, certaines fonctions de signe constant 
dans des régions avoisinant la position d'équilibre; mais on donne à 
cette étude un caractère plus intuitif en faisant correspondre à ce 
signe le sens constant du mouvement d’une ligne L entrainée par le 
mobile. Dans la construction de cette ligne (n° 6 à 10), la courbe de 
niveau passant par la position d'équilibre joue un rôle essentiel; les 
branches imaginaires interviennent en même temps que les branches 
réelles pour la division en onglets de la partie du plan avoisinant l’ori- 
gine. A chaque onglet correspond un segment de la ligne L; le plus 
souvent ce segment est rectiligne, parfois il est curviligne; deux seg- 
ments correspondant a deux onglets voisins ont une extrémité com- 
mune sur la frontiere qui les sépare. 

A chaque onglet, on fait correspondre une fonction V(x,y); le 
signe de cette fonction reste invariable dans l’onglet au voisinage de 
l'origine : on le vérifie (n® 11 à 13 et 18) en utilisant une décomposi- 
tion de la fonction de forces U(a, y) en facteurs réels, conséquence 
d’un théorème de Weierstrass. Cette décomposition nous permet 
d'étudier isolément l'influence de chaque demi-branche réelle ou de 
chaque couple de demi-branches imaginaires conjuguées de la ligne 
de niveau passant par la position d'équilibre. 

Du signe des fonctions V on déduit aisément (n° 14 à 16 et 19) 
le sens du déplacement de la ligne L et linstabilité de l'équilibre. 

Un dernier paragraphe (n° 20) montre comment le cas général 
d’un mouvement à deux paramètres se ramène au cas d’un mouvement 
plan. 


1. Nous rencontrerons souvent dans la suite des fonctions définies 
par des séries de la forme 
(1) P— A, e+ Arte. 


où les coefficients A sont des constantes réelles, les exposants x, des 
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fractions positives croissant avec l'indice 7, et qui sont réductibles à 
un même denominateur ». La variable réelle x est comprise entre zéro 
et un nombre positif A, et pour le calcul des puissances de a, on 
donne au radical s = Vv sa détermination arithmétique. 

L'introduction de la variable auxiliaire z transforme la série (1) en 
une série entière dont le rayon de convergence est censé différent 
de zero; on peut déduire de la quelques propriétés des fonctions 
considérées. C’est ainsi, par exemple, que z =o est un zéro isolé, et 
qu'une telle fonction a un signe bien déterminé (celui du coefficient A, 
de son premier terme) pour x positif et suffisamment petit. 

La somme, la différence, le produit de deux fonctions de cette 
nature 


8 


io i= Are, PaO (pay Bea 


>= 


TS 
D 
Se 


& 
Il 
= 


sont encore des fonctions de la mème nature; il en est de même du quo- 
P(x) 
(x) 
développement du quotient commence par un terme en Pr, Sib, <a, 
le quotient est égal à une fraction ayant pour dénominateur æ*%-h et 
pour numérateur une fonction de l'espèce considérée. 

Deux fonctions distinctes telles que 2(x) et P(x) sont, pour x voisin 
de zéro (et positif), rangées dans un ordre de grandeur bien déterminé. 
Pour le trouver, il suffit de comparer les premiers termes non com- 
muns aux deux développements, soient Aa”, Ba? ces termes; si x — 6, 
o — Det A — B sont de mème signe; sia #8, la différence 9 — ® ale 
signe de A ou celuide — B, selon que « est inférieur ou supérieur à 5. 
Par exemple, pour x positif et assez petit, on a les inégalités (voir 


Tees) 





tient si, A,B, étant différent de zero,ß, n’est pas inférieur aa, ; le 


L 
4 


Bon 27 - : Cy ees 
xL— 2 COS LR. CN di Vi +, 
J 


Toutes ces propriétés, bien évidentes, ont été signalées parce qu'elles 
interviennent constamment dans la suite. | 


2. Nous appelons onglet la partie du plan comprise entre deux 
courbes y = ¢(a), y = O(a) définies par des développements (2) de 
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l'espèce considérée et par une droite «=A, où Ah est un nombre 
positif assez petit (') pour que la différence D(x) — o(x) garde un 
signe constant dans l'intervalle o <x=h; soit, pour fixer les idées, le 
signe +. 

Considérons alors une fonction U(x) assujettie à la condition que la 
partie de la courbe y = (ax) correspondant a l'intervalle o << x=h soit 
intérieure à Uonglet, c'est-à-dire qu'on ait 


(3) o(x)<d(æ)<D(x) 


dans cel intervalle. Quelles conclusions peut-on tirer de ce fait en ce qui 
concerne la façon dont (x) tend vers zero avec x? 

Différents cas sont à distinguer, suivant que les courbes frontières 
de l'onglet y = o(a), y = (x) sont plus ou moins voisines et suivant 
la position de Ow par rapport à l'onglet. 





1° Si Ox est intérieur à l'onglet, c’est-à-dire si 


p(æ) <o<D(x), 


on ne peut rien dire @ priori sur le signe de Ÿ(x). Soit y un nombre 
égal au plus petit des exposants a, et 8, (A,B, étant différent de zéro) 
ou à leur valeur commune s'ils sont égaux, le quotient er reste borne 
quand x tend vers zéro. Nous conviendrons de dire que l’ordre tnfint- 
tésimal de Ÿ(x) west pas inferieuray;comme Ÿ n’estassujettie qu'à la 
condition que la courbe y = Ÿ(x) soit intérieure à l'onglet, nous dirons 
que l’ordre infinitesimal de l'onglet n'est pas inférieur à y. I est bien 
entendu toutefois que les mots ordre infinitesimal et non inférieur ne 
doivent pas, en général, être séparés les uns des autres. En particu- 
lier, pour employer cette expression, il n’est pas nécessaire que Ÿ ait 
un ordre infinitesimal determine au sens classique du mot (vorr 3°). 
Par exemple, l'onglet de frontières 


3 
(a) Y=—2+a+..., V= ri — Ir... 





(1) On pourra naturellement substiluer à A un nombre plus petit. 
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7 Runs ple Mo , 8 
est traversé par Ox et son ordre infinitésimal n’est pas inférieur à à 


4 


Quand Ox ne traverse plus l'onglet, c'est-à-dire que pour x, positif et 
petit, © et ® ont méme signe, ce signe est aussi celui dey. Plusieurs cas 
peuvent encore se présenter. 


yo 


2° Sto et ® commencent par des termes d’exposants différents (mais 
de méme signe) A, x”, B,x*, soienty et y le plus petit et le plus grand 


al n 

QU (TZ , N 

= tend vers zero avec x sio <y et 
#] 





de ces deux exposants. Alors 


devient infini si 3 > y‘; nous conviendrons alors de dire que l’ordre 
infinitesimal de Ÿ (ou l’ordre infinitesimal de Vonglet) nest pas inférieur 
ay el n'est pas supérieur ay’; iciencore, les mots en italique ne doivent 
pas étre séparés les uns des autres. 

Ainsi, l’ordre infinitesimal de l’onglet de frontières 


3) 
(b) VAL EL tes PL Tite 


n'est pas inférieur aun et n’est pas supérieur i 


D 109 


3° Kio et ® commencent par des termes de même exposant a, et de 

2 : ; 2 con U(a 3 
méme signe, mais de coefficients différents ; alors Soe reste fini et 
different de zéro quand x tend vers zéro. 

On dit alors que l’ordre infinitésimal (') de U(a) est bien defini et 


w(x) 





égal à a,; cependant, il peut arriver que ne tende pas vers une 


eo 
limite déterminée quand x tend vers zéro. On dira aussi que l'onglet 
a un ordre infinitesimal égal à &,. Tel est Ponglet 


I 
+ 


(c) PR Ce y=32e+%x 


dont l’ordre infinitésimal est égal à Punite. 
4° Sig et D commencent par le même terme A, x*%, l'ordre infinite- 
simal de U(a) est encore égal à &,, mais maintenant l’infiniment 
“4 8 ) 


(1) Cette définition de l’ordre infinitésimal est maintenant classique. (Voir TANNERY, 
Lecons d’Algebre et d’ Analyse, t. Il, p. 250.) 
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petit Ÿ(æ) admet une partie principale À, 2°, la différence L(æ) — A, a 
est alors un infiniment petit d'ordre non inférieur à un nombre y > 4,. 
Nous dirons encore pour abréger que l’onglet admet comme ordre infi- 
nilésimal «, et comme partie principale À, a*:. 

Il peut arriver, comme cas plus particulier, que 9 et ® aient en 
commun plusieurs termes du début de leurs développements; soient 


Je) = Ath + A ait... + À, 2% 


ces termes communs, alors la différence Ÿ(æ) — f(x) est d'ordre 
infinitésimal non inférieur à un nombre y >«,. Nous dirons que les 
termes communs à ¢ et ® constituent les termes principaux de l'onglet. 
Par exemple, si les frontières de l'onglet sont 


5 5 
2 


(d) Y=xz+az=x+..…., YSHR+L +2 +. 
les termes principaux sont 


f[(2) =a Er, 


3. Soient x, y les coordonnées d'un point intérieur à l’onglet, nous 
pouvons poser 


(4) y=9o(z)+(1—9)P(x), 


0 désignant une nouvelle variable pouvant remplacer y et qui reste 
comprise entre zéro et un. Lorsque a, y décrit l’onglet, a, 0 se meut 
dans un rectangle. | 


Ordonnons les développements de 5 et ® suivant les puissances 
1 


de x”, n étant Je dénominateur commun aux exposants & et 8. Soient 


a) ; a i 
(5) P= Miz, D — N wz" 


el it 


ces deux développements que nous supposons absolument et unifor- 
mément convergents pour oSa<Sh. Les premiers coefficients &,, vb, 
ne sont plus nécessairement différents de zéro. 
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On peut alors écrire (4) de la facon suivante : 


2 Z 
) Ve 9, are — 9 JL; ei D 
(6) ¥ = [4h i+ (1 — 9) vy] 2 


tt 


et la série est absolument et uniformément convergente dans le 


rectangle 
Oh, EdT, 


On remarque que, si les développements de 9 et ® commencent par 
des termes communs, ces termes se retrouvent au début du develop- 
pement (6). 

Les séries (5) et (6) permettent de définir, dans certains cas, l’ordre 


infinitesimal de certaines fonctions des deux variables x, y dans l'onglet. 
1 


Soit F(a, y) une fonction holomorphe de y et de x” [ce radical (') 
ayant toujours sa détermination arithmétique|; en y substituant à y 


le développement (6), le résultat peut être ordonné suivant les puis- 
1 


sances croissantes de x” 


(7) F(x, Y= Ge 


N) 


les coefficients C; dépendent de 0. 

Supposons que F s'annule pour x = y = 0, alors C, = 0. 

Parmi les coefficients suivants, il peut en être d’identiquement nuls. 
Soit D,a%: le premier terme pour lequel il en est autrement; il faut 
distinguer plusieurs cas, comme au n° 2. 


1° Le cas le plus défavorable est celui où D, sannule quand 0 varie 
F(z, 7) 

ay 
reste borné quand le point (a, y) tend vers l’origine O en restant dans 
l’onglet. Nous pourrons exprimer ceci en disant que, dans l'onglet, 
l'ordre infinitesimal de F(x,y) (par rapport à x) west pas inférieur 
ay, (en ne séparant pas ces mots les uns des autres). Tel serait, par 


dans l'intervalle o © 01; tout ce qu'on peut dire alors c’est que 





(!) n est un entier quelconque, mais on peut toujours le remplacer par un de ses 
multiples et supposer que c’est le même entier qui figure dans les développements (5). 
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exemple, le cas de la fonction F(a, y) = 4y? — 252? pour l'onglet cité 


ey 


comme exemple au n° 2, 3°. On a ici 


D, = 4(6 — 3)?— 25 el Va oh 


Il pourra arriver que D, s’annule sans changer de signe, et qu'en. 
outre F(x,y) garde un signe constant pour o< aSh’<h; lorsqu'il en 
sera ainsi, nous dirons que la fonction F est définie positive Su definie 
negative dans l’onglet, au voisinage de O, selon que le signe est + 
ou —. Dans les mémes conditions, si le premier terme ne s’annulant 
pas en même temps que D, est le terme ena, nous dirons que l’ordre 
infinitésimal de F(a, y) est non inférieur à y, et non supérieur à y,. 
Ainsi, dans le même onglet (c) (n° 2, 3°), la fonction 


F(x, y) = y?—4a*=[(3 — 60) —4]x?+20(3 — Oat... 


est définie positive dans l’onglet, puisqu’on a y>22 >— 2x ('); 
l’ordre infinitésimal de la fonction dans onglet est non inférieur à 2 


ef non supérieur a 


SE) EN | 


2° Supposons que D, ne s’annule pas pour o£4 <1. Dans cet inter- 
valle, | D,|admet une borne inférieure A,. La différence F(a, y) — D, x" 
est une serie de la forme (7) où les puissances de x ont des exposants 
tous supérieurs à y,. Les coefficients de ces puissances restant bornés, 
Fiz, y) = Dia" 2 : > 
wee Te peut étre rendue aussi petite qu’on 


le voudra en prenant x assez voisin de zéro, en particulier on peut la 


la valeur absolue de 


. , . x A Al 7 . 
supposer inférieure à =". Dès lors, F(a, y) reste compris entre 


A, \ A 
(D, = = at, (D, + = xv, et ces nombres ont le signe de D,a™:. On 
/ 


voit donc que F(a, y) est définie au voisinage de l'origine dans l'onglet 


Er; y) 


considéré. De plus, le quotient —-— reste borné quand le point (x, y) 


(1) Il est clair qu'on peut reconnaître si une fonction F(a, y) est définie en étudiant la 
disposition des branches réelles de la courbe F(x, y) = o par rapport aux frontières de 
l'onglet (voir plus loin n° 12). 
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tend vers l’origine en restant dans l’onglet; nous dirons que la fonc- 

tion F(a, y)est, dans l'onglet, infiniment petite d'ordre”, par rapport à x. 
Il peut arriver que D, soit indépendant de 4; dans ce cas particulier, 

nous dirons que D, x": est, dans l’onglet, la partie principale de F(z, y). 
Par exemple, la fonction 


J+r+a—(4 —0)x +... 


est définie positive et infiniment petite du premier ordre dans l'onglet (c) 
(n°2, 3°); mais on ne peut alors parler de partie principale. La même 
fonction est encore définie positive et infiniment petite du premier 
ordre dans l’onglet (d@) (n° 2, 4°); elle admet dans ce dernier onglet 
une partie principale 2a. 

Il pourrait arriver que, non seulement D,, mais plusieurs termes du 
début du développement (7) de F(a, y) soient indépendants de 0; 
désignons-les par 


D,atı +D,2t:+...+D,2%; 


la différence 
F(a, y)—(D,a%i+...+ Dp2x'p) 


serait infiniment petite d’un ordre infinitésimal non inférieur & un 
nombre y’> y,; nous dirions que D, x": +... + D,xY constituent les 


termes principaux de F(a, 7). 


A. Considérons maintenant le quotient 


Kirja 
; (r(x, y) 
1 
de deux fonctions holomorphes de y et a”. On peut I’étudier dans 
l'onglet au voisinage de l’origine, en ce qui concerne son signe et 
la facon dont elle peut tendre vers zéro ou devenir infinie, en étudiant. 
séparément le numérateur et le dénominateur. 

Parmi les nombreux cas possibles, nous signalerons seulement le 
suivant, important pour la suite : les fonctions F et G sont définies, et 
de même signe, dans l’onglet, au voisinage de l’origine; de plus, 
on peut déterminer des nombres positifs A, a, A’ tels qu’on ait 


. 
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pour o << awSh’Sh, dans l’onglet considéré, 


; RAE ASS A 
array, a 


Soit alors H(w, y) un quotient analogue à K, si le produit a*H(a, y) 
tend vers zéro quand le point (x,y) tend vers l’origine d’une facon 
quelconque en restant toutefois dans l'onglet, alors la fonction 


K(x, y) + H(x, y) 


sera, comme K(x,y), définie positive dans l'onglet au voisinage de 
l’origine. Cette proposition se démontre immédiatement (com- 
parer n° 3, 2°); elle sera fréquemment utilisée dans la suite (voir 


les n° 13 et 18). 


5. Abordons maintenant la question de l'instabilité de l'équilibre. 

Nous supposons qu'un point matériel M (dont nous prendrons la 
masse comme unité) se meut dans un plan parfaitement poli sous 
l'action d'une force dérivant d'une fonction de forces U sur laquelle 
nous faisons les hypothèses suivantes : 

C'est une fonction holomorphe des coordonnées x, y du mobile dans 
le domaine de l’origine O; elle s'annule en ce point ainsi que ses dérivees 
premières ; mais n'admet pas de maximum en ce point. L'origine est ainsi 
point multiple de la ligne de niveau U(a, y) =o passant en ce point; 
nous admettrons, de plus, que celle ligne de niveau n’admet pas de 
branche reelle multiple passant par l'origine. 

Nous devons établir que le mobile sort d'une région R donnée (su fft- 
samment pelite) entourant le point O st les conditions initiales sont conve- 
nablement choisies sous les seules restrictions que la position initiale M, 
puisse être aussi voisine qu'on le voudra de la position d'équilibre, et que 
la vitesse initiale puisse être aussi petite qu'on le voudra. 

Notre démonstration consiste à établir qu'une ligne variable L passant 
par le mobile M et entrainée dans son mouvement s'eloigne constamment 
de O (pour des données initiales convenablement choisies) et finit par 
sortir de la région R où le mobile ne peut des lors rester indéfiniment. 


6. Avant d'expliquer la construction de la ligne L, nous allons 


vo . =. 
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indiquer une décomposition de U en facteurs réels, très utile pour la 
suite. 

Nous admettons que les axes de coordonnées ont été choisis distinets 
des tangentes au point multiple. Un théorème de Weierstrass (‘) 
permet alors d'écrire 


(8) Ula y) = yee ay PEN a) Ur 


les a étant des fonctions holomorphes de x pour x voisin de zéro, 
s’annulant pour «=o, et U,(x,y) une fonction de x, y holomorphe 
dans le domaine de l’origine ne s’annulant plus en ce point. 

Les 2 racines de l'équation en y 


(9) ult, ¥) = ya, yo 


s’annulent pour «=o et se groupent, comme on sait (*), en un 
certain nombre de systèmes circulaires, les p racines appartenant à un 
même système circulaire pouvant être représentées par un seul déve- 
loppement 


jae HE 
(10) YS Oy CT DONS EN CRIE Pi ee 


1 
où l’on attribue successivement à x” ses p déterminations. 
Toutefois, comme nous limitons notre étude au domaine réel, nous 
modifierons un peu cette forme classique. 
Nous distinguerons deux cas selon que æ est positif ou négatif; le 
second cas se ramenant au premier par le changement de x en — x, 
nous supposerons dans ce qui suit x > 0. 


n 
Alors les diverses determinations de x” sont comprises dans la 
formule 


ONT .. 2nt\ pro 
cos —2S1D Ve, 
\ P a, 








le radical ayant sa détermination arithmétique; en supposant main- 


2NT 





D NAT . . mee 
tenant que le facteur cos gt ESN soit compris dans le coefficient 





(1) Fou Goursat, Cours d'Analyse, L. ll, p. 273. 
(2) Voir GoursaTt, Cours d’ Analyse, t. II, p. 275. 
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Dies \ : . . 
de ‘V” nous aurons (pour x > 0), et pour chaque système circulaire 
de p racines, p développements de la forme 


+0 
(10 bis) y => Bn + lyn) Var +p— 1. 


ni 


où les coefficients B, et y, sont réels. 
Si tous les coefficients y, sont nuls, au développement 


an 


CET) SCIE Bn Var+r-i 


| 


correspond une partie de la ligne de niveau U = 0, avoisinant l'ori- 
gine, et que nous appellerons demi-branche reelle issue de l'origine di- 
rigée du côté des .c positifs. Nous désignerons par CG, les demi-branches 
réelles. 

Si les coefficients y, ne sont pas tous nuls, nous écrirons la for- 
mule (10 bis) de la façon suivante : 


y =8(2)+ih(a), 
Un > Bi Vartr-i, 
(12) ni 


h(a) => Yn Van+p—i ‘ 


\ i} 





Il est évident qu'à une racine imaginaire y = g-+ Ih correspond une 
racine imaginaire conjuguée y = g— Ih. 

On pourrait dire encore que le développement (12) caractérise une 
demi-branche imaginaire issue de l’origine à laquelle est associée une 
demi-branche imaginaire conjuguée. Toutefois il faut observer que 
cette définition des demi-branches imaginaires : ensemble de points 
ou couples de nombres x, y donnés par les formules (12), où l’on sup- 
pose æ réel positif et assez petit, dépend essentiellement des choix des 
axes de coordonnées, contrairement à ce qui arrive pour les demi- 
branches réelles. 
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Aux demi-branches imaginaires conjuguées 


(13) y=gla)+ih(e), Pte) he, Tin; 


g et A étant donnés par (12), nous associerons une demi-branche réelle 
d'une courbe donnée par 


(14) Y=8(), 


nous désignerons par C, les demi-branches ainsi définies. 

Ces courbes C, dépendent des axes choisis, d’après ce qu'on vient 
de dire. Pour donner un exemple simple mettant bien ce fait en évi- 
dence, observons que, si ip Sa 


Uta r)= aux ray, 


a,b, e étant constants et b?— ac<o, les lignes de niveau sont des 
ellipses homothétiques et concentriques, et la ligne y= g(a) n’est 
autre que la partie située du côté des a >o du diamètre conjugué 
de Oy, commun par rapport à toutes ces ellipses; ce diamètre varie 
bien avec la droite choisie comme axe Oy. 

Il est utile de remarquer, pour la suite, que, si les deux bran- 
ches (13) ont mème tangente à l’origine, cette tangente est réelle et 
se trouve également tangente à la courbe C, définie par (14). Comme 
nous supposons les axes distincts des tangentes à l’origine à la courbe 
U = o, il faut nécessairement alors que g commence par un terme du 
premier degré en x et A par un terme de degré supérieur à un. 

Si les tangentes à l’origine aux deux branches (13) sont distinctes, 
elles déterminent une ellipse évanouissante, et la tangente à la 
courbe C, associée aux branches (13) est le diamètre conjugué de Oy 
par rapport à cette ellipse. 


7. Aux diverses racines de l'équation en y (9) correspond une dé- 
composition de u(a, y) et, par suite, de U(x, y) en facteurs; nous 
reunirons les facteurs correspondant aux racines imaginaires conju- 
guces, de facon à ne faire figurer dans la décomposition que des élé- 
ments réels. 
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Nous aurons ainsi pour æ > o et assez petit 
(15) U(r, y) =U (a, y) Wy — f(x) |W Ly — g(a) P+ 4 (2)! 


en groupant ensemble d’une part les facteurs correspondantaux racines 
réelles et, d’autre part, les facteurs correspondant aux couples de 
racines ng conjuguées. 

En changeant « en — x’ dans U et opérant sur la fonction obtenue 
comme on vient de le faire, on obtiendrait un produit analogue corres- 
pondant à x <o. 

On remarquera que les deux decompositions n’admettent pas néces- 
sairement le mème nombre de facteurs réels du premier degré, les 
nombres des demi-branches réelles correspondant respectivement 
ax>oetäx<o pouvant différer. Ainsi pour 


U2, y) = y—2)?— 2? |(y +2), 
si av > 0, ona trois demi-branches réelles : 
3 
5 Ne ke Ve Pod”, Y=—®, 


et pour x <0 une seule : y = — x. 

La méthode bien connue de Puiseux permet de déterminer effecti- 
vement les coefficients successifs des développements (10), ceux des 
séries (11), (12) et de la série entière U,(x, y), lorsque la fonction 
U(æx, y) est donnée. Si les hypothèses du n° 5 sont réalisées, les fac- 
teurs du type y HR sont distincts ; il peut en être autrement des 
facteurs du type (7 — g)?+ N. 

Observons qu’on St obtenir, en q uelque sorte par synthèse, une 
fonction U(x, y) en choisissant arbitrairement, sous les réserves qui 
vont être indiquées, la fonction holomorphe U,(x, y) et les coeffi- 
cients 8,, y, des développements des formes (11), (12) donnant des 


facteurs 
y — fix) ou [r — ro | Zell ak 


Il faut, bien entendu, que les développements en question soient con- 
vergents pour || assez petit, et qu’en outre, à côté d’un facteur 


Yorn sity oun) by — ele) TE A(2), 
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on fasse figurer tous ceux qui correspondent au même système cir- 
culaire de racines. 


8. La construction de la ligne L (vorr n° 5) fait intervenir une divi- 
sion de la partie du plan avoisinant l’origine O en onglets (n° 2). Les 
courbes frontières de ces onglets seront : les demi-branches réelles 
(C,)y = f(x) de la ligne de niveau passant en O, celles des demi- 
branches (C,) y = g(a) des courbes associées aux demi-branches imagt- 
naires conjuguées pour lesquelles les tangentes à l'origine sont réelles, 
enfin des demi-droites (C,) issues de O, et sur lesquelles nous revenons 
plus loin ('). 

Bien entendu, on suppose ces frontières tracées des deux côtés 
de Oy. Il est à peine besoin de dire qu’on n’aura pas nécessairement 
des lignes des trois espèces. 

Les lignes C,, C,, C, étant tracées, une parallèle A à Oy, située du 
côté des x positifs, les rencontre dans un ordre bien déterminé (?), 
pourvu que sa distance à O y ne soit pas trop grande. Les régions du 
plan comprises entre deux lignes consécutives forment des onglets cor- 
respondant à & > 0; on a de même ceux correspondant à æ < o. Enfin 
il reste deux onglets, l’un contenant Oy, l’autre la demi-droite op- 
posée Oy’. 

Nous supposerons que les angles formés par les deux tangentes à 
l’origine aux frontières de chacun des onglets ne surpassent pas une 
limite À déterminée de la facon suivante. 

L’angle À est inferieur à x; de plus s'il y a des tangentes imaginaires 
à la courbe de niveau passant à l’origine, en associant deux tangentes 
imaginaires conjuguées, on a une ellipse évanouissante ; À doit être 
inférieur au double de l'angle aigu minimum des diamètres conjugués 
des ellipses ayant mêmes asymptotes. Nous admettrons encore que 
les onglets contenant Oy et Oy’ ne sont pas limités par des courbes 
y= g GE 


(1) Dans certains cas exceptionnels (n° 16) on utilise aussi des branches C’ symé- 
triques de C par rapport à un axe. 

(2) Il pourrait arriver exceptionnellement qu'une ligne C, et une ligne C, soient confon- 
dues; cela n'aurait d'ailleurs aucun inconvénient pour la suite. 

(3) Cette seconde hypothèse est destinée à rendre applicable aux onglets en question 
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Ces hypothèses peuvent toujours être réalisées en adjoignant, s'il est 
nécessaire, aux lignes C, et C, des demi-droites G, ; c’est la seule utilité 
de ces demi-droites. 


9. Donnons quelques exemples : 


1° Soit d’abord 
U= y—2+a2+omy—2xy — y’-+.... 
La décomposition en facteurs (') 
U=(y—-z+at+.)(y+z+as +...)(—-22+y+...) 
convient quel que soit le signe de a. Les deux branches de courbe 
yzfı ze —- 24... y-fh=—-2—-20°-+... 


sont divisees par l’origine en quatre demi-branches limitant quatre 
onglets qui contiennent respectivement Ox, Oy et les demi-droites 
opposées Ox’. Oy’. 

Il en est de même, plus généralement, si U =o admet O comme 
point double a tangentes distinctes (les axes étant convenablement 
choisis). 


2° Pour 
U=(y — 2) — 2273+ ox y— ary?+ yi+e.., 


on a deux décompositions distinctes, savoir 


© 2 x? 3. x? 
=(1-2-2'+& +...) (r-a+2 ++... )u+Y+..9 


les résultats établis pour les onglets situés d’un côté déterminé de Oy. De cette façon les 
courbes limites de ces onglets particuliers ne dépendent pas des axes (alors que les lignes 
y = g en dépendent; voir n° 6); et, en faisant tourner les axes d’un angle droit, ces deux 
onglets particuliers ne seront plus traversés par le nouvel axe des ordonnées. On verrail 
de même qu’on peut parfois utiliser (voir n° 9, 4°) un onglet limité par Oy et par une 
courbe y = f. 

(1) Dans ceux des facteurs de U ne contenant pas de termes indépendants, les points 
désignent des termes contenant x seul dont l’ordre surpasse celui des termes écrits; pour 
le facteur contenant un terme indépendant, et pour le développement de U(x, 7) les 
points désignent des termes pouvant contenir à la fois x et y. 
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pour 2 >oet 








Ue | (> ea) 
ly = 200" 
avec a’ = — x pour x < 0. Nous aurons comme frontières d’onglets les 
deux demi-branches (C,) 
3 2 te 
y-fh=r-e ++... rere Mere RTS ent 


pour æ > o, et pour æ << o la demi-branche (C,) 
ol 
ySE838=-8— — tt. i 0, 


a laquelle il convient, pour l’isoler de Oy, d’adjoindre deux demi- 
droites (C,); nous prendrons, par exemple, 


Vi es pte aS SO. 


Si U admet en O un point de rebroussement de premiére ou de 
seconde espèce, on peut toujours avoir un tracé analogue à celui-ci. 
335] 
US [Cy rs) 
+2(2+...)P] [(y—v2+ 27+...)?+ (2?+...)J (i +227+3y-+...), 
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Ce 


l’origine est point multiple isolé d’ordre 4 de la courbe U =o; dans 
le premier facteur l’ensemble des termes du second degré représente 
une ellipse évanouissante, les diamètres conjugués égaux de la famille 
(ellipses admettant mêmes asymptotes que celle-là sont, comme on le 
voit aisément, 

2105 Va LE 0; 


leur angle aigu est de 45°. Par suite, ce premier facteur ne donne pas 
lieu au tracé immédiat d’une courbe frontière, mais à cause de sa pré- 
sence on est conduit à ne considérer que des onglets dont les courbes 
frontières admettent à l’origine des tangentes dont l'angle soit inférieur 
à 90°. Quant au second facteur, il correspond à deux branches imagi- 
naires conjuguées tangentes en O à une droite réelle y = x; il amène 
à tracer deux demi-branches C,, ayant pour équation commune 


Me TL... 


et correspondant l’une à æ > o, l’autre à æ < o. On pourra, des lors, 


Fig. 2. 


ch 
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pour la division en onglets de la partie du plan voisine de l’origine, 
adjoindre à ces deux lignes C, des demi-droites C,, correspondant, par 
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exemple, aux deux directions x > 0, « <o sur les droites 


= — = x lang — = xcot— 
ye = x te CAT , === = 
: J re Y 12’ 


u 


on obtient ainsi huit onglets autour de O, satisfaisant à toutes les con- 
ditions indiquées plus haut (fin du n° 8). 


4° Prenons enfin 
U=[(y—a#—x?4+...P+23+...][(y—ot...)8+ 22't+...JUit+ar—yr...). 


L'origine est point multiple d’ordre 5, de la courbe U = 0 les tangentes 
en ce point sont confondues avec la droite y = x. 
Pour x >o on a une seule demi-branche réelle 


a SNR 


et deux couples de demi-branches imaginaires conjuguées auxquels 
correspondent deux lignes C, qui sont 


NE Li et we 
: 2T 
SRE EE Sb ROSES 
On a, du reste (n° 1), 
PIE SA 
Pour x = — x'< 0, ily a trois demi-branches réelles : 
v=h=- x —2 Vae' +... 
= 3 
VS eee 
= 3 
=f Se ee 


et deux demi-branches imaginaires conjuguées auxquelles correspond 
la ligne C, donnée par 


; 13 ; 27 
=—L —X DRELCOST, SE ee 


3 


Gg | 


Y= 
Ona 
Le te ee 


Pour la formation des onglets, on adjoindra aux sept demi-branches 
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de courbe ainsi tracées trois demi-droites. Il faut, en effet, que les 
angles formés par les tangentes à l’origine aux frontieres des onglets 


Fi 9 
ig. 3. 





soient inférieurs Ar, et que l’axe Oy soit séparé des courbes C,. En 
faisant la figure, on voit qu’on satisfait en ces conditions en prenant 
la demi-droite Oy’ opposée a Oy et deux demi-droites telles que 
Y=10%, y = —10x très voisines de Oy situées du côté des y > 0. 
On aura ainsi dix onglets autour de O ('). 


10. Ayant ainsi expliqué la formation des onglets, nous pouvons 
indiquer la construction de la ligne L. Cette ligne sera composée de 
segments, rectilignes ou curvilignes, ayant leurs extrémités sur les 
frontières des onglets; deux segments consécutifs, correspondant à 
deux onglets adjacents auront une extrémité commune sur la frontière 
séparant les deux onglets. 

Les segments de L seront rectilignes pour ceux des onglets dont les 
frontières ne sont pas tangentes entre elles à l’origine; ces segments 
seront alors perpendiculaires à une demi-droite A intérieure à l'angle 
formé par les tangentes à l'origine aux frontières de l'onglet ; nous 
prendrons la bissectrice de cet angle. 


(1) Le lecteur est prié de modifier sur la figure les positions des lignes g» et g et d'y 
tracer la demi-droite y = — 10. 
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Si les frontières se touchent à l’origine et sont disposées au voisinage 
de l'origine de part et d'autre de la tangente commune, les segments 
seront encore rectilignes; ils seront perpendiculaires à cette tangente, 
sur laquelle nous distinguerons la demi-droite A dirigée vers l’inte- 
rieur de l'onglet. 

Quand l’onglet sera borné par des frontières tangentes entre elles à 
l’origine et sera situé, au voisinage de ce point, d’un même côté de la 
tangente commune, les segments de L seront curgilignes. Nous pren- 
drons les ares, intérieurs à l’onglet, des courbes I’, trajectoires ortho- 
gonales des courbes [obtenues en déplaçant, par translation parallele 
a Oy, le lieu des milieux des cordes de l'onglet parallèles à cet axe. 

Si donc les frontières de l’onglet ont pour équations 


(16) VO), y —=%(x) 
les courbes T seront 
(17) ¥ —=[9(x) + O(x)]=C 


et les courbes F, 
x ae : 
(18) Hal MEVER UES 


C et C, désignant des constantes. 

La valeur commune de 9’(o0) et ®'(o) n’est pas nulle puisque les 
axes sont distincts des tangentes au point multiple. L'intégrale est 
donc, comme ¢ et ®, développable en une série ordonnée suivant les 
puissances fractionnaires de x telle que celles considérées au n° 1. On 
en conelut aisément que si la constante C, est de signe convenable et 
assez voisine de zero, la courbe T, rencontre chaque frontière de 
l'onglet en un point voisin de l’origine. De plus, chacun de ces points 
s'éloigne de O lorsque la valeur absolue de C, croit; nous exprimerons 
ceci en disant que I’, s'éloigne de l’origine. 


Il. Nous supposons le mobile lancé de façon que la constante des 
forces vives soit nulle ; c'est-à-dire qu’on aura constamment 


(19) e— al, 
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v désignant la vitesse du mobile (dont la masse a été prise pour unité 
de masse). 

Il résulte de (19) que le mobile se mouvra constamment dans la 
region U> o. Comme on a supposé que U n’était pas maximum en OÖ 
et s’annulait en ce point, sans y admettre de branche multiple, il existe 
des onglets oü U est positif : ce choix particulier de la constante des 
forces vives est donc bien compatible avec la restriction qu'il soit 
possible de prendre la position initiale aussi voisine de O qu'on le 
voudra, et la vitesse initiale aussi petite qu’on le voudra; la direction 
de cette vitesse reste, pour le moment, indéterminée. 

Supposons d'abord le mobile place à l'instant initial dans un onglet où 
les segments de L sont rectilignes. Nous avons défini au n° 10 ces seg- 
ments comme perpendiculaires à une même droite, sur laquelle nous 
avons choisi une direction A, intérieure à l'onglet. Nous admettrons 
désormais que la projection de la vitesse initiale sur A a le sens de A: c’est 
la seule restriction que nous apporterons au choix de la direction de 
cette vitesse. 

Nous montrerons que la ligne L passant par le mobile s'éloigne de O 
en utilisant la proposition suivante : 


St dans une région R située tout entière à distance finie, la force agis- 
sant sur un mobile a une projection de sens constant sur un axe fixe A, le 
mobile, lancé de façon que sa vitesse tnitiale se projette sur A dans le 
même sens que la force, sort de la region au bout d’un temps fini, sa 
projection sur À se mouvant toujours dans le méme sens. 


Cette proposition, due à M. Caillet ('), se démontre immédiatement 


7 Artis OLE: 
en prenant A comme axe Ox. La valeur initiale de la projection + de 


la vitesse du mobile étant désignée par x, et celle de l’abseisse a du 
mobile étant #,, on a pour 1 > 0 


dx 
dt 


! 


er et PATES ae bh 
Le domaine R étant borné (il suffit même qu'il le soit dans la partie où 


(1) Annales de l'Université de Grenoble, t. XXV, 1913, p. 108, 
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x > x,), on doit avoir d'autre part æ < X et par suite au bout d’un 


temps 9 tel que 
Tete GN, 
c’est-à-dire 
X— x, 
ke a Tame | 


u‘ 


le mobile a certainement quitte la region R. 

Pour appliquer cette proposition, nous revenons aux axes anterieu- 
rement choisis, et désignons par « l’angle que fait avec Ow la droite A 
correspondant à l’onglet considéré. On peut toujours (') supposer 


T 
que cet onglet correspond à x > 0, l'angle « est alors compris entre — = 
T 
et 37 cosa Sy. 
La projection de la force sur A est 


A cos Re, 
Ox Oya hae 


puisque, dans l’onglet, on a U > 0, cette expression a le signe de 


_ dlogU 0 logU 


T 3j 
(20) A(U)= ae cosa + dy sin 








Nous allons montrer que ce signe est +. 


12. A chaque facteur de 
U=U(x, y) ML y —f(x)] Mi Ly — g(x) P+ 2 (x) | 
correspond un terme de la somme log U et par suite un terme de 
(a1) A(U)=SALy—f(x)] +2 AlLy— 8 (2) P+ Aa) + AC); 


nous étudierons séparément les signes de ces divers termes, sauf le 
dernier pour lequel nous montrerons qu’il ne peut donner son signe a 
la somme. 


(1) Voir les remarques des n° 6 et 8 sur le choix des axes, 
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wr 
is 
Or 


Un facteur y — f(x) donne le terme 


AT tale ge DIE ange Fie, 


Nous avons cosz > 0; tout revient à étudier le signe de la fraction. Si 
la courbe y = f(x) est au-dessous de l'onglet (c’est-à-dire, par rapport 
à l'intérieur de l’onglet, du côté des y négatifs), la tangente à l’origine 
à cette courbe y = a f'(o) est, soit au-dessous de la droite A corres- 
pondant à l'onglet, soit confondue avec cette droite; dans la première 
hypothèse, tanga — f'(o) > o et par suite aussi tangx — /’(x) pour x 
positif et petit; dans la seconde hypothèse, tanga — f'(o) =0, mais 
comme x tanga — f(a) > o pour æ > o et petit et que tanga — f'(x) 
a un signe déterminé (n° 1) dans les mêmes conditions, ce signe est 
nécessairement +. D'autre part, y> f(a) dans l'onglet; donc la 
fraction précédente est positive dans l'onglet (les frontières pouvant 
être exclues). Une démonstration analogue s'applique au cas où 
y = f(x) est au-dessus de l’onglet ; le résultat subsiste. 
Ainsi (voir n° 9, 1°) pour 


Y—fi(t)=7y-2x+at+... 


et pour «=o, ona 


TO PT PR ARE RER 
(yo fit) 5 


2+ 27+... 
Lorsque le point (a, y) est dans l'onglet f,.>y>/f., x>0, 
assez voisin de l’origine, le numérateur et le dénominateur de cette 
expression sont négatifs tous deux; l’expression est positive. 


De même pour 
vw Sf D+TNar +... 


et pour a = 7 correspondant à l'onglet f<y<g,, x>o, du 
4 > 
n°9(4°), ona 
pease 
is 3 Va HAE EE, à 
D er ee 
A(y TA o> 2 y—f 2 


le numérateur est positif et le dénominateur aussi pour un point voisin 
de l’origine dans l’onglet considéré. 
Ann. Ee, Norm., (3), XXX. — DÉCEMBRE 1913. 69 


546 É. COTTON. 


En ce qui concerne les facteurs de la forme [y — g(x)]?+ k?(x), 
ils donnent dans A(U) des termes de la forme 


(y— g) (sing — g' cosa) + hh' cosa 


ATOS satel (y= Se 





Nous distinguons deux cas : 
1° Si A contient un terme du premier degré, soit : 


a 


© 


Kia) 0 ee (oo) 


le numérateur de la fraction précédente commence par un terme du 
premier degré en x, y : 


y¥—ax)(Ssina —a cosa)+ ba cosa 
6 )( ) 


qui donne son signe (on le démontre facilement) si la droite obtenue 
en l’egalant à zéro ne traverse pas l'onglet et n'est pas tangente aux 
frontières. Or cette droite est le diamètre conjugué A’ de la droite A, 
y = ætanga, par rapport à l’ellipse evanouissante 


(y— ax) + br, 


elle est bien extérieure à l'onglet (voir n° 8). L'expression précédente 
Al(y — g)’+ A? | garde un signe constant dans l'onglet au voisinage 
de l’origine; en l'étudiant sur A, on trouve que ce signe est + ; c'est 
aussi le signe de la fraction. 


2° Si g seul contient un terme du premier degré, 4 commençant 
par des termes de degré plus élevé, on voit, en raisonnant comme 
pour y — f, que tang a— g’ et sing — g’cosx ont le signe de y — g 
dans l'onglet, du reste AA’ est positif pour æ positif et petit, l’expres- 
sion A[(y — g)* + h?| est encore positive dans l'onglet. 

On appliquerait aisément ceci aux exemples du n° 9. 


13. Il ne reste en définitive que le terme 


A(U,)= 


20S a > —————_- SIN x. 


J logU, J logU, 
_——( 
dr oy 


Ce terme reste fone quand le point ay se déplace au voisinage de 
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l'origine ; il peut du reste avoir un signe quelconque et même changer 
de signe dans l'onglet. Mais, comme les termes précédemment étudiés 
deviennent inlinis, ils donnent leur signe + à la somme A(U); nous 
le montrerons, en établissant qu'on peut trouver un nombre positif u. 


tel qu'un au moins de ces termes soit supérieur à = pour x posttif assez 
TC 
petit, et appliquant la proposition du n° A. 
St d'abord il existe une demi-branche reelle y = f non tangente a 
l'axe A correspondant à l’onglet, la difference sina — /’ cose tend vers 


vs 





une limite différente de zero quand x tend vers zero; reste, en 
‚aleur absolue, inférieur a un nombre fixe; l'existence du membre u. 
en résulte immediatement. 
Par exemple, si l’on reprend l'expression considérée au numéro 
précédent 
—I-270-... 


A(y —-J\) = 
Va) y— e+ a+.. 





pour un point de l'onglet (> y > f,, æ > 0) considéré, voisin de O, 
le numérateur est voisin de —1, le dénominateur compris entre zero 
et fy —f, = — 20-2 +...; c'est-à-dire qu'on peut prendre ici pour u. 
un nombre quelconque inférieur : =. 

Sil y a deux branches imaginaires conjuguees a langentes 1magt- 
naires ou a tangentes réelles distinctes de A, le résultat est le même. 

On voit, en effet, dans la premiere hypothese, en conservant les 
notations du n° 12, que 


(Y—ax)(Sinx — a cosa) + br cosa +... 
q ZE + ee 
x = 
reste compris, lorsque le point (x, y) reste dans l'onglet au voisinage 
de l’origine, entre deux nombres positifs fixes et comme (y — g)° + h? 
est, dans l'onglet, d'ordre infinitésimal égal à deux (n° 3), la propo- 
sition énoncée en résulte immédiatement. 
Dans la seconde hypothèse, nous écrirons 


(2) ALQ—g)+]—Ë 


(y—g)? E sina— g' cosa a: | i es i cosa “| 
. RER re = nz 


Y—g h aa 


le] 


gr 


548 E. COTTON. 


En raisonnant comme on l’a fait plus haut pour A(y — f), on démontre 
que % peut être pris assez petit pour que le coefficient de (y — g)? 
soit positif; quant au second terme, si l’ordre infinitésimal de h(a) 
2h' cose 
—— 
prendra encore u. inférieur à cette limite. On aura bien 


est I+ p, x tend évidemment vers 2(1+p)cosa, et l'on 
Er Pr 
Al (Y 8) ln: 
Ainsi (n° 9, 3°) lorsque 
vr hey + es fee 
ona 


À (y +æ)(sina + cosa)+227 cosa 
CORRE ee ee PPT TRE Ee 
& 


Soient l’onglet a tang = SY SH Lie To an Oe 


“ . ; 
% = 7, les termes de g ne tendant pas vers zéro avec x restent compris 
entre 
ER, /3 Te = 
qi = V sie \ : lang — el Gil 2a, 
2 2 12 


du reste g, < g,; d'autre part les termes de 


(Yy—g'+hk. /y\ y 
a +2 +24... 
T° x x 


ne tendant pas vers zéro avec æ restent compris entre 


T Tr R 
+2lang— +2 et 5; 
2 12 





tang? - 
on pourra donc prendre pour u. un nombre quelconque inférieur 


at. 
J 
Un exemple du second cas est fourni par 


Al(y—gy+H]J=AlL(y —xv + 27+...)?+(2?+...)?] 
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et par l'onglet précédemment considéré ; on prendrait v. inférieur a la 
/3—1 


et 2 3, 
= \ 


« 


fois aux deux nombres 
en EW es 


2 


b 


Il ne reste à examiner que le cas où toutes les branches réelles ou 
imaginaires de U =o sont tangentes a la droite A correspondant a 
l’onglet. Alors les frontières y = 9, y = ® appartiennent aux caté- 
gories C, ou C, et sont de part et d'autre de la tangente commune. 
Soient 


o—=ælanga + Arzt? +... (p >0), 
D — xtanga + Battr +... (p'> 0). 


Les différences y — 9, y — ® sont définies, leurs valeurs absolues 
ne surpassent pas |¢—®| et restent par suite inférieures à Hæ'+7 où I 
est un nombre positif convenable et où g désigne le plus petit des 
nombres p et p’. Les différences 





sina —o’cosa et sina —®’ cosa 


sont infiniment petites d'ordres respectivement égaux à pet p'; l’un 
au moins des quotients positifs (celui qui correspond au plus petit des 
nombres p, p’ s'ils sont différents), 


sina—o’cosa sina — d'cosæ 
Be A hy I ete TT 


dE BD 


’ 6 x Ly. , nd ‚rn . . 
reste supérieur à -, u. étant positif et convenablement choisi. 


Par exemple (n° 9, 4°), pour 


|| 
S 
| 
& 
nae 
to | 


eo 6 
|| 
+ 
d 


sla 8 


“2 
|| 


En 


on prendra & inférieur à ——- 
À 3/2 


La proposition est donc établie si le quotient en question correspond 
à une courbe C,. S'il correspondait à une courbe C,, on completerait 


550 É. COTTON. 
le raisonnement en étudiant, comme plus haut, la différence 
; x 4 U. : 5 > 
Al(y—gy+h?|— © mise préalablement sous la forme (22). 
; = 
En définitive, nous avons bien montré que A(U) > 0, dans l'onglet, 
au voisinage de l’origine. 


14. On peut toujours supposer que la région R d'où le mobile doit 
sortir (n° 5) est donnée assez petite pour que la partie de cette région 
intérieure à l'onglet considéré A(U) > 0 et de même pour tous les 
onglets. Dès lors, ou bien le mobile (lancé comme il a été dit au n° 11) 
quitte la région R et la proposition énoncée est vériliée ; ou bien il 
passe dans l’onglet voisin ('). 

Supposons que cet onglet voisin, où pénètre le mobile, soit encore 
un onglet à segments rectilignes ; soit A l’axe auquel ces segments de L 
sont perpendiculaires. Montrons que lors de l'entrée du mobile dans ce 
second onglet la projection de sa vitesse sur A est positive. 

Soient A le point de passage, AT la tangente en ce point à la courbe 
frontière dirigée du côté opposé à l’origine, Aw une demi-droite per- 
pendiculaire menée par A à la droite A du premier onglet, dirigée dans 
un sens tel que cette demi-droite ne rencontre pas A, Aa la perpendi- 
culaire analogue à A’. On peut toujours supposer la région R assez petite, 

dd 
et, par suite, A assez voisin de O, pour que les angles A’Ax, A’AT 
soient aigus (comme ils le sont lorsque A vient en O). La projection 
de la vitesse du mobile sur A étant positive, au moment du passage, 
cette vitesse AV est, par rapport à la droite qui porte Ax du côté de la 
demi-droite AT; comme, d'autre part, le mobile pénètre dans le second 
onglet il faut que AV soit par rapport à la droite qui porte AT du mème 
coté que Aw. En résumé il faut que AV soit dans l'angle x AT. Or, les 
demi-droites, issues de A, situées dans cet angle font avec A’ des 
angles aigus: la vitesse AV se projette donc sur A’ dans le sens positif, 
comme nous l’avions annoncé. 


15. Ce qui précède suffit à établir l'instabilité. de l'équilibre lorsque 
tous les segments de L sont reclilignes. 


(1) Cette dernière hypothèse ne peut d’ailleurs être réalisée si la frontière commune 
aux deux onglets est de l'espèce Ci. 
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Supposons d’abord que U ze soit pas minimum en O. Nous n’utilisons 
alors que la partie L’ de L située dans la région U>o où se trouve 
constamment le mobile. Il est manifeste que tous les segments de L’ 
s’ecartent simultanément de l’origine si R est assez petite ('); si le 
mobile sort de la région R il y a bien instabilité; s'il y reste constam- 
ment la ligne L’ tend vers une position limite A. Si le mobile lui-méme 
—tendait vers une position limite, ce serait, d'après une proposition 
connue de M. Painlevé, une position d'équilibre, nécessairement dis- 
tincte de O; or on peut toujours supposer la région R assez petite pour 
qu’elle n’en contienne pas d’autre que OÖ. Cette hypothèse devant ètre 
ainsi écartée, le mobile ne pouvant d’ailleurs rester infiniment dans un 
même onglet, et les onglets étant en nombre fini, il faut que la trajec- 
toire contienne une infinité de segments intérieurs à un même onglet; 
ces segments se rapprochant de plus en plus, quand croit indéfini- 
ment du segment correspondant de & de A, tout en étant tous d’un 
même côté de &. On peut alors montrer (?) que €, ou une partie de &, 


(1) Cela tient à ce que chaque droite A fait un angle aigu avee les frontières de 
l'onglet. 

(2) La démonstration donnée par M. Hadamard (Mémoire cité, n° 15) est inapplicable iei 
parce que la fonction V dont nous faisons usage ici n’est plus une fonetion continue (elle 
change brusquement de valeur lors du passage du mobile d’un onglet à l’autre). Indi- 
quons rapidement une démonstration ne présentant pas cet inconvénient. 

On établit d’abord que, si aß est un segment convenable de &, #2’, 38’ les normales à 3 
dirigées en sens inverse de A, il y a une infinité d’arcs de la trajectoire compris entre 22’, 
38’, ayant leurs extrémités sur ces droites. Soil ab un de ces ares d’extremités a, 6; il 
existe au moins un point c sur l’are tel que la tangente ci soit parallèle à ab. Sur 
chaque are ab, choisissons un tel point, s'il en existe plusieurs, l'ensemble ainsi formé 
admet au moins un point limite. Soit y un point limite, il est évidemment situé sur >. 
On peut détacher de l’ensemble des points c un autre ensemble de points ¢y, Ca, ..., Cn, «+, 
numérotés dans l’ordre où le mobile les rencontre, et tels que c, tend pour x infini 
vers y. La tangénte c,t, à la courbe a, b„ correspondante, tend, comme la corde a4»b», 
ase confondre, pour » infini avee 2. 

D'autre part, les trajectoires des mouvements correspondant à la valeur zéro de la cons- 
tante des forces vives satisfont à une équation différentielle du second ordre facile à 
former. En s'appuyant sur le fait bien connu que les intégrales d’un système différentiel 
sont fonctions continues des données initiales (voir GounsıT, Cours d'Analyse, 1. MI, n°459), 
on voit que les trajectoires T, déterminées par les éléments initiaux Cy el Cpt, tendent, 
pour # infini, vers une trajectoire limite @ déterminée par l'élément y et ©; mais les tra- 
jeetoires T, tendent vers &, done 8 et 2 sont confondues, et © est bien une trajectoire. 

Au surplus on peut démontrer autrement l'impossibilité d'une position limite A pour L’, 
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devrait être une trajectoire, correspondant à la fonction de forces con- 
sidérée (et à la valeur zéro de la constante des forces vives); mais cela 
est contradictoire avec le fait que la force doit avoir une projection sur 
la perpendiculaire à A de sens bien determine. L’instabilité de l’équi- 
libre est établie. 


16. Examinons le cas où U est minimum en OÖ. Nous avons dt le 
réserver, parce qu'on peut alors imaginer que le mobile revienne dans 
un onglet déterminé en faisant un tour complet autour de O; le seg- 
ment de la ligne L correspondant à ce second passage n'étant point le 
même que lors du premier passage. Les segments correspondant à un 
même onglet étant parallèles entre eux, la ligne L formerait alors une 
sorte de spirale autour de O ('). 

Pour éviter toute difficulté, nous modifierons alors la construction de 
la ligne L de façon à obtenir une ligne admettant un axe de symétrie 
et, par suite, fermée. 

A cet effet, nous adjoindrons aux lignes C,, Cy, C, des lignes C:, C,, 
C, symétriques des précédentes par rapport à l'axe Ox. On peut évi- 
demment supposer cet axe choisi de façon que les lignes Ci, C, aient 
des tangentes à l’origine distinctes des tangentes à C,, C, et obtenir 
que les lignes C, et C, soient distinctes de ces tangentes. 

On construira avec ces lignes C, C’ une ligne L en procédant comme 
plus haut. Cette ligne se formera après un tour autour de O; les seg- 
ments qui la composeront seront tous rectilignes; deux d’entre eux 
étant perpendiculaires à Ox. 


en s'appuyant sur la proposition suivante : Soit un segment «3 perpendiculaire à la droite A 
d’un onglet, situé tout entier dans la région où la force a une projection positive sur A. 
Si le mobile vient à passer assez près du milieu de aß et du côté de aß opposé au sens 
positif de A, il traverse nécessairement le segment aß. 

La démonstration, que le lecteur établira aisément, repose sur les faits suivants : La 
vitesse numérique du mobile reste bornée supérieurement (à cause de l'intégrale des 
forces vives) au voisinage de 28 ; il en est de même de l'intensité de la composante de la furce 
parallèle à «ß et la valeur de la composante parallèle à A reste supérieure à un nombre 
positif fixe. 

(1) Cependant si les frontières des onglets sont toutes rectilignes, la ligne Lest un poly- 
gone inseriplible, aucune difficulté ne se présente. C'est ce qui arriverait, par exemple, 
pour U=(y?+x?)(y?+ 2 x?). 
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Les propriétés des nouveaux onglets sont identiques à celles des 
anciens. Il est à noter, en effet, que les propriétés établies aux n°° 11 à 15. 
reposent exclusivement sur le fait que ces onglets ne contiennent à leur 
intérieur aucune demi-branche C, ou C,; comme il en était ainsi des 
anciens onglets, il en est de même a fortiori des nouveaux, obtenus 
par subdivision des anciens. 

En définitive, l'instabilité de l'équilibre est bien établie dans tous les 
cas où la ligne L ne comprend pas de segments curvilignes. 


17. Abordons maintenant le cas d'un onglet à segments curvilignes. 
Soient, comme au n° 10, 


(23) 2910), = Dir), 


les équations des frontières de l’onglet; nous pouvons supposer æ > o 
et ® > ©. Par hypothèse, o’(0) et ®’(o) sont égaux et différents de 
zéro, soit tang x leur valeur commune. 

Si cette valeur est positive on prendra 


(24) V(zry)=} raf g(a) +®(x) 
si elle est négative on prendra 

; “ dx 
(24 bis) Ven = f ie) nd Ce 


de toute façon V = const. est l'équation générale des courbes F, du 
n° 10. 

En remplaçant x, y par les coordonnées du mobile, V devient une 
fonction du temps 2 et le sens du déplacement du segment de L dépend 


, . dV . 
oO > Q al » = 
(n° 10) du signe de —-- Nous raisonnerons en supposant 


g'(o) = @'(0) >0; 
alors 
| day ay dx 2 : 
123) iat sia Tu ox) +0 (x)? 





Calculons encore 





de DATE ts dt? o'’ + ®' (o'+ D’)? 


DEN age A TS LT 2 2(0”4- D”) (Se) 
2 
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ou, en tenant compte des équations du mouvement et de l'intégrale 
première des forces vives, 


1 dV dlogU 2 ologU Aloe’ @") dr 








GO Dar "Ira or rd Ara 
Or ne, compris entre o et 1; si done nous établissons 
da + dy? 
que les deux expressions 
_ dlogU 2 0 logU 
pe em LIE: 
27 ‘ / 1 
(o" + ®") 
(U) 7 —— =B,(U 
| B(U) (o'+ ®')? 1 ( ) 


sont positives, nous pourrons affirmer que l’expression (26 ) 


ov &" 





=«|B(U)—4 |+G—9 Bq) 


d 
Urge 
2V 
; de 
dans les onglets où le mobile pénètre ('). 

Commençons par établir que B(U) > 0; nous verrons ensuite que le 


" u 


p" + D 
CES 

L'expression B(U) est une somme de termes correspondant aux 
divers facteurs de U : 


l’est également, et par suite ainsi que ak ex o, puisque V reste positif 


terme 4 est négligeable vis-à-vis des autres. 


(28) B(U)=2B[y—-f(x)]+2B] [y-g(z æ) + A? (z)) + B(U,). 


On peut écrire 


LATE PEN Aha ln) 
(29) Bly — (= gr, 


Par hypothèse 0 + ®’ est positif pour «=o; il l’est encore pour 
x > o et petit; d'autre part o’— f" et ®’— f’ gardent pour x > o et 
petit un signe constant, qui est évidemment + si, dans ces conditions, 
o>fet®>f, c'est-à-dire si y = f est au-dessous de l'onglet et qui 


(1) Tout le début de ce numéro a été inspiré par le Mémoire de M. Hadamard (Journal 
de Mathématiques, 1897). Voir, en particulier, les n® 1 à 6 et le n° 25 de ce Mémoire. 
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est — si cette courbe est au-dessus de l'onglet. Dans les deux cas la 
fraction est positive. 
Pour les termes 
r (y — g)(o'+ P'—2g)+2ahh' 
(30) B —g)+h*|] = 2 2 — 
Uy — 8) | KR ECS -) re] 


’ 


on distingue encore deux cas selon que h’(o) est différent de zéro ou 
nul. Si # (0) 0, on voit, en conservant les notations antérieures 
(n° 12) que le numérateur commence par des termes du premier degré 
qui sont, aun facteur positif pres, 


(y — ax) (sina — a cosæ) + b?xcosa, 


où «= arctang [2’(o)|; et le raisonnement s'achève comme au n° 12. 

Si h’(o) = b — 0, on voit, en raisonnant comme pour y =f, que 
(y — g)(o' + ® — 29’) est positif dans l’onglet et, comme il en estde 
même de AA’, la fraction (30) est encore positive. 


18. Le terme B(U,) correspondant à celui des facteurs de U qui ne 
s'annule pas en O est négligeable vis-à-vis des précédents. Il reste, en 
effet, fini, alors que les autres termes deviennent infinis en O, l’un au 
moins d’entre eux restant, dans l’onglet, supérieur à Ê, où vw est un 


nombre positif convenablement choisi. 

Il convient d'apporter quelques petites modifications au raisonne- 
ment du n° 13 quand il existe soit une demi-branche réelle non tan- 
gente en O aux frontières de l’onglet, soit des demi-branches imagi- 
naires à tangentes en O’ imaginaires ou à tangentes réelles distinctes 
de la tangente aux frontières de l’onglet; mais ces modifications sont 
faciles à trouver et nous nous contenterons de donner un exemple de 
détermination du nombre u. 

Soit 


ey re ae. Cy mu.) Late :](1 ee...) 


la courbe de niveau passant à l’origine y admet un point de rebrousse- 
a ne . 201] , mm ® 
ment de seconde espèce; dans l’onglet 9 <y<P, x >o: 


= p(æ)=z+a—ax +... 


Y=D(r)=xz+r+xi+..., 
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dont les frontières sont les demi-branches formant le rebroussement, 
considérons le terme 


eas 2 2 _, ver Nee 
B[(y+x+...)}+oa Feld Ta el 


Dans l’onglet considéré le numerateur a pour partie principale 
; : x - > 
12 v le dénominateur 122° et le terme en question est comparable à =; 


on prendra pour & un nombre positif inférieur à 2. 
Supposons enfin que toutes les branches de la ligne de niveau soient 
tangentes aux frontières de l'onglet. 
Tout d’abord, si l’une de ces frontières, y = par exemple, est une 
demi-branche réelle y = f, l'expression (29) devient 
D'— 9 1 


BOT By ies ou 





colang & 


La seconde fraction tend vers la limite positive quand x tend 


4 


vers zero; quant à la premiere, comme dans l’onglet 


Oy 20-0 


ona 
D o! = Dp’ — o! 
a EN), 
: : À ' D'— ©’ Hr. ; 
et il est bien évident que le produit x Poa tend vers une limite posi- 


tive quand x tend vers zéro; l’existence du nombre u est alors évi- 
dente. 
Par exemple, pour l’onglet 
© 


Of =f u (oO), 
f=—a2—a2V2r+..., 
3 


fa=— 2 a+... 
considéré au n° 9 (4°), on a, en tenant compte de 9 (0o)<o, 


Vie +... 
Bly -—f)= ; 


ya. 2 Fes 
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le dénominateur de la première fraction est inférieur à 


Va Hr, 
. CP ee 
et l’on prendra pour v. un nombre inférieur à a 


St les deux frontières sont du type C,, on a, en prenant par exemple 


g(e)=4(2), tie is 
fT els ES Dsl ak zn 2 rou set LA 
ake er: lern 4 


By 9+ IT = (y¥—oF+ke | 








et l’on peut manifestement choisir le nombre positif u. de façon que 
cette expression soit positive dans l'onglet au voisinage de l’origine. 
En définitive l’ensemble des termes B(y — f), B[(y — g)?+ A? Jest 


r . \ I. , , / . > . 
superieurä& (ù > o). Ilen résulte d’abord que B(U, ) qui reste fini est 
| cv \ ! | 


négligeable dans la détermination du signe de B(U) et ensuite que 
ie igligeable dans la recherche du signe d 
Tr dy est négligeable dans la recherche du signe de B,(U). 


N ) o" td 1 BE of 
Montrons, en effet, que si 4 ig dy devient infinie, son ordre d’in- 
finitude est inférieura un. A 
On peut écrire 
+0’ =a+ar%+..., 


a est différent de zéro, les frontières de l'onglet n'étant pas tangentes 
a Ox; et a, > 0; comme 


+ ® = a,a,2%-'+..., 


; o” V4 : ; : : ‘ SL : 
la fraction oie ais devient infinie si x, < 1, mais son ordre d’infini- 
\1 


+®') 
tude 1 - a, est bien inférieur a un. 


eae ae AY : ENT 
19. Il est donc bien établi que ~~ > o dans l'onglet considéré. Des 
dV À : ; A ge 
lors 7, croit, et si, au début cette dérivée est positive, elle le restera, 
V ira en croissant, et, par suite (n° 10), le segment F, de la ligne L, 
situé dans l’onglet, s’eloigne de l’origine. 
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Soit A, la tangente menée à la courbe T (n° 10) par le point M’ de 
cette courbe ayant même abscisse que le mobile M; choisissons sur 
cette tangente le sens correspondant à M’s’éloignant de l’origine; soit « 
l’angle que fait avec Ox la tangente A, ainsi dirigée, on a 

o + @' 


tanea — —) 
2 2 


T 


A 
cette expression est positive, la vitesse du mobile M fait un angle aigu 
avec A,. Cette remarque entraine l’extension au cas des onglets à seg- 
ments curvilignes des propriétés établies au n° 14 au sujet du passage 
du mobile d’un onglet à un autre. 

La ligne L s'éloigne donc constamment de O. On écarte encore les 





et cosa > 0; par suite l'expression (25) de nous montre que, si 


hypothèses du mobile tendant asymptotiquement vers une position 
d'équilibre ou d’une trajectoire asymptote à une position limite de L, et 
l’on démontre ainsi que le mobile doit sortir de la région R, dans le 
cas où U n’est pas minimum en O. Dans le cas où U est minimum en 0, 
on modifiera la construction des onglets de manière à obtenir une 
ligne L admettant un axe de symétrie, et, par suite, fermée. 

© Des lors, l'instabilité de l'équilibre est démontrée. 


20. Nous avons supposé le système matériel réduit à un point mo- 
bile dans un plan de la fonction des forces U (a, y) holomorphe dans 
le domaine de la position d'équilibre. Nous examinerons très rapide- 
ment comment on pourrait élargir ces hypothèses. 

Admettons d’abord qu'il s'agisse toujours d’un mouvement plan, et 
cherchons à substituer une hypothèse moins restrictive à l’hypo- 
thèse que U(a, y) est une fonction holomorphe. Celle-ci nous avait 
permis de décomposer U(x,y) en facteurs des types y — f(x), 
ly - g(x)P + (x), U, (x, y) avec U,(0, 0) #0, et de développer 
les fonctions f(x), g(x), h(a) en series (11) et (12). Or les premiers 
termes de ces développements nous ont seuls été utiles. 

D'autre part, le calcul de ces premiers termes, par la méthode de 
Puiseux, ne fait intervenir que l’ensemble U,(a, y) des termes du 
développement de U(x, y) dont l’ordre, par rapport aux variables a, y, 
ne surpasse pas un nombre N. Si une seconde fonction des forces 
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V(æ,y) holomorphe a en commun avec U ces termes Uy, il est 
certain qu’elle donnerait lieu, comme U, à un équilibre instable. 

Imaginons maintenant une fonction W (x, y) non plus nécessaire- 
ment holomorphe, mais admettant des dérivées jusqu’à l’ordre N +1, 
ces dérivées étant continues au voisinage de l’origine. Supposons que 
le développement fini de Taylor correspondant à ce point donne, lors- 
qu'on y fait abstraction du terme complémentaire, le même ensemble 
U, (x, y) de termes que la fonction U précédemment considérée. 

La question se pose de rechercher si, comme il paraît bien probable, 
l'équilibre est instable pour la loi de force définie par la fonction de 
forces W (x, y); nous ne l’aborderons pas ici ('). 

En ce qui concerne les autres hypothèses rappelées au début de ce 
numéro, observons d’abord qu’on sait faire correspondre, au mou- 
vement d’un système à liaisons holonomes à deux degrés de liberté, le 
mouvement d’un point sur une surface, le système et le point donnant 
lieu aux mêmes équations de Lagrange. Il parait d’ailleurs possible 
d'étendre la démonstration précédente au cas d’un point mobile sur 
une surface analytique, la fonction des forces étant holomorphe. 

Mais cela n’est mème pas nécessaire; on peut montrer, en elfet, 
ainsi que nous allons l'indiquer rapidement, que l'instabilité dans ce 
cas (point mobile sur une surface analytique, fonction des forces holo- 
morphe non maximum pour une position d'équilibre isolee) est une con- 
sequence de l'instabilité démontrée dans le cas du mouvement plan. 

Soient, en effet, ds? l'élément linéaire de la surface, U la fonction des 
forces ; les trajectoires correspondant à la valeur zéro de la constante 
des forces vives sont données par les équations différentielles (?) 


0 


d da 


‘ 





VOA Ud = 0 (Here) 


9,9, désignent les paramètres caractérisant la position du point sur la 
surface. Le temps z est donné par l'intégrale des forces vives 


Hey 


(1) Voir Comptes reudus, t. CLVI, p. 1051. 
(2) Voir DarBoux, Lecons sur la théorie des surfaces, t. II, p. 499. 





s? 
2U 
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Considérons une seconde surface rapportée aux mêmes paramètres, 
la correspondance ainsi établie entre les points des deux surfaces con- 
servant les angles, soit 

dS? — 2 ds? 
son élément linéaire; si nous prenons comme fonction de forces 


Vv U 


| 


a 
19 


À 


de telle façon qu’on ait 
Vas2=Uds: 


les trajectoires pour les mouvements correspondant sur la premiere 
surface à la fonction des forces U et sur la seconde à la fonction V, la 
constante des forces vives étant nulle dans les deux cas, ainsi que nous le 
supposons dans tout ce qui suit, se transforment les unes dans les 
autres par la correspondance précédente. On a, d’ailleurs, pour déter- 
miner l’instant ¢ où le second mobile atteint un point déterminé de sa 
trajectoire, 


ds? 
= — 
i= SV ; 
et, par suite, 
(a) di = hadi. 


Les deux mobiles étant placés, pour ¢ = t’ = o, dans des conditions ini- 
tiales correspondantes atteindront à des instants ¢ et 7 différents les 
points correspondants de leurs trajectoires, mais il est essentiel d’ob- 
server que A? reste compris, dans le voisinage d’un point, entre deux 
bornes positives m et M. 

Il est clair qu’à une position d'équilibre du premier point pour 
laquelle U s’annule correspond pour le second une position d'équilibre 
pour laquelle V s’annule; les signes de U et V étant les mêmes aux 
points correspondants, si U n’est pas maximum, pour une telle posi- 
tion, V ne le sera pas pour la position correspondante. A une petite. 
région r entourant la position d’equilibre sur la première surface cor- 
respond une petite région R entourant la position correspondante sur 
la seconde surface, et inversement. 

D'ailleurs, si le second mobile placé au début à l’intérieur de R quitte 
cette région au bout d’un temps fini 4’, le premier mobile, placé dans 


— — —- 
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des conditions initiales correspondantes, partira de l’intérieur de la 
région r et quittera cette région au bout d’un temps 9 compris entre 
ar done fini. C’est dire que si l’equilibre est instable pour le 
second mobile, il le sera aussi pour le premier. 

Comme on sait effectuer la representation conforme d’une surface 
sur un plan, on voit bien que l’instabilite de l'équilibre démontrée plus 
haut pour le plan est par cela méme établie pour un systeme holonome 
quelconque à deux paramètres. Il faut toutefois, pour que la conclu- 
sion soit rigoureuse, que les transformations précédentes conduisent 
dans le plan à une fonction des forces qui soit fonction analytique des 
coordonnées du mobile. C’est ce qui arrivera certainement si les coef- 
ficients de la force vive et la fonction des forces pour le système donné 
sont fonctions holomorphes des paramètres au voisinage de la position 
d'équilibre, et si le discriminant de la force vive est positif. 
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Préface de la Première édition. 


E Ouvrage dont je publie aujourd’hui la première Partie est le résumé 
s Leçons que j'ai faites à la Sorbonne pendant les hivers de 1882 à 1885. 


l'a avais commencé l'exposition de la Théorie des surfaces dans le but unique 


‘trouver des applications nouvelles de la théorie, si vaste et si peu 
onm ue, des équations aux dérivées partielles. Je comptais consacrer une 
nnée à peine à cet enseignement; mais l'intérêt du sujet, et aussi les 
le !emandes de mes auditeurs, m'ont entrainé bien au delà des limites que 
‘4 vais primitivement fixées. 

Ce premier Volume comprend trois parties distinctes Le premier Livre 
te des Applications à la Géométrie de la théorie des mouvements rela- 
‘; j'aurai à revenir sur les propositions qui y sont exposées, dans la 
| rtie où seront étudiées plus tard, avec tous les détails nécessaires, les 


ios formules de M. Codazzi. Le second Livre contient l'étude des diffé- 


ts systèmes de coordonnées curvilignes. Jy considère successivement 


isothermes. 


‚les trois derniers Chapitr es, qui ont élé rédigés au moment de Timpres- ie 
sion, elle a été enseignée a deux reprises différentes, en. 1882 et 1885 a 


à leur place dans la suite, quand j* aurai donné les proposité 


accueilli cet Ouvrage, à appor lé tous ses soins À l'impression : qu’il reçoive © 
qui ont désiré voir ces Leçons ‘publiées; et, plus particulièrement, à un. 


_ de nos jeunes géomètres, M. G. Koenigs, Maitre de Conférences à TÉcole 
Normale, qui a bien voulu m “aider dans la revision des épreuses, 


au conoide de Plücker, aux surfaces de translation, We 
_ la premièré édition m’imposait le devoir d’apporte 


beaucoup aidé par deux collaborateurs : M. Ernest Lebon ei 


_ conjugués: Lignes asymptotiques, Des systèmes orthog Baur; et 


minima algébriques inscrites. dans une dévelo pable. alg 


systèmes à lignes conjugnées, ‘dont l'étude a été trop négligée, les ane 
‚nes asymptotiques, les lignes de courbure, les systemes orthogonaux 





Ill? PARTEE : Lions géodésiques. Be courbure et raméir is 
‚differentiels, “Déformation des surfaces; Gh Ne : Sene 46. fr. rt 
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CTAQUCS $890) Ba aan a ER EE ‘ 5 on 
DARBOUX (G.), Seerétaire (perpétuel de TAcadé ie des Sciences, Profes- 4 
seur de Géométrie supérieure à l'Université de. Paris. — _L 
les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvilignes, 
poem DSB: In-8 (25; Il = Vil- ee LT 




















‘Le. v OS: sé termine par la Theorie oF surfaces minima, où j'ai PA 
profit les travaux si remarquables publiés par. ‘éminents géomètres dans. 
‘ces dernières années. Elle forme à peu près la moitié de ce Volume; sau 


Une ou deux questions importantes. v ont été omises; elles seront mieux — 
ons générales 


Shs 


auxquelles on peut les: rattacher. ER 


h Dr 5 
: Suivant son habitude “constante, M. Ganthier-Villars, après voir 
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ici mes plus vifs remerciments; je dois aussi les adresser à mes auditeurs à 
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Zi, Prétace de la Deuxième édition. 


Le premier Volume de mes Leçons sur la théorie ‚generale des surfa ace rts 
et sur les applications géométriques du Calcul infinitésimal était, depuis — 
quelque temps, épuisé. Mon excellent éditeur; M: Gauthier-Villars, a 
bien voulu me demander d’en publier une nouvelle édition. C'est cette | 
nouvelle édition, augmentée de divers Chapitres relatifs au & p soumet 








aujourd'hui au public géomètre. L'accueil si bienvei 
seconde. Dans cette tâche, que je me suis efforcé ou 


raire et M. Claude Guichard, mon collègue de la Sorbonne. 


dont on conna 
les beaux travaux sur la ‘Géométrie ‚infinitösimale. 


SION Gap es Livre I. An N ala Géomét | 
vements relatifs. Du dep acement à un. paramètre; 


dans la théorie précédente. eens Teomevine maire 






















loppée dans le Chapitre précédent. Applications de la théor a 
déplacements à deux variables indépendantes. Integı ioe le € des sys 
têmes linéaires rencontrés dans la théorie précédente. Application dela théori 


précédente aux déplacements qui dépendent de deux var iables indépendantes 

Premières notions sur les coordonnées curvilignes. {Surfaces dé lefinies par. 
propriétes cinématiques. Sur une classe particulière de, surfaces de translatio 
Livre Il. Des différents systèmes de coordonnées os | Systèn 
_isot j 





‘Représentation conforme des surfaces les unes sur les a utre: ê 

gonal formé par les lignes de courbure. Les oondonm ‚pi asp ér 
Les lignes de courbure en coordonnées tangentielles. 4 Lea ve 
Livre III. Les surfaces minima. Résumé istorique: ios ery min 
en coordonnées ponctuelles. Les surfaces minima en. coord es ta 
tielles. Représentations conformes des surfaces minima. La surface a dl 
M. O. Bonnet. Les formules de Monge et leur interprétation géomé a 
Les surfaces minima algebriques. Les formules ‘de 





| brique. Le € pro obleı 
dre Plateau. Détermination de la ‚surface minina ‘passant ver co nto 
donné « composé de lignes droites, ou. de plans que la surface doit. Ci | 
. malement. Représentation conforme des aires planes 1c problé me 
Apple Les fes de un ‘strass. Applicatio 
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He Partin. Livre IV. Les con gruences et les équat uns . 
s partielles. Notions générales sur les congruences. La m 
uation d’Euler et de Poisson. La méthode de Riemann. | 
Lagrange et les équations linéaires d'ordre impair équivalentes à leur 
‚djointe. Compléments et solutions nouvelles des problèmes résolus au Cha- 
itre IL. Les équations à ‘invariants égaux. La résolution des équatione 
 héaires les unes par les autres. Les équations harmoniques. Applicatior 

























éthoue de Laplace, 





“falytiques des propositi ons développées dans les deux Chapitres précédents 
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plications éométriques, Les surfaces à lignes de courbure isothermes. Tra- 
‘(toires orthogonales d’une famille de surfaces. Droites normales a une 
Irface. La surface de M: Liouville et les surfaces dont les plans principaux 


Par rapport à une surface du second degré. Les congruences 


ivre V. Des lignes tracées sur les surfaces. Formules générales. Les for- 
les de M. Codazzi. Courbure normale et torsion géodésique. Les lignes 
désiques. Les familles de courbes parailèles. Analogies entre la dynamique 
| mouvements dans le plan et la théorie des lignes géodésiques. Application 

méthodes précédentes à l'étude des mouvements dans | espace. Le pro- 
me général de la Dynamique: #4 2 Cr NY en MEET A 

Il Partis. Livre VI. Lignes géodésiques et courbure géodésique. Déter- 
nation des géodésiques par la méthode de Jacobi. Intégrales homogènes du 


ne sur l’autre. Intégrales homogènes de degré supérieur et intégrales d’une 
ne ‘éterminée. Le plus court chemin entre deux points d'une surface, La 
rbuce géodésique et le théorème de Gauss. Les cercles géodésiques. Les 
| angles géodésiques et le théorème de Gauss, PR SAN, SRE aie RER NN AE 

Vil. La déformation des surfaces. Les paramètres différentiels. 
n d’un problème fondamental: Reconnaître si deux surfaces sont appli- 
lune sur l'autre. Les formules de Gauss. Equation aux dérivées par- 






















| surfaces gauches. Les héorèmes de M. Weingarten. La surface des 
de courbure. Propriétés générales. Propriétés diverses des surfaces W. 
on des théorèmes de M. Weingarten aux surfaces pour lesquelles la 
totale « ourbure moyenne est constante. Les surfaces à cour- 

[ s transformations des surfaces À courbure constante. 
ques se rattachant aux transformations précédentes. 
ogies entre les surfaces à courbure constante et les 





éformation infiniment petite et représentation 
finiment petite. Premiere solution. Déformation infi- 
e solution: les formules de M, Lelieuvre. Les douze 
géométriques se rattachant aux précédentes solu- 
verses. Inversion composée. Applications diverses. 
s l’une sur l’autre. Les systèmes cycliques et les sur- 
eprésentation sphérique : Solution complète du pousse 
| courbure planes. Surfaces isothermiques à lignes de. 
c à doce de courbure sphériques. Généralisations — 
de surfaces applicables. Dernières recherches 
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| eur à la Faculté des Sciences. — Cours d'Analyse. 
de la Faculté des Sciences de Paris; »* édition entièrement refondue. - 


| Tomel: Dérivées et différentielles. Intégrales définies. Développements x 
| en série. Applications géométriques. Volume de -vrrt-645 pages, 


Tone IT: Theorie des fonctions analytiques. Équations différentielles. 
| F Volume de 1v-648 pages avec 39 figures; 1p11............ 90 fr. 


MEAL sr sae dert | 


Jéquation adjointe — 


mier et du second degré. De la représentation géodésique de deux surfaces | 


es ‚les surfaces applicables sur une surface donnée. Etude de l'équation 
dérivées partielles dont dépend le problème de la déformation. Déforma- ~ 


_ physiciens, futurs ingénieurs 


de NL OR ety enseignées avec plus d’élévation et 
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étroits de concours artificiels en vue d 
. Bertrand, on prépare au lieu d’instruire. 
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Tome Ul : Calcul des variations. Equations intégrales. Un premier 
fascicule (322 pages) a paru: Prix du volume complet pour les — 
Souscripteurs..,....,.1,2 AFF ARE LIL A, LER ARTE CREER 20 fr. 


GREENHILL (Alfred-George), Professeur de mathématiques au Collège de 
Woolwich.— Les fonctions elliptiques et leurs applications. Ouvrage 
traduit de l'anglais par J. Grigss, avec une préface de P. APPELL, Membre 
de l’Institut.In-8 (25-16) de XVIII-974 ps avec 26 fig. ; 1895. :... 18 fr, 
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MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES 


oe par L. ZORETTI, 


Professeur a la Faculté des Sciences de Caen. 


Avec wie Préface de 
P. APPELL, 


Doyen de la Faculté des Sciences de Paris, 





In-8 (23-14) DE XVI-753 PAGES avec 205 FIGURES; 1914. Cartonné, 20 Fr, 
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Préface de M. Appell. : 


C’est un fait bien connu que le baccalauréat, envisagé au point de vue 
scientifique, malgré sa prétention surannée d’être le premier grade de 
l'Enseignement supérieur, n'est même pas un certificat de capacité à 
recevoir cel enseignement. 

Pour combler cette lacune, les Facultés des Sciences ont dû créer un 
enseignement préparatoire à l'étude des Sciences mathématiques et des 
Sciences physiques, enseignement sanctionné par un certificat d’études 


. Supérieures de Mathématiques générales ou préparatoires! 


Déjà l'enseignement nouveau, Organisé dans toutes les Facultés des 
Sciences, a attiré un grand nombre d'étudiants qui ont dû reconnaitre 
qu'une basé mathématique solide est indispensable. à toute étude scian- 
üfique sérieuse, théorique ou ratique. Futurs mathématiciens. futurs 

Rebtteiens mécaniciens, ou chimistes. 
conducteurs des Ponts et Chaussées et contrôleurs dés Mines, jeunes 
filles se destinant à l'Enseignement public, se forment aux cours de 
Mathématiques générales. Les matières de ce nouvel enseignement 
sont imposées par la nature des choses. Ce sont les matières des cours 
de 
cations et d'exercices numériques, sans les soucis 
esquels, comme le disait. Joseph 


souplesse, plus d’app 


Plusieurs cours de Mathématiques générales ont déjà été publiés. Je 
demande la permission de présenter au public celui de M. Zoretti. L'auteur 


pi était particulièrement qualifié pour l'écrire : il est, en éffet, un ancien 
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Les 10 volumes formant les années 1894 à 1903, ensemble........ Re cela or SDR 20 fr. 
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Chaque année, A partir de 1904, se vend séparément .......-:.ss-sstsptr"tt 


Table des matières et des noms d'auteurs contenus dans les deux premières Séries. In-4; 1887: 5 0 0). Po oe POI 


et 
200 fr. 

25 fr. 
aft. 


Table des matières et des noms d'auteurs des Tomes I à X de la 3° Série (1884-1893). In-4; 1894 ........... u. en wa fr 4 
Table des matières et des noms d'auteurs des Tomes XI à XX de la 3° Série (1894-1903). In-43 1904 . . 204240 at Ars, 
e de-paraitre tous les mois, par numéros de 6 feuilles in-4. QUE tte 


La 3° Série, commencée en 1884, continu 
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professeur de Lycée et il connaît toutes les finesses de cette gymnastique 
intellectuelle qui prépare de brillants sujets pour les grands concours; il 
est aussi un savant, auteur de recherches personnelles sur la théorie des 
fonctions, qui professe la Mécanique rationnelle dans une de nos Universités 
et qui a conscience des besoins de l'Enseignement supérieur théorique et 
technique. 

Voici comment il a conçu l'enseignement des Mathématiques générales 
Aans les Facultés. Cet enseignement s'adresse à un public divers par ses 
origines, par sa mentalité, par ses besoins et par ses destinées. Le Livre 
doit done ne sacrifier aucune de ces catégories et cette condition est 
difficile à réaliser, car les connaissances utiles aux uns et aux autres 
lifèrent par l'étendue et parla nature. M. Zoretti a résolu la question en 
traitent le programme maximum, mais en le traitant de manière que les 
divers Chapitres soient aussi indépendants les uns des autres que possible. 


pte Wea 


dans la Science et dans !’Industrie. N à 
Paul APPELL. | 


On trouve, dans cette préoccupation de M. Zoretti, l'explication de la 
longueur de son Livre : le professeur ne devra pas l’enseigner entièrement; 
il se bornera à enseigner les théories générales et à faire faire de nom- 
breux exercices, de façon que l'étudiant n’ait pas de difficulté à compléter 
son information tout seul, soit immédiatement, soit plus tard, avant ou 
après son entrée dans la vie active. C’est le souci de cette initiation à 
l'étude personnelle qui, à mon avis, rend tout à fait indispensable un Livre 
qui soit autre chose qu'un cours, el qui tienne un peu de l’aide-mémoire. 
C'est aussi, en vue de celte initiation, que M. Zoretti s'est appliqué à 
remplir une condilion plus importante que celle de la belle ordonnance 
didactique : celle de la commodité. | 

Le Livre de M. Zoretti se différencie d'abord des Traités qui ont été 
spécialement écrits pour telle ov telle catégorie d'étudiants en ce qu'il 


résoudre, soit pate qu'ils avaient oublié l'enseignement de leur jeu 
soit parce que I’ 


dehors de quelques rares écoles, des classes spéciales et des 
l'enseignement des Mathématiques supérieures pratiques n'exis 


comme celui-ci. 


succès des cours de Mathématiques générales... ; 


FR 






s'adresse A toutes. L'auteur à sacrifié toutes les difficultés d’ordre théorique, songer à reprendre les questions qu’on appelle élémentaires. I 

se contentant d'appels à l'intuition où à des images concrèles. Il a éga- dant, pour l’anité de l'exposé, repris ceux des énoncés de lat ( 

lement sacrifié les théories générales sans emploi en Mécanique et en vecteurs et des dérivées qu'on enseigne déjà dans les qe bres FE 
Quant au choix des matières, je l'ai arrêté d'après le double 


Physique, comme par exemple toute la théorie des coniques et des qua- 
driques, et, comme conséquence, cèlle de Phomographie et de linvolution., 
I}. ne parle de ces courbes ou de ces surfaces qu au point de vue de leurs 
applications, en insislant spécialement sur leur dessin. A propos des 
théories de M. d'Ocagne sur les abaques, il se borne a montrer par de 
nombreux exemples le parti que l'élève pourra tirer des méthodes 
graphiques, sans qu'il soit nécessaire d'introduire toute la terminologie et 
tous les procédés bien spéciaux de la nomographie, qui masquent, pour 
l'étudiant, la généralité de la méthode. 

Les divergences avec les autres Traités sont plus grandes encore dans 
is choix des exercices. L'auteur a multiplié les exercices d'application 
purement numérique, proposés, au cours des Chapitres, immédiatement 
après les théories qu'ils illustrent. Il a indiqué de nombreux exercices qui 
sont de véritables travaux pratiques : dessins ou €pures, carlonnages, 
mesures effectuées au moyen d'instruments. Son expérience personnelle à 
Caen lui a montré que les élèves apportent un vif intérêt à ce genre de 
travaux, L'auteur a su éviter l'erreur qui consiste à introduire, a propos tats, même si la chose est 
d'exercices, des notions nouvelles qui rebutent le lecteur, et que l'élève, signes. à | BREIT N. 
suivant une habitude d’esprit constante, croira devoir apprendre, au En dehors de quelques applications empruntées à la vi 

n'ai pas traité d'application, proprement dite, cela à cau 


suivant : accepter lout ce qui est utilisable, ne serait-ce qu 


ajouter tout ce qui est nécessaire, ou simplement. commode 
e 


Ma méthode est, ce me semble, la seule possible : admettre franc 
iout ce qui présente des difficultés sérieuses ou simplemant. de rag 
dém 
Er 
ju 


calculs, donner, quand c'est possible sans longueurs, soit la 


© 
cn 





“tion, soit au moins ses grandes lignes. Insister par contre ju 
minutie sur les définitions ainsi que sur les conditions d’emploi d 
délicate, par exemple, sur les i 
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détriment des grandes théories qu'il oubliera. u 
En résumé, l'Ouvrage de M. Zoretti constitue une conception élevée et grande diversité des éléves et du trop grand nombre des applica 
nouvelle de l'enseignement des Mathématiques générales. Tout en conser- sibles. J'ai cependant choisi quelquefois des exemples numér 

vant une entière rigueur, sans laquelle aucune éducation mathématique exercices parmi ceux que la pratique fonrni, 4. ıN] 
u'existe, l’auteur a su répondre à tous les. besoins essentiels des Sciences C'est justement à cause de cela que je ne me suis pas occupé de À 


de 
x 
AS 

N, |) 
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expérimentales; par le choix des applications et des exercices numériques 
il fait comprendre les théories générales, i] développe l’esprit de curiosite 
le goût du travail et de la lecture personnels; il tend, en un mot, à forme 
des hommes de réflexion et d’action, capables de servir utilement la Franc 


Extrait de l'Avertissement de Auteur. ys 4 


Ce Livre est écrit pour les étudiants en Mathématiques, générales di 
Faculté des Sciences, et il reproduit d’ailleurs, à peu de choses près, 
cours que j'ai professé pendant trois ans à la Faculté de Grenoble ; ma 
il s'adresse dans ma pensée à des lecteurs beaucoup ‚plus nombreux; 
s'adresse à tous ceux qui, au cours de leur carrière, se sont trouvés : 
présence de quelque difficulté d'ordre mathématique et qui n’ont pu 





orientation de leur vie ne leur avait pas permis de 
voir une instruction mathématique suffisante. Et si l'on réfféchit qu’ 


comprendra combien sont nombreux ceux qui ont besoin d'un Liv 
Cette nécessité grandissante des mathématiques explique d'ailleurs 


Une première difficulté à résuudre est le choix du. point de départ : | 
supposé acquises les connaissances du baccalauréat, car ve pour 


xposé des théories reconnues indispensables. rejeter systématique: 
tout le reste. C’est qu’en effet, si j’ai conservé 4 ’Ouvrage le nom 
familier de Mathématiques générales, celui de Mathématiques auxilia 
me paraît plus conforme au but poursuivi. Le souei des applications | 
seul nous guider. J'ai regretté de ne pouvoir faire place à certaines qu 
tions qui, sans être indispensables, sont bonnes à connaître, comme 
calcul des variations ou le calcul des résidus. Mais l'Ouvrage est déjà I 

_ gros, et j'aurais eu peur, en l'allongeant encore, de manquer le but. 
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| (ue, qui est une application. J'estime qu'il est impossible d 
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nme faisant partie de mon programme toutes les | 


faisant on programmo tov uéstions purement 
‘thématiques qui Sont nécessaires en Mécanique ; th 


orie des vecteurs, 


‚ıömatique, géométrie des masses, calcul des forces vives et des quan- 
ES ORS Bee NERO EEE ths DE ae { 


$s de mouvement, __ 
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REFERAT TEE LE ae 
‚Tai attaché une importance considérable au choix des exercices : des. 


omples numériques sont complètement traités, d'autres simplement indi- 
és dans le texte, pour que le lecteur soit naturellement amené à 
prendre la théorie sur l'exemple. A la fin des Chapitres, enfin, j'ai mis 
assez grand nombre de véritables travaux pratiques : dessins ou épures, 


rlonnages, mesures effectuées au moyen d'instruments. Si le lecteur n’a 
SAW AVR BUNT! ; Ë i 7 
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8 sérieusement dans une Faculté les moyens de les faire sous la direc- 
Ge paige al des eon eils que je lui donne lui permettront de se tirer 
_iffaire seul. Pa a Nu OP EEE ji en 


Enfin je n'ai rien négligé pour que ce Livre, après avoir été un Livre 
siudes, reste pour l'étudiant un aide-mémoire commode, A cet effet, les 
nvois ont été multipliés dans le texte; un index alphabétique a 616 placé 
la fin; un Tableau des principales formules évitera même souvent au 
Gace riper auclivre Meme. "sO bre in ner 


| ñ i Oi REP ENST 
I 6 SIRET 4 EAN ER 3 





































Er 
AR ES 


‘Extrait de la Table des Matiéres = 


| 4 et géométrie analytique. — Cuar. I. Les gran- 
urs es. Segments ou vecteurs. Addition des vecteurs. Formules de 
iasle 5 era ater Ss penjections. — Cuar., II. Les coordon- 
es... oordonnées d’un point. Coordonnées d’une direction. 


iter on roite 





. Détermination d’une figure quelconque. Déter- 


et du plan. Etude de la droite en géométrie 
tude du plan et de la droite. — Cuap. IV, La theorie 
C rants. Addition. Moments d’un vecteur. Systèmes 
Cuar. V. Le cercle et la sphère. Le cercle. La 
coniques. Equations cartésiennes des coniques. 
quations en coordonnées polaires. Quelques pro- 
oniques. Equation générale du second degré. Tracé 
Vil. Les quadriques. Ellipsoides. Hyperboloïdes. 
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les fonctions. Dérivées et applications. 
lgébrique. Les nombres complexes 
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ts. Infiniment grands. Les infiniment petits 
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e traiter ER 
èvement les principes et les théorèmes généraux. Si le lecteur ne veut ~ 
|3 se contenter des notions qui sont du programme du baccalauréat, il. 
quil aborde les traités spéciaux. Mais, par contre, j'ai considéré 


une surface. Changement des coordonnées, — — 


Courbes et surfaces usuelles. Quelques autres 


nombres complexes, Addition et sous- — 
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léments. Applications, — — 
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Preface. - ; oe ANT ae 
ER > BOREL (Emile), Maître de Conférences à l'École Normale s périeure. - 
Je voudrais donner dans ce Volume un exposé rapide des idées fonda- Collection de monographies sur la Théorie des fonctions, publiée so 
mentales, des méthodes et des principaux résultats d’une théorie qu’on la direction de Emtte BoreL. Volumes in-8 (25-16) se ‘vendant sépe 
doit presque exclusivement à des géomètres contemporains. Personnel- | réoents ANT ge 
lement, je n'ai contribué que bien peu à cette théorie, et si j'ai entrepris ‘ a ME sake 
ce travail, c'est que j'y fus encouragé par mes recherches concernant Leçons sur la théorie des fonctions (Eléments de la théorie des en 
quelques sujets voisins, parmi lesquels les systèmes orthogonaux de fonc- applications), par Emire BoREL; 1898... ...... 2... NS 
tions, les équations intégrales et les opérations fonctionnelles. Continuées Leçons sur les fonctions entières, par Éupe BoREL: 1900 7 I 
par plusieurs auteurs, ces recherches se sont montrées plus ou moins : lor TU andre FER 
iécondes pour les applications de la théorie actuelle et, d’autre part. elles Lecons sur les séries divergentes, par EMILE RARE HO 2 | Rare 
m'ont permis de présenter -quelques parties de cette théorie sous des Leçons sur les séries à termes positifs, professées au Collège de France 
aspects nouveaux. C'est ainsi, par exemple, que je pouvais rattacher Exit Bonez, recueillies et rédigées par Robertd'Adhémar: 1909. À fr. 504 
PR Heine en. Sa une infinité de variables à Leçwns sur les fonctions méromorphes, professées au Collège on nce pa 
Notre ue n'appartient pas à la Théorie des fonctions proprement dite Émiue Boner, pees et rédigées par Future Zorettt, ya a ef à 
Il devra plutôt être considéré comme marquant une première étape dans Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitive 
la Théorie des fonctions d'une infinité de variables, encore naissante, sées au Collège de France par Henri LEBESGUE} 1904... , 


mais qui fournira peut-être bientôt les méthodes les plus puissantes de 
toute l'Analyse. En tout cas, je pense que le sujet et la disposition du pré- 
sent Volume sont en bon accord avec le plan général de cette Collection. 
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la publication est, comme son titre 
partie si fondamentale des Mathématiques 
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cations près, c'est le cours professé par l’auteur 
yeée de Douai. Il contient donc le développement des 
gurent actuellement aux programmes d'admission 
ue et de l'Ecole Normale supérieure. Mais on y 


ze 


lques additions, très importantes pour les personnes 

eulen suivre leurs études mathématiques, et qui, cependant, ne 
| plus enseignées nulle part. Or, je me suis proposé d'écrire un Livre. 

nt beta ssimilation permit au lecteur d'aborder avec fruit l'En- 

ent supérieur des Mathématiques, Jui évitant toutes ces hésitations, — 
ou: arrière, que l’on constate chez les étudiants qui _ 

és avec un bagage insuffisant, = per 

nir mathématicien, je conseille tude 

" compris les exercices, auxquels j'altache . 


En 
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| toire de Toulouse, avec une Préface de Émie Picard, Membre de 
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Tome II (18 octobre 1889— 15 décembre 1894), volume de vı- 
avec un portrait et un spécimen : 1905 


HOUEL (J.), Professeur de Mathématiques à la Faculté des Sciences de 
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une importance capitale. Les. candidats aux grandes écoles, qui ne s’in- 

_ léressent pas particulièrement aux Mathématiques, pourront laisser de côté 
‚ce qui n’est pas dans leur programme. Il en va d’une manière an 
pour les étudiants de Mathématiques générales, futurs physiciens ou 
ingénieurs. Entre autres choses, ils pourront se dispenser des passages en 
petils caractères, qui ne sont pas nécessaires À la compréhension du reste 
de l'Ouvrage et ont généralement trait à des questions un peu difficiles. 

Comme je l’ai dit plus haut, j'attache une grande importance aux 
exercices. Les uns sont résolus et doivent servir d'exemples aux lecteur. 
Les autres lui sont proposés ; il doit en traiter le plus grand nombre 
possible et en rédiger complètement quelques-uns. Il pourra laisser de 
côté ceux qui lui sembleront trop ardus, quitte à y revenir quand il sera 
devenu plus habile, Les exercices sont divisés en Chapitres, qui corres- 
pondent à ceux du cours, dont ils sont en quelque sorte inséparables, 

Je conseillerai au lecteur qui ne connaitrait encore des Mathématiques 
que les éléments, de ne lire cet Ouvrage que la plume à la main. I 
pourra lui arriver en effet d’être contraint à écrire quelques calculs pour 
aller de l'avant. Qu'il se dise alors que le temps passé à élucider un point 
difficile n’est jamais du temps perdu. Un Livre de Mathématiques ne doit 


pas se lire comme un roman ; plus il exige de travail et de réflexion, plus 
il est profitable. ' eis. 
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J. H. 
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4 PETER DRE | 
Yai interrompu les publications sur cette matière pendant les année 
1891-1895, où j'ai dû m'occuper d’autres recherches, et je n’ai récommenc 
qu'en 1896 par les Notes de l’Académie de Turin sur l'inversion des inte 
grales définies. ae RG. LC LORS a EEN 
Dès la première Note, j'ai envisagé les Aves comme 1 
cas limite d'équations algébriques linéaires. C’est par cette considératio’ 
que je suis arrivé à l'emploi des déterminants infinis pour l’inversion de 
intégrales définies (résolution des équations intégrales). Jai parlé de ec 
emploi dans des conversations privées à Zurich, en 897... 
J'ai eu aussi l’occasion de parler de cet emploi dans une conférence qu, 
j'ai faite en 1898 sur la question des oscillations des liquides pesant 
(Problème des Seiches). | Re WA NEN | 

_ Les mêmes conceptions relatives au passage du fini à l’infini m’ont ken 
dans l'étude des équations intégro-différentielles et dans celle des fonc 
tions permutables. J’en ai commencé l’exposition de 1909. On trouvera u 
premier aperçu de ces études dans le dernier Chapitre de ces Leçon. 
L'exposition complète en paraîtra dans les Leçons de la Sorbonne dont j: 
parlé plus haut. = i ORE A Pie : 
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Ce Volume a été rédigé d’apr&s les leçons que j'ai faites à l’Université 
de Rome pendant l’année scolaire rgog-1910, mais MM. Tomassetti et Zar- : 
jatti en ont changé le plan en quelques endroits. C’est ainsi que la matière 
du Chapitre II a été complétée par l'addition de plusieurs recherehes 
fort intéressantes de M. Picard, de quelques paragraphes de la remarquable 
Thèse de M. Lalesco et de travaux d'autres auteurs. - PR 
. Les applications de la théorie des équations iniégrales à l'étude des vi- 
brations ont élé très réduites. Dans mon cours, je considérais d’abord le 
probleme classique des petits mouvements, lorsque le nombre des degrés 
de liberté est fini, et je passais ensuite aux corps continus. 

On a aussi retranché la théorie générale de l’élasticité et de l’électro- 
dynamique dans le cas de I’hérédité. Cette partie aura sa lace dans le 
Volume en préparation de cette collection qui renferme les leçons que j'ai 
faites cette année à la Sorbonne » 

Mes premières études sur les fonctions qui dépendent d’autres fonctions 
et les fonctions de lignes, ou d'un nombre infini et continu de variables, 
remontent à l'année 1883. Je suis parti du calcul des variations. Mais je 
n'ai publié des travaux d'une manière systématique sur ce sujet qu'à partir 
de r887. Cependant en 1884, j'ai communiqué une Note à l'Académie des 
Lincei, ou j'ai relié aucaleul des variations les équations intégrales à noyau 
symétrique. 
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